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Vorwort 


Dieses Lehrbuch entstand aus Vorlesungen, die ich an den Tech- 
nischen Hochschulen München und Darmstadt sowie an der Univer- 
sität Würzburg hielt. Es ist das Ziel des Buches, den Studierenden 
in den heutigen Kalkül und die physikalischen Aussagen der Quan- 
tentheorie so weit einzuführen, daß er selbst imstande ist, ihre un- 
zähligen Anwendungen in den verschiedenen physikalischen Rich- 
tungen weiter zu verfolgen. Besonderer Wert wurde dabei auf die 
Klärung grundlegender Fragen gelegt. 


Die Vertrautheit mit den wichtigsten Begriffen der klassischen 
Physik wird vorausgesetzt. Um jedoch Lesern mit verschiedenen 
Vorkenntnissen den Zugang zu ermöglichen, sind im 1. Teil des 
Buches jene Probleme der klassischen Teilchen- und Feldtheorie 
zusammengestellt, die für das Verständnis der Quantentheorie not- 
wendig sind. So wird z. B. gezeigt, daß die physikalischen Obser- 
vablen sowohl im Teilchen- als auch im Feldbild vermöge des Zu- 
sammenhangs zwischen Symmetrie und Erhaltungssätzen definiert 
sind, womit ein entsprechendes quantentheoretisches Vorgehen an 
späterer Stelle vorbereitet wird. Die Materiewellen werden nach der 
ursprünglichen SCHRÖDINGERschen Vorstellung als ein klassisches 
Feld behandelt und damit von der heutigen Interpretation der Quan- 
tentheorie abgesetzt, so daß von Anfang an begriffliche Schwie- 
rigkeiten bei der Quantisierung dieses Feldes vermieden werden. Da 
sich das Buch durchweg mit nichtrelativistischen Phänomenen be- 
schäftigt, konnte auf die Besprechung relativistischer Feldgleichun- 
gen verzichtet werden. 


Im 2. Teil wird der mathematische Kalkül des unitären Raumes 
entwickelt. Dabei wird nicht eine mathematisch völlig exakte For- 
mulierung angestrebt, vielmehr ist es das Ziel, den Studierenden 
in anschaulicher Weise, aufbauend auf der ihm bekannten reellen 
Vektorrechnung, mit den wichtigsten Begriffen vertraut zu machen. 


Erst mit dem 3. Teildes Buches beginnt die Behandlung der Quan- 
tentheorie. Um ihre charakteristischen Züge besonders deutlich wer- 
den zu lassen, wurde eine kompakte Zusammenstellung der Grund- 
lagen angestrebt. Das bedeutet, daß in diesem Teil des Buches auf 
Beispiele nur insoweit eingegangen wird, als sie zum unmittelbaren 
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Verständnis der Theorie notwendig sind. Es wird versucht, von 
vornherein den Leser an eine darstellungsunabhängige Formulierung 
zu gewöhnen. Aus pädagogischen Gründen schien es mirzweckmäßig, 
die Vertauschungsrelationen zwischen den physikalischen Obser- 
vablen zuerst einfach zu postulieren und ihre Begründung auf das 
später folgende Kapitel ‚Symmetrie‘ zu verlegen. Die statistischen 
Aussagen der Quantentheorie werden ausführlich besprochen, auf die 
Versuche, den Meßprozeß selbst im Rahmen der Quantentheorie zu 
verstehen, wird jedoch nicht eingegangen. Die so beliebte Umdeu- 
tung der SCHRÖDINGERSchen Feldamplitude in eine Wahrscheinlich- 
keitsamplitude, die erfahrungsgemäß eine Quelle von Mißverständ- 
nissen ist, habe ich vermieden. Die quantentheoretische Dynamik 
wird daher über die explizite Zeitabhängigkeit des statistischen 
Operators eingeführt. 


Im 4. Teil des Buches wird die Quantentheorie einerseits auf ver- 
schiedene spezielle Probleme (Oszillator, Drehimpuls, Streutheorie) 
angewendet und andererseits für identische Teilchen ausgebaut. Der 
Kalkül der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren im unitären 
Raum variabler Teilchenzahl vermittelt den Anschluß an die heutige 
Formulierung der Vielteilchenphysik. Die Quantisierung des SCHRÖ- 
DINGERschen Materiefeldes soll einerseits die Äquivalenz der Quan- 
tentheorie des Teilchenbildes mit jener des Feldbildes aufzeigen und 
andererseits eine Einführung in die Methodik der Feldquantisierung 
geben. 


Die Behandlung von Näherungsmethoden liegt außerhalb der Ziel- 
setzung dieses Buches. Lediglich die elementarsten werden bespro- 
chen. 


Etwa 120 Aufgaben werden dem Leser zur Vertiefung in den Stoff 
angeboten. Ihre Lösungen finden sich am Ende des Buches. 


Jene Kapitel, die beim ersten Studium überschlagen werden kön- 
nen, sind besonders gekennzeichnet. Der Leser, der mit der klassi- 
schen Teilchen- und Feldtheorie vertraut ist, kann — sofern ihm 
auch der Kalkül des unitären Raumes bekannt ist — sofort mit dem 
3. Teil beginnen. All jenen, die neben der Formulierung und Inter- 
pretation der Quantentheorie gleich konkrete Beispiele kennenlernen 
wollen, sei empfohlen, parallel zum 3. Teil bereits die ersten Kapitel 
des 4. Teiles zu lesen. 


Die Gleichungen innerhalb eines Kapitels sind durchlaufend nu- 
meriert, die Verweise erfolgen durch einfache Angabeder Gleichungs- 
nummer. Die Gleichungen in anderen Kapiteln hingegen werden voll 
zitiert, z. B. bedeutet Gl. (3.5-1) die Gleichung (1) im 5. Kapitel des 
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3. Teils. Die am Kopf jeder Seite befindlichen Ziffern in eckigen 
Klammern kennzeichnen Teil, Kapitel und Paragraph und sollen 
das Auffinden von Zitaten erleichtern. 


Bei der Formulierung des Buches waren mir in unzähligen Dis- 
kussionen die Herren Dr. G. SAUERMANN und Dr. H. SCHWEGLER 
behilflich. Ihnen gilt mein ganz besonderer Dank. Außerdem danke 
ich Herrn Dipl.-Phys. E. DoRMANN sowie den Herren cand. phys. 
K. BECKER, G. KLein, T. PLEFKA und J. REBSCH für die sorgfältige 
Durchsicht des Manuskriptes und die Anfertigung der Abbildungen. 
Schließlich gilt mein Dank dem Verlag für die verständnisvolle Zu- 
sammenarbeit und die Ausstattung des Buches. 


Darmstadt, im Februar 1968 


EUGEN FICK 
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ERSTER TEIL 


Klassische Behandlung der Materie: 
Teilchen- und Wellenvorstellung 


Erstes Kapitel 


Geschichtliche Entwicklung 
und grundlegende Experimente zur Dualität 


$ 1. Die Plancksche Quantenhypothese 


a) Die Plancksche Strahlungsformel 


Den Grundstein zur Quantentheorie legte M. PLanck im Jahre 1900. Die 
Untersuchungen der Hohlraumstrahlung zeig- u 
ten, daß ihr beobachtetes Frequenzspektrum 
(Fig. 1) nicht für alle Frequenzen durch eine 
Theorie beschrieben werden kann, in der das 
Strahlungsfeld, die Atome der Hohlraumwände 
und die gegenseitige Wechselwirkung nach den 


Gesetzen der klassischen Physik behandelt U 

werden. Um diese Diskrepanz zwischen Ex- v 
periment und Theorie zu beseitigen, machte Fig. 1. Spektralverteilung der 
PrLanck die fundamentale Annahme, daß die Hohlraumstrahlung 
Energie der Wandatome — diese idealisiert (Temperatur T, < T,) 
durch lineare Oszillatoren — nicht wie in der 


klassischen Mechanik kontinuierliche Werte annehmen kann, sondern nur dis- 
kreter Werte 
B® — ho e) 


fähig ist. Dabei ist » die Oszillatorfrequenz, n irgendeine positive, ganze Zahl 
und A eine Konstante der Dimension einer Wirkung, das PLancksche Wirkungs- 
quantum. Durch thermodynamisch-statistische Betrachtungen, die wir hier nicht 
nachvollziehen wollen, gelang es ihm damit, für die räumliche Energiedichte 
einer monochromatischen, unpolarisierten Strahlung im thermischen Gleich- 


2*+ 
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gewicht (Temperatur 7’, Frequenz v) die Beziehung 


Schv® 1 
u(v, T) = _— r% (2) 


eo _1ı 
herzuleiten. Dieses PLanckKsche Strahlungsgesetz stimmte mit den Messungen 
bestens überein. In Gl. (2) bedeutet c die Lichtgeschwindigkeit, k die BoLTZz- 
MANN-Konstante. Das PLancksche Wirkungsquantum % hat — nach jetzt vor- 
liegenden, genaueren Messungen — den Wert 
h = 6,625 - 1027 erg: s. (3) 


In der modernen Quantentheorie ist es üblich, statt A die Konstante 


h 


an 


h 1,054 . 10-27 erg - 8 (4) 
zu verwenden. — Die PrLancxsche Herleitung des Strahlungsgesetzes enthält in 
heutiger Sicht gewisse Inkonsequenzen, die aber die fundamentale Leistung 
PrAncks keineswegs schmälern. 


Für hohe Temperaturen, hv< kT,ist zu erwarten, daß man von den diskreten 
Abständen der Energie (1) nichts mehr merkt. In der Tat führt in diesem Fall 
die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion in Gl. (2) auf die Näherung 


ur, T)= SERKT, (5) 


die Lord RAYLEIGH auf der Grundlage der klassischen Physik hergeleitet hat. 
In ihr kommt die Größe h nicht mehr vor. Bei hohen Frequenzen, hv > KT, hin- 
gegen macht sich der Quantencharakter (1) wesentlich bemerkbar: Man kann 
jetztin Gl. (2) näherungsweise im Nenner die Eins gegenüber der Exponential- 
funktion vernachlässigen und erhält 

Schr -n 


uw, N) = ee", (6) 


c? 


ein Gesetz, dessen Form W. WIEN bereits 1896 angegeben hatte. 


b) Die spezifische Wärme fester Körper 


Die PLanc&sche Quantenhypothsse benutzte A. EINSTEIN wenige Jahre später 
(1907), um mit ihr die spezifische Wärme eines Festkörpers herzuleiten: Unter 
der vereinfachenden Annahme, daß alle N Atome mit derselben Frequenz » 
schwingen, hat man 3N lineare Oszillatoren der Frequenz » vor sich, weil jede 
räumliche Schwingung drei Freiheitsgrade besitzt. Die von diesen Oszillatoren 
herrührende innere Energie U(T')) eines Festkörpers erhält man als thermischen 
Mittelwert, gebildet mit einer BoLrzmann-Verteilung e ZT, 

3 E, einikt 


U(T)=3N W) 


5 en mer ® 
n 
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Der Nenner läßt sich bei Berücksichtigung der Quantenhypothese (1) als geo- 
metrische Reihe sofort aufsummieren, 


Ze) = Je” = —— (=). 


Beachtet man, daß der Zähler von Gl. (7) proportional zur Ableitung Z’ (x) ist, 
so resultiert als innere Energie der EıinstEinschen Oszillatoren 


1 


U(T)=3Nhr —, : (8) 
et_ı 
Im Grenzfall Av <kT gelangt man zu dem klassischen Gesetz 
U(T)&3NKT, C 


während für hy >KT wiederum der Ein- zyk 
fluß der Quantenhypothese bedeutend 
wird: 


Av 
U(T) = 3Nhve "”. 
A ie: . de; T 
a ar wid Fig. 2. Temperaturabhängigkeit der 


damit für hohe Temperaturen tempera- spezifischen Wärme fester Körper 
turunabhängig und nimmt bei tiefen 

Temperaturen ab (Fig. 2). Eine quantitativ bessere Darstellung dieses experi- 
mentell nachgewiesenen Abfalls (7?) wurde von P. DesyE (1912) gewonnen, 
indem er über die verschiedenen Öszillatorfrequenzen des Festkörpers mittelte. 


$ 2. Korpuskeleigenschaften der elektromagnetischen Strahlung 


Die Quantenhypothese PLANcKS bezog sich nicht auf das Strahlungsfeld, son- 
dern auf die Energiezustände der Atome (idealisiert durch Oszillatoren). Erst 
über thermodynamische Gleichgewichtsbetrachtungen gelangte er zu einer Aus- 
sage über die Strahlung. 


Die Quanteneigenschaften der elektromagnetischen Strah- Photon 
lung formulierte A. Einstein im Jahre 1905 in seiner Licht- 
quanienhypothese. Den Anstoß dazu gab der Photoeffekt (LENARD): 7 
Läßt man Licht etwa auf eine Metallplatte fallen, so werden aus Gl 
dem Metall Elektronen ausgelöst (Fig. 3). Die Anzahl der austre- Fig.3. Zum 
tenden Elektronen ist proportional der Lichtintensität, ihre  ppoto-Effekt 
kinetische Energie aber proportional der Frequenz des Lichtes und 

unabhängig von seiner Intensität. Dies ist nach der Maxweuschen Theorie un- 
verständlich. 


Um diesen experimentellen Sachverhalt erklären zu können, behauptete Eın- 
STEIN, daß das Licht der Frequenz » aus Teilchen (Photonen oder Lichtquanten) 
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der Energie 
Er-mw=io (9 


bestehe (wo = 2rv). Über die Energie-Masse-Relation E = mc? der Relativitäts- 
theorie ergibt sich daraus die (bewegte) Masse!) dieser Teilchen 


hv 
mN=7 (10) 
und somit ein Photonenimpuls 
me u — 3 (11) 


(A = Wellenlänge des Lichtes) oder vektoriell 


(£ = Ausbreitungsvektor, |f| = = ). Diese Gleichungen stellen die Verbindung 


zwischen den Teilchengrößen E, p und den Wellengrößen», t dar. Das Bindeglied 
ist das Wirkungsquantum. 


Einstein hat damit in gewisser Weise die Partikelvorstellung von NEwTon 
über das Licht aufgegriffen, von der man glaubte, daß sie durch die Vielzahl von 
Interferenz- und Beugungseffekten, die mit Licht nachgewiesen wurden, wider- 
legt wäre. Die Doppelnatur der elekiromagnetischen Strahlung, nämlich bei be- 
stimmten Experimenten sich wie Wellen und bei anderen sich wie Teilchen zu 
äußern, ist in der folgenden Zeit noch durch andere Versuche erhärtet worden. 


Einerseits wurden im Jahre 1912 an Kristallen Rönigenstrahlinterferenzen 
(M. von LAte) erzeugt und damit die Welleneigenschaften dieser elektromagne- 
tischen Strahlen demonstriert: Die im Kristall periodisch angeordneten Atome 
werden durch den einfallenden Röntgenstrahl zum Mitschwingen gebracht und 
bilden Zentren von Sekundär-(Streu-)Wellen, die miteinander interferieren und 

yA damit in bestimmten Raumrichtungen zu Maxima 
e und Minima der Streuintensität führen. 


Andererseits zeigte ComPToN (1923) auf eindrucks- 
volle Weise, daß Röntgenstrahlen Effekte bewirken, 
wiesie Teilchen der Energie (9) und des Impulses (12) 
hervorrufen: Läßt man monochromatische Röntgen- 
strahlen der Frequenz », auf einen Streukörper, z. B. 

Fig. 4. einen Paraffinblock, fallen und untersucht die seit- 

Zum Comrron-Effekt lich gestreute Strahlung spektral, so findet man eine 
gegenüber der eingestrahlten Frequenz verschobene 

Comrron-Linie », (< 9,), deren Verschiebung vom Winkel zwischen dem Pri- 
märstrahl und der Streurichtung (Beobachtungsrichtung) abhängt. Die Lage 


je») 


Ve 


1) Die Ruhmasse m, der Photonen ist Null. 
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dieser Linie läßt sich in einfacher Weise mit der Annahme eines mechanischen 
Stoßes zwischen einem Photon und einem Elektron verstehen (Fig. 4). Bei dieser 
Rechnung können wir das Elektron als frei betrachten, wenn es zu den äußeren 
Elektronen eines Atoms gehört, denn die Ablösearbeit(»1---10 eV) des Elek- 
trons vom Atom ist gegen die Energie der Röntgenstrahlen (* 10? eV) zu ver- 
nachlässigen. Bezeichnen wir mit m die (nichtrelativistische) Masse des Elek- 
trons und berücksichtigen wir im Energie- und Impulssatz (zerlegt nach den 
Richtungen x und y) die EinstEinschen Beziehungen (9) und (11), so erhalten 
wir 


ho =hv, + a mv, 


h h 

= = + cos 0 + mv cos. 
hv. _. i 

Se sind + mv sind. 


Nach Elimination von # folgt hieraus, falls v, — », < », ist, für die CoMPTON- 
Verschiebung die Beziehung 


sin? (13) 


,-n=-— 


welche die experimentellen Ergebnisse richtig wiedergibt. 


GEIGER und BoTHE haben durch Koinzidenzmessungen nachgewiesen, daß 
das Elektron und das Comrron-Photon tatsächlich gleichzeitig erscheinen, wo- 
durch der Nachweis erbracht wurde, daß Energie- und Impulssatz wirklich für 
den Einzelprozeß erfüllt sind. 


Die Doppelnatur des Lichtes läßt sich im Rahmen der klassischen Physik nicht 
in konsistenter Weise erklären. Diese Schwierigkeit behebt die Quantentheorie. 
In ihr werden nur solche Aussagen gemacht, die sich auf die jeweils vor- 
liegenden Versuchsbedingungen beziehen. Damit wird automatisch verhindert, 
daß Paradoxien — wie die Wellen- und Teilchennatur des Lichtes — auftreten, 
die durch Abstraktion von der Versuchsapparatur entstehen. 


Die quantentheoretische Behandlung des elektromagnetischen Feldes (Quan- 
tenelektrodynamik), in der auch der Relativitätstheorie Rechnung getragen 
werden muß, liegt außerhalb des Rahmens dieses Buches. Wir wollen daher an 
dieser Stelle nur noch erwähnen, daß man in der Quantenelektrodynamik aus 
dem Ausdruck der MaxweLıschen Feldenergie [gelesen als Operator (4.6 $ 1)] 


SE + Bd 


tatsächlich die EINstEinsche Formel (9) für die Energie der Photonen herleiten 
kann. 
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$ 3. Die Bohr-Sommerfeldsche Theorie 


a) Das Rutherfordsche Atommodell 


Einen wichtigen Beitrag zur Kenntnis des Aufbaus der Atome leistete 
RUTHERFORD (1911): Er beschoß dünne Materieschichten mit «-Strahlen (= 
zweifach geladene He-Kerne). Da die Masse eines «-Teilchens 7350mal größer ist 
als die eines Elektrons, wird die Bahn eines «-Teilchens durch die Elektronen 
kaum beeinflußt. Ihre Ablenkung kommt also praktisch allein durch die Wech- 
selwirkung mit den Kernen zustande. Nimmt man an, daß diese Wechselwir- 
kung auf CovLomsscher Abstoßung beruht, so be- 
wegt sich das «-Teilchen nach den Gesetzen der 
klassischen Mechanik auf einer Hyperbelbahn, in 
deren einem Brennpunkt sich der Kern Z befindet 
(wir setzen voraus, daß dieser wesentlich schwerer 
als das «-Teilchen ist, so daß man den Kern als 

Fig. 5. ein ruhendes Kraftzentrum ansehen kann). Die 

Zur RUTHERFORD-Streuung Ablenkung 6 (Fig. 5) hängt von der Anfangsge- 

schwindigkeit v, und dem Abstand d der Hyper- 

belasymptote vom StreuzentrumZ ab. Hieraus läßt sich die Anzahl der «-Teil- 

chen berechnen, die aus dem einfallenden Teilchenstrom in einen Winkelbe- 

reich zwischen 6 und 0 + dd gestreut werden. Aus der Übereinstimmung des 

so berechneten Wirkungsquerschnittes mit den experimentellen Ergebnissen 

zeigte sich, daß die CouLoMmB-Energie die entscheidende Wechselwirkung im 

Atom ist (erst bei Abständen r 3 10-13 em vom Kern werden die Kern- 
kräfte wirksam, die nicht elektromagnetischen Ursprungs sind). 


Aus diesen Ergebnissen schloß RUTHERFORD, daß die negativ geladenen 
Elektronen im Atom einer CouLomgschen Anziehungskraft unterworfen sind 
und daher nach der klassischen Mechanik Ellipsenbahnen um den Kern aus- 
führen, ähnlich wie die Planeten sich um die Sonne bewegen. 


Gegen dieses RUTHERFORDsche Atommodell läßt sich aber sofort folgender 
entscheidender Einwand erheben: Die Elektronen führen auf diesen Bahnen 
eine beschleunigte Bewegung aus und müssen daher nach der klassischen 
Elektrodynamik dauernd strahlen. Durch den Strahlungsverlust müßte die 
Bahn des Elektrons immer kleiner werden. Eine Abschätzung zeigt, daß ein 
Atom damit nur 10-8 s existenzfähig sein könnte. Es gäbe keine stabilen Atome. 


b) Die Bohrschen Postulate 


Die Unhaltbarkeit des RUTHERFORDschen Atommodells führte N. BoHr 
(1913) und A. SOMMERFELD (1916) zu einer Beschreibung des Atoms, in welche 
die PLanoxksche Quantenhypothese mit einbezogen wurde. 
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Zunächst eine Analyse des PLanckschen Oszillators: Da die PLancksche Kon- 
stante h die Dimension einer Wirkung hat, konnte man erwarten, daß diese 


Größe im Phasenraum (x, p) eine direkte Bedeutung p 

besitzt. In diesem lautet die PLancksche Quanten- 

hypothese 
Pr EI BR, x 
IR +2rm®®=-E=nhr. 


Als Phasenraumkurven des ÖOszillators kommen also 


nur solche Ellipsen (Fig. 6)in Frage, deren Halbachsen Fig. 6. Der Oszillator im 


die Größe Phasenraum 
E / nh 
a,= V2mE = Vamnkv und b,= Vor = ern 


besitzen. Die Fläche einer solchen Ellipse ist 
$ pde=a,b,n=nh. 
Der Phasenraum wird in Gebiete der Größe A eingeteilt. 


N. BoHr verallgemeinerte dieses Ergebnis auf die Bewegung eines Elektrons 
im Atom: Es sollen nur solche Bewegungen erlaubt sein, für die die Phaseninte- 


gralbedingung 
| $pdg=nh | (14) 


erfüllt ist. Diese Bahnen seien stabil, das Atom soll auf ihnen nicht strahlen. 
Lediglich beim Übergang zwischen verschiedenen Bahnen werde ein EINSTEIN- 
sches Lichtquant emittiert oder absorbiert. Damit für das System (Atom + 
Photon) der Energiesatz gewährleistet bleibt, können nur solche Frequenzen » 
ausgesandt werden, die der Frequenzbedingung 


ya - (#,— 5) (15) 


genügen. Dabei sind Z, und E, die Energien der Anfangs- und Endbahn. Als 
Folge der Diskretheit der Energien eines Elektrons im Atom sind also nur ganz 
bestimmte Frequenzen der emittierten Strahlung möglich, man gelangte zu 
einer Erklärung der Linienspektren (A. SOMMERFELD). 


e) Das Wasserstoffatom 


Als Beispiel zu den Bonrschen Postulaten betrachten wir ein Wasserstoff- 
atom, und zwar nur den einfachsten Fall, in welchem das Elektron auf einer 
Kreisbahn vom Radius a den (fest angenommenen) Kern umlaufe. Die kineti- 
sche Energie beträgt 


1 . 
T=5 map? 
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(© = Winkelgeschwindigkeit), also ist die zum Winkel @ gehörige Impulskoor- 
dinate 
D, = ma? 9. 
Das Phasenintegral (14) ist über einen vollen Umlauf der Lagekoordinate zu 
erstrecken, also in unserem Fall von 0 bis 2r. Damit ergibt sich als Quanten- 
bedingung 
2x 
f 2,49 = 2rmatg = nh. 
ö 
Weil Masse mal Normalbeschleunigung gleich der Covzomzschen Kraft ist, gilt 
andererseits 
q? 


9 _@ 
map? = 


(q = Ladung). Damit haben wir zwei Gleichungen für die beiden Unbekannten a 
und @. Lösen wir nach ihnen auf, so finden wir für den Radius der »-ten Bahn 
h? 
we 
n N Gremge (26) 
und für die Winkelgeschwindigkeiten 


. 1 Sndmgt 
Pa gr (1?) 


q 


Setzen wir die Werte von g, h, m ein, so erhalten wir für die kleinste Bahn 
£ a, = 0,529. 10° cm, (18) 


eine Größe, die den gaskinetisch ermittelten Atomradien 
entspricht. 


n=3 

n=2 

Für die Energie der im CovLomB-Potential gebundenen 
Elektronen 


A q 
E=T+V=-5Zap-I 


ergeben die Gl. (16) und (17) die diskreten Energiewerte 
13830 n-17 (Fig. 7) 

a 6 ar 7 ms 9 

Fig. 7. Die Energie- En De us) 

niveaus des H-Atoms Die beim Übergang zwischen zwei Zuständen des 

Atoms emittierten bzw. absorbierten Frequenzen berech- 

nen sich nach dem zweiten BoHrschen Postulat (15) als Differenz dieser Ener- 

gien. Man erhält in der Tat die Frequenzen der Spektrallinien, die beim 

Wasserstoffatom beobachtet werden (wenn man von Feinstrukturen absieht). 


d) Kritik 
Die BOHR-SOMMERFELDsche Theorie stellte für die Deutung der bis dahin 


unverstandenen Linienspektren einen großen Erfolg dar. Es zeigten sich jedoch 
bald auch ihre Grenzen: Sie lieferte z. B. quantisierte Drehimpulse, die mit der 
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Erfahrung nicht übereinstimmten, außerdem versagte sie bei der Behandlung 
von Mehrelektronenproblemen (z. B. dem He-Atom). Darüber hinaus sind natür- 
lich auch die ad hoc eingeführten BoHrschen Postulate wenig befriedigend. 


$ 4. Die Welleneigenschaften der Materie 
a) Die de Broglieschen Materiewellen 


Nachdem ErnstEin der Wellentheorie des Lichtes das Konzept der Photonen 
als Teilchen gegenübergestellt hatte ($ 2), ging L. DE BrogLıeE (1924) in umge- 
kehrter Weise vor. Er entwickelte für die Elementarbausteine der Materie 
(Ruhmasse m, + 0), wie Elektronen und Protonen, von denen man bis dahin 
überzeugt war, daß sie Teilcheneigenschaften besäßen, in kühner Weise eine 
Wellentheorie: Zwischen der Frequenz und der Wellenlänge dieser Materiewellen 
soll derselbe Zusammenhang mit den Teilchengrößen Energie und Impuls be- 
stehen, wie sie EINSTEIN für die Lichtquanten postulierte 


E E 
LS | Eu | 
i= 5 oder Be 5 (21) 


Für Elektronen mit einer Energie von etwa 100 eV ergibt sich hieraus eine 
Wellenlänge von einigen Ängström. Beugung und Interferenz dieser Materie- 
wellen sind daher an den mit diesem Abstand periodisch angeordneten Atom- 
kernen eines Kristalls zu erwarten. In der Tat gelang Davısson und GERMER 
(1927) der Nachweis von Interferenzerscheinungen bei Reflexion von Elektro- 
nen an Nickeleinkristallen. Später wurden solche Interferenzen auch mit Pro- 
tonen, Neutronen, &-Strahlen usw. nachgewiesen. 


und 


b) Die Schrödingersche Materiewellengleichung 


Durch die DE BrogLiE-Beziehungen (20) und (21) wurden nur freie Materie- 
wellen erfaßt. Wie verhalten sich aber die Materiewellen, wenn sie unter der 
Wirkung einer äußeren Kraft stehen ? Diese Frage beantwortete 1926 E. ScHRö- 
DINGER, indem er eine Differentialgleichung für die raum-zeitliche Verteilung 
eines (nichtrelativistischen) Materiefeldes unter dem Einfluß eines Potentials 
aufstellte. Diese Gleichung bildet das Gegenstück zur MaxweLschen Theorie 
der elektromagnetischen Strahlung. 


Sucht man mittels dieser SCHRÖDINGER-Feldgleichung z. B. die Dichte der 
Elektronenwolke in einem Wasserstoffatom, so erlauben die Randbedingungen 
nur bestimmte Frequenzen und damit nach Gl. (20) nur bestimmte Energien. 
Die sich ergebenden Werte stimmten mit denen der BoHrschen Theorie 
[Gl. (19)] überein. Die ScHRÖDINGER-Theorie bedeutete gegenüber der ad hoc 
angenommenen Phasenintegralbedingungeinen wesentlichen Fortschritt. Schließ- 
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lich war sie u.a. auch imstande, die oben erwähnten Schwierigkeiten in der 
Bourschen Behandlung des Drehimpulses zu klären. 


Wir werden in den Kap. 1.3 und 1.4 ausführlich auf die Herleitung der 
SCHRÖDINGERschen Feldgleichung und ihre Interpretation eingehen. 


Bald nach dem Aufstellen der nichtrelativistischen ScHRÖDINGERschen Feld- 
gleichung wurde von SCHRÖDINGER, KLEIN, GORDON u. a. (1926) eine Materie- 
feldgleichung gefunden, die auch der Forderung nach relativistischer Invarianz 
entsprach. Diese Gleichung wurde jedoch dem mittlerweile gefundenen Elek- 
tronenspin (GOUDSMIT und UHLENBECK, 1925) nicht gerecht. Es ist das Ver- 
dienst P. A. M. Dıracs (1928), daß auch diese Lücke geschlossen wurde. Die 
Dirac-Gleichung beschreibt ein relativistisches Materiefeld mit Spin 1/2. 


Alle Versuche, in solchen klassischen Feldtheorien auch dem Teilchencharak- 
ter der Materie gerecht zu werden, sind jedoch gescheitert. Die Idee SCHRÖDIN- 
GERS, die etwa in einer WILSON-Kammer sich äußernde räumliche Lokalisierung 
eines Elektrons durch eine besonders große Stärke des Materiefeldes in einem 
Raum-Zeit-Punkt zu erfassen, läßt sich nicht realisieren. Auf diese und weitere 
Schwierigkeiten der klassischen Materiefeldtheorie kommen wir in Kap. 1.6 
noch zu sprechen. 


€) Die Dualität von Welle und Korpuskel 


Die angeführten experimentellen Befunde über die Natur des Lichtes und 
der Materie zeigen eine Dualität der Erscheinungen des Mikrokosmos: Bei 
manchen Versuchen ergibt sich ein Verhalten, wie es Teilchen zeigen, in anderen 
wiederum ein solches, wie es einer Welle (oder allgemeiner einem Feld) zu- 
kommt. Die zugehörigen Theorien seien, durch die Namen ihrer Entdecker 
charakterisiert, zusammengestellt: 


| Teilchen Welle 
Materie NEWTON DE BROGLIE, SCHRÖDINGER, ... 
Licht EINSTEIN MAXWELL 


Das Teilchenbild ist ebensowenig wie das Wellenbild für sich allein imstande, 
alle physikalischen Phänomene zu beschreiben. 


$ 5. Einige vorläufige Bemerkungen zur Bewältigung 
der Dualität durch die Quantentheorie 


a) Die Heisenbergsche Unschärferelation 
Die Frage, innerhalb welcher Grenzen die klassischen Vorstellungen von Teil - 
chen und Welle miteinander verträglich sind, wird durch die Unschärferelationen 
beantwortet, die W. HEISENBERG (1927) aufstellte. 
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Als einfaches, aber besonders instruktives Beispiel betrachten wir den Durch- 
gang von Licht durch einen Spalt!) (Fig. 8) der Breite b. Das monochromatische 
Licht falle senkrecht auf den Spalt ein; es hat daher (vor dem Spalt!) einen 


Impuls in .der x-Richtung, dessen Größe nach der EınsteEinschen Beziehung 


gegeben ist durch ? = un 


Nun wollen wir die Verhältnisse hinter dem 
Spalt betrachten. Weil dieser die Breite 5 besitzt, 
ist die Ortsunschärfe in der y-Richtung 
Ay=b. (22) 
Die Impulsunschärfe in y-Richtung kommt durch 


die Beugung des Strahls am Spalt zustande Fig. 8. Zur Unschärferelation 
Ap, = psina w pa. 


Den Winkel x kann man dadurch abschätzen, daß man etwa die Richtung des 


ersten Minimums der Beugungsfigur, & = . ‚ einsetzt 


hi 


Multiplizieren wir die beiden Gleichungen (22) und (23) miteinander, so erhalten 


wir 
[Av-an, =], (24) 


d. h., machen wir — um eine genauere Ortsmessung zu erhalten — die Öffnung 
kleiner, so ist damit automatisch eine Vergrößerung der Unschärfe des Impulses 
verknüpft. Umgekehrt ist die Richtungsabweichung und damit die Impulsun- 
schärfe um so kleiner, je weniger wir den Strahl durch die Öffnung begrenzen. 
Für Ay=b-— oo (kein Spalt!) haben wir eine unendlich ausgedehnte ebene 
Welle vor uns: der Ort y ist völlig unbestimmt, aber der Impuls in y-Richtung 
ist genau bekannt, nämlich p, = 0. 


Wir wollen uns noch einmal vergegenwärtigen, wie wir zur Unschärferelation 
(24) gelangt sind: Durch Zusammenwirken der Wellenvorstellung und der Eın- 
STEINschen Beziehungen erhielten wir eine Aussage über die nicht gleichzeitige, 
beliebig scharfe Meßbarkeit der der Teilchenvorstellung entstammenden Be- 
griffe. 

Unschärferelationen lassen sich auch zwischen anderen Observablen ableiten, 


etwa zwischen den Größen des Wellenbildes. Man kann z.B. zeigen, daß die 


ı) Die Überlegung gilt im Prinzip auch für Materiewellen. An Stelle eines Spaltes 
muß man in praxi natürlich dann ein Kristallgitter verwenden. 
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x-Komponente des elektrischen Feldes & nicht gleichzeitig mit der y-Kompo- 
nente des Magnetfeldes ® beliebig genau gemessen werden kann. 


Die Unschärferelationen sind also ein Ausdruck für die wechselseitige Ein- 
schränkung des Teilchen- und Wellenbildes. Widersprüche zwischen beiden Bil- 
dern kommen nicht zustande, wenn man sich im Rahmen der Unschärferelatio- 
nen bewegt. Das Wirkungsquantum ist das Maß für diese gegenseitige Ein- 
schränkung. 


b) Die Entwicklung der Quantentheorie 


Der Erfolg der Quantentheorie beruht darauf, daß sie das Problem der Duali- 
tät bewältigt. Die Unschärferelationen zeigen, daß dazu eine andere mathe- 
matische Beschreibung der physikalischen Größen (Observablen) als in der 
klassischen Physik nötigist.!) Auch der Begriff der Bahn einer Bewegung — das 
Ziel jeder klassisch-mechanischen Untersuchung — muß seinen Sinn verlieren, 
wenn man Ort und Impuls nicht mehr gleichzeitig angeben kann. 


HEISENBERG hat 1925 — also schon vor Entdeckung der Unschärferelation — 
in seiner Matrizenmechanik den ersten Schritt zu einer solchen mathematischen 
Revision der theoretischen Physik getan. Er ging davon aus, eine Theorie zu 
entwickeln, in der unmittelbar die beobachtbaren Frequenzen der emittierten 
Strahlung vorkommen, die sich in Form einer Matrix 


Yam = + (Bu, Zu) 

schreiben lassen. Dies führte dazu, daß auch der Ort des strahlenden, atomaren 
Dipols durch eine Matrix x,„() und nicht durch eine Zahl « (t) (wie in der klassi- 
schen Mechanik) darzustellen ist. Durch Ausdehnung dieses Konzepts auf alle 
übrigen physikalischen Größen entstand die Matrizenmechanik, in der HEISEN- 
BERG zwischen den Matrizen solche Relationen wählte, die — im Rahmen der 
Matrizenrechnung — einen möglichst engen Zusammenhang mit den entspre- 
chenden Relationen der klassischen Mechanik haben (Kap: 3.2). 


Der weitere Ausbau der Quantentheorie erfolgte in den zwanziger Jahren in 
einer rasch aufeinander folgenden Reihe von Arbeiten von BoHR, HEISENBERG, 
BoRN, JORDAN, DIRAC, von NEUMANN u. a. In ihnen wurde einerseits die sta- 
tistische Interpretation der Quantentheorie (M. Born) gegeben (Kap. 3.3) und 
andererseits eine Formulierung erarbeitet, in der von den Matrizen auf Opera- 
torenin einem unitären Raum übergegangen wurde. 


Schließlich wurde die Quantentheorie auf zahlreiche Probleme der Atom-, 
Kern- und Festkörperphysik angewendet, und ihre Ergebnisse wurden in un- 
zähligen Experimenten bestätigt. 


1) Auch die BoHR-SoMMERFELDsche Theorie gibt einen Hinweis auf eine Revision der 
klassischen Behandlungsweise, da in ihr ein System nicht mehr jeden Phasenpunkt (x, p) 
einnehmen kann. 


[1.2 $ 1] 1.2. Das klassische Teilchenbild 31 


Die Vereinigung von Quantentheorie und (spezieller) Relativitätstheorie in der 
Quantenelektrodynamik und relativistischen Quantenfeldtheorie brachte einer- 
seits viele wichtige Resultate, die mit den Experimenten übereinstimmen, ande- 
rerseits bestehen jedoch auch heute noch manche Schwierigkeiten, die zeigen, 
daß das Problem einer solchen Vereinigung vermutlich noch nicht seine end- 
gültige Lösung erfahren hat. Der Leser sei bezüglich dieser Fragen auf ein 
Lehrbuch der relativistischen Quantenfeldtheorie verwiesen. In dem vorliegen- 
den Buch beschränken wir uns auf die nichtrelativistische Theorie, da man in ihr 
bereits alle wesentlichen Züge der Quantentheorie erkennen kann. 


Bevor wir jedoch zur Besprechung der Quantentheorie (3. und 4. Teil) kom- 
men, wollen wir zunächst die klassische Theorie der Materie eingehender ana- 
lysieren: Nach einem kurzen Überblick über die klassische Mechanik erfolgt 
eine ausführliche Darstellung des SchröDIngErschen Materiefeldes. 


Zweites Kapitel 


Das klassische Teilehenbild 


In diesem Kapitel soll ein kurzer Abriß der klassischen, nichtrelativistischen Mechanik 
gegeben werden. Es wird dabei vorausgesetzt, daß der Leser mit den wichtigsten Begriffen 
der Mechanik bereits vertraut ist. 


$ 1. Das Wirkungsprinzip und die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen 


Wir betrachten ein mechanisches System, das durch (generalisierte) Lage- 
koordinaten g,,..., 9; im Konfigurationsraum gekennzeichnet wird. f ist die 
Anzahl der Freiheitsgrade; bei N Teilchen, die keinen Nebenbedingungen unter- 
worfen sind, ist f= 3N. 


Die Bewegung des Systems wird durch seine LAGRANGE-Funktion 


L (9: + Ye 91 +9 d (1) 
bestimmt, die eine Funktion der Lagekoordinaten g, und ihrer zeitlichen Ablei- 
tungen 9, ist. Außerdem kann ZL noch von der Zeit t abhängen, wenn das System 
äußeren, zeitabhängigen Einwirkungen unterworfen ist. Diese explizite Zeit- 
abhängigkeit ist nicht mit der Zeitabhängigkeit L(t) zu verwechseln, die sich er- 
gibt, wenn man die Bewegung g,(t), 9,(f) in (1) einsetzt. 

Das Bewegungsgesetz ergibt sich aus dem Wirkungsprinzip (HAMILTON): Soll 
sich das System zu zwei Zeiten {? und £! in den Lagen }, ...,g% und q}, ...,95 
befinden, so betrachte man für alle Bahnen zwischen den Punkten PP und Pl 
(Fig. 9) das Wirkungsintegral 

20 
=  EDlan.us.a,) A, (2) 
pr 
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Jene Bahn, für die dieses Integral ein Extremum wird, stellt die tatsächliche 
Bewegung des Systems dar. Ihre Differentialgleichungen (LagRAngesche Glei- 
chungen) sollen im folgenden aus diesem Wirkungsprinzip hergeleitet werden. 


Wir bezeichnen jetzt mit q,() @=1,..., f) gerade diese Bahn und irgend- 
einen Punkt auf ihr mit ?. Ein Punkt P’ der benachbarten Bahnen (längs denen 
also das Integral J nicht extremal ist und die also 
physikalisch nicht durchlaufen werden) möge aus P 
durch infinitesimale Variationen ög, und dt hervor- 
gehen), 
Pp| Pe 
% 1% ne 84; (3) 
54 + 8% 

Fig. 9. Zum Wirkungsprinzip t| +8. 


Weil die Richtung der Bahn im Punkt P’ durch 


. n _du+ 8g;) _ du+ 8g;) f 
4P)= urn —— u Wuraya 


(rd m)(-d) 


EN dl 
=: tg - up! 


gegeben ist, findet man für die Variation ög, = g,(P‘) — 9; (P) die Beziehung 


(4) 


Für = 0 ist die Variation mit der zeitlichen Differentiation vertauschbar. 


Die Variation 8J des Wirkungsintegrals muß nach dem Wirkungsprinzip auf 
der physikalisch realisierten Bahn verschwinden, 


P! 
I= [ dLd)=0. (5) 
p° 
Für den Integranden 
&LZdi) = dL.de + L- ödt (6) 


erhält man bei Berücksichtigung von 


u SEm+lu)+h,m 


1) Für die bloße Herleitung der Lagrangzschen Gleichungen aus dem Wirkungsprinzip 
kann man auf die Variation der Zeit verzichten. Wegen der weitergehenden Überlegungen 
der $$ 2 und 3 ist es jedoch zweckmäßig, die unabhängige Variable t ebenfalls zu variieren. 
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sowie von Gl. (4) und dd? = dt (t ist unabhängige Variable!) 


La)=) (& 8, + wa dq,) de + 5). St. dt 


+(Z -)2 = 4) ad, 


wofür man auch schreiben kann 


nF eh de 
2 [te Un ar -Iua)] ad (8) 
+32 + a IE 4) a]. 


Führt man in der zweiten Zeile die Differentiation = aus, so gelangt man zur 
Beziehung 


),-3-I20)=--I Eu) (9) 


Für die Variation des Wirkungsintegrals ergibt sich damit 


wg as 3 - - ar 37) (04 - g, dt) dt 


Mm 


(10) 


E [z +) En (84-4; N) 


wobei die Integration über die dritte Zeile von Gl. (8) auf die Werte in den Rand- 
punkten PP und P! führte. Die Bedeutung der Größe 


89; — g; dt = sg; (11) 
ist aus Fig. 9 ersichtlich. 


Da die Variationen $g, und dtin den Randpunkten PP und P! Null sind, ver- 
schwindet die zweite Zeile von Gl. (10). Das verbleibende Integral muß nach 
dem Wirkungsprinzip (5) für beliebige Variationen ög, und öt Null sein. Dies ist 
nur möglich, wenn gilt 


=. l. (12) 


Diese LagRAngEschen Bewegungsgleichungen sind f Differentialgleichungen für 
die Funktionen g,(t). Hängt die LAGRAngeE-Funktion von einer Variablen g, 
nicht ab (‚zyklische Variable‘), so erhält man 


OL 
u” const, (13) 


3 Fick, Quantentheorie 
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d.h. eine Erhaltungsgröße bei der Bewegung (vgl. auch $ 3). Als Folge der 
LagraAngeschen Gleichungen ergibt sich aus Gl. (9) 


(14) 


Ist also die LAGRANGE-Funktion nicht explizit zeitabhängig, so ist die Größe 


-)E%- (15) 


bei der Bewegung zeitlich konstant (Energiesatz). 


Beispiel: Für ein Teilchen unter dem Einfluß eines Potentials V (rt, it) lautet 
die LAGRANGE-Funktion 


Ivy = 5% -Vlu. (16) 
Wegen 


L__ 9 aL 


u ? %0 


= mz, = 7, (Impuls) 


führen die LagrAangzschen Gleichungen (12) zum Newronschen Gesetz 
mt = — grad V = Kr). 
Die Energie E ergibt sich nach Gl. (15) als Summe von kinetischer und poten- 
tieller Energie 
E=5 14 Vun. 


Ihre totale zeitliche Veränderung ist nach Gl. (14) 


aE _8V 
a“ 8° 


Aufg.1: Man schreibe die Lasrangzschen Gleichungen als Differentialgleichungen für 
g;(t) aus. 

Aufg. 2: Wie lautet für ein Teilchen unter dem Einfluß eines Potentials die zeitliche Ver- 
änderung von tp (Virialsatz)? Was ergibt sich, wenn V eine homogene Funktion 
des Ortes vom Grad « ist? 


Aufg. 3: Man zeige, daß die Lagrangzschen Gleichungen identisch erfüllt sind, wenn L 
die totale Ableitung einer Funktion 2(g,, ..., 2) ist. 


$ 2. Die Wirkungsfunktion 


Da die Laarangeschen Gleichungen Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung sind, hängen ihre Lösungen von 2f Integrationskonstanten ab. Wir wollen 
diese durch die Koordinaten der Anfangs- und Endpunkte P%(g), ... ‚Ip {%) und 
pl (d}, ER 4; {!) ausdrücken. Dann lauten die Lösungen, die wir im folgenden als 
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bekannt annehmen, 


G=%l; Pr, 2% 9; = g;(t, pi, 2°): (17) 


Setzt man diese Lösungen in die LAGRANGE-Funktion (1) ein, so wird sie eine 
Funktion der Zeit (vermöge der Bewegung!) und der Koordinaten der Rand- 
punkte Pl und P®, 


Zieh Pl, Ps» le Pr PL Bl, BP. P9- (18) 


Berechnet man damit das (extremale!) Wirkungsintegral 


ec 
ee PERF PFUEslFP|, (19) 
t° 


so erhält man eine Funktion 8 der Randpunkte Pl und PP, 
Br. De); (20) 
die man Wirkungsfunktion oder HAMILToNs Prinzipalfunktion nennt. 


Die Veränderung von $ mit den Randpunkten wird durch die zweite Zeile von 
Gl. (10) bestimmt: Differenziert man S nach den Koordinaten des Punktes Pl, 
so gilt 


(21) 


Der Index 1 auf den rechten Seiten bedeutet, daß die Funktionen an der Stelle 
2,0 0: (&, P\, PO) zu nehmen sind. Für die Veränderung von S mit den 
Koordinaten des Punktes P® gelten entsprechende Gleichungen [sie unterschei- 
densich von den Gl. (21) um ein zusätzliches Minuszeichen]. 

Wir werden nun noch den Spezialfall untersuchen, in dem die Energie des 
Systems konstant ist, E=KH( pi, p»). (22) 


In Gl. (19) ersetzen wir die LAGRANGE-Funktion entsprechend Gl. (15) und er- 
halten 


S(P!, PP) = /># dg, — B:( — 9). (23) 


Die Größen = = 9,(9: ---,91, ---,t) werden bei Einsetzen der Lösungen (17) 


zu Funktionen 2,=7,;(t, Pl, PP). Die in ihnen auftretenden Zeiten!) t, {" und t! 
lassen sich jedoch eliminieren, wenn man diese aus den Gl. (17,) und (22) be- 
rechnet. Man erhält damit 


rk AU HK TaEere tasaee 5 (24) 
!) In die Lösungen gehen in diesem Fall nur die Zeitdifferenzen t — und t!— {ein 
(vgl. 1.2 8 3b). 
3% 
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Das Integral in Gl. (23) wird daher eine Funktion der Lagekoordinaten 
9% ---, 9%, ... und der Energie E, 


q! 
Wahl De (25) 
% 
welche man charakteristische Funktion nennt. Bei Energieerhaltung kann also 
die Wirkungsfunktion 8 in eine Funktion der Lagekoordinaten und eine lineare 
Funktion der Zeit aufgespalten werden, 


PO RER PL N a AR EEE 2 a (26) 


Die Ausdrücke (21) für die Differentialquotienten von S lassen sich auf solche 
von W umschreiben: Einerseits gilt nach Gl. (21,) 


08 


re, 


und andererseits erhält man durch Differentiation von Gl. (26) — wenn man 
berücksichtigt, daß Z über Gl. (22) von fl! abhängt — 


88 [WW öE 
a (a -t-Alm-E 
woraus folgt 
WW nn 0 
wach 


Für die Ableitungen nach den Koordinaten g! ergeben die Gleichungen (26) 
und (21) 

SER) BE) u Ve re Le 

3 3 ha Sg Tun Au 


Die charakteristische Funktion W erfüllt also die Beziehungen 


oWw_ | 6W_ 


1 10] 
al 79 


. (27) 


Betrachtet man die charakteristische Funktion W bei festem Anfangs- 
punkt (g,..., en) und fester Energie E als Funktion des Endpunktes (gl, ..., 95) 
— den oberen Index 1 lassen wir künftig weg —, so werden durch 


W (9, -.., 9) = const (28) 


im Konfigurationsraum Hyperflächen definiert. Ihr Gradient ist durch Gl. (27,) 
gegeben. Ein Wert $ = const der Wirkungsfunktion wandert nach Gl. (26) im 
Laufe der Zeit von einer W-Fläche zur anderen. 


Für ein Teilchen ist 
W (x) = const (28a) 
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eine Fläche im Ortsraum. Steht das Teilchen unter dem Einfluß eines Potentials 
V(t), so ist nach Gl. (27,) u. (16) der Gradient der W-Flächen garade der 
Teilchenimpuls 

gradW=mi=p. (29) 


Die Bewegung des Teilchens erfolgt also (in diesem Fall) senkrecht zu den W- 
Flächen (Fig. 10). Durch Quadrieren von 
GI. (29) ergibt sich 


Wir) =const= 


(grad W)? = 2m[E — V(r)]. (30) 


Die Geschwindigkeit, mit der ein fester 
Wert der Wirkungsfunktion $ im Laufe Y 
der Zeit von einer W-Fläche zur anderen X 
wandert, erhalten wir, indem wir aus Fig.10. Bahn eines Teilchens als Or- 
Gl. (26) dS bestimmen und null setzen thogonaltrajektorie auf den W-Flächen 


ds = grad Wdr — Edt= |grad W|dn — Edi =0. 


Die Ausbreitungsgeschwindigkeit von S$S in Richtung der Normalen der 
W-Flächen ist also 


dn E E E 1 
LE =. -— |, 3 
%s= [grad W| p V2miE—- Vom) en 


Sie ist verschieden von der Teilchengeschwindigkeit 


| B - 2 - vol (32) 


Aufg. 4: Man führe dieim $ 2 angestellten Überlegungen am Beispiel eines freien Teilchens 
explizit durch. 


$ 3. Symmetrie und Erhaltungssätze 2) 


a) Das Theorem von E. Noether 
Durch eine Transformation 
"tl, = Kg) (33) 
werde zu neuen Variablen ?’ und g; übergegangen. Die Transformation der Ab- 
leitungen ist dadurch bereits festgelegt. Umgekehrt erhält man die alten Va- 
riablen £ und g, als Funktion der neuen durch Auflösung 
eN, ei: (33a) 


1) Die Geschwindigkeit v, hängt von der Wahl des Energie-Nullpunktes ab. Während 
aus Gl. (31) für ein freies Teilchen v, = v„/2 folgt, ergibt sich in relativistischer Behandlung 
aus der Energie E = mc?, in der die Ruhenergie m,c? mitgerechnet ist, vrel = E/p = d/y;. 

2) Dieser Paragraph kann beim ersten Studium überschlagen werden. 
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Setzt man diese Transformation in L(q, -.-, 91, ...‚t) ein, so erhält man 
e eye er 0 D „' d k 
Ei... (ee ed, (« = ) ; (34) 


Diese Gleichung definiert eine neue LAGRANGE-Funktion L’ in den neuen Va- 
riablen. 


Wir wollen die Frage untersuchen, wann die Bewegungsgleichungen in den 
neuen Variablen dieselbe Gestalt haben wie in den alten Variablen (Form- 
invarianz der Bewegungsgleichungen). Eine solche Symmetrietransformation liegt 
vor, wenn die neue LaaRAngE-Funktion L’(gj,..-.,@,..-,#) mit der alten 
LAGRANGE-Funktion in den neuen Variablen, L(g,, ..., @; -.., £'), übereinstimmt 
oder sich um den totalen Differentialquotienten einer Funktion Q(g‘, ..., €) 
(mit der Dimension einer Wirkung) unterscheidet (vgl. Aufg. 3), 


Lit + ’ nt OR Nds. 

Bild DER ee 

Zusammen mit Gl. (34) ergibt dies für den Integranden des Wirkungsintegrals 
die Symmetriebedingung 


Ds RE AREAR,r) (36) 


Bilden die Symmetrietransformationen eine kontinuierliche Gruppe!), so ge- 
nügt es, die infinitesimalen Transformationen zu untersuchen 


v!=t+dt, 
;=q4,+dg, (37) 
G; =g,; + dg,. 


Zur Unterscheidung von dem in $ 1 eingeführten Variationssymbol $ kennzeich- 
nen wir jetzt die infinitesimale Symmetrietransformation mit d?). Dabei können 
i. a. die Größen dt von t, dg, von allen g,, t und dg, von allen g,, g,, t abhängen. 
Da die formalen Umformungen (4) und (6) bis (8) unabhängig von der Bedeu- 
tung von 8 sind, gelten diese Gleichungen auch in den Veränderungen d, also z. B. 


v d rd 
Tut 
und 
_S (5,36 4 BL (38) 
(La) = S ( + dg,) dt + DM dt. dt 
eL .\ dd 
+E- Ih) wi 


1) Die Transformationen sollen von einem oder mehreren Parametern kontinuierlich ab- 
hängen (vgl. Kap. 5.4). Die in finitesimalen Transformationen unterscheidensichin den Para- 
metern nur infinitesimal von der identischen Transformation, bei der überhaupt keine 
Veränderung stattfindet. Eine endliche kontinuierliche Transformation läßt sich durch 
wiederholte Ausführung von infinitesimalen Transformationen aufbauen. 

2) Dies ist natürlich kein Vektorsymbol! 
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Für eine infinitesimale Transformation lautet die Gl. (36) 
L(9» 9: )4E= Li +89: ...,9ı +89, ..„E+d)d(e+ di) 
+ 40 (u... 0, 9) 


oder 


d(Ld) +2 = 0. (39) 
Mit Gl. (38,) ergibt sich hieraus 


Seat in) + +25) --% | 


die Bedingung dafür, daß ein durch L beschriebenes mechanisches System die in- 
finitesimale Symmetrietransformation (37) erlaubt. Um festzustellen, ob die zu 
einer bestimmten LAGRANGE-Funktion gehörigen Bewegungsgleichungen form- 
invariant gegenüber einer Transformation (37) sind, hat man also zu unter- 
suchen, ob die linke Seite von Gl. (40) verschwindet oder wenigstens als totales 
Differential geschrieben werden kann. Damit wird die Funktion d2 (9, .. -,f) 
bestimmt. Ist insbesondere 92 = 0 und ddt = ddt = 0, so gilt dL = 0, d.h. die 
LAGRANGE-Funktion ist dann selbst invariant gegenüber der Transformation. 

Ist die Bedingung (40) erfüllt, so folgt bei Berücksichtigung der N 
gleichungen (12) und (14), daß die totale ee 


DE ATEU = % 4) 01410] = 0 


verschwindet, d. h., die Größe 
öl. 
3, 4) dt +89 = an (41) 


ist vermöge der Bewegung konstant (Integral der Bewegung). Die (kontinuier- 
liche) Symmetriegruppe hat einen Erhaltungssatz zur Folge (E. NOETHER). Die 
durch bestimmte Symmetrien gegebenen physikalischen Größen (41) kann man 
zur Definition der Observablen verwenden. 


b) Beispiele 
1. Translation in der Zeit (Emnergieerhaltung): Ein mechanisches System ist 
invariant gegen eine infinitesimale Translation der Zeit 


de = const, dg, = 0, d92 = 0,3) (42) 


1) Weil bei einer infinitesimalen Transformation d£2 bereits differentiell ist, müssen im 
Argument in erster Ordnung die Veränderungen ög, und dt weggelassen werden. 

2) 92 = 0 bedeutet eine zusätzliche Einschränkung der durch die Symmetrietransfor- 
mation erlaubten LaGrangE-Funktionen. Für die Forminvarianz der Bewegungsglei- 
chungen ist eine solche Einschränkung jedoch nicht notwendig, z. B. ergibt sich für die 
Translationsinvarianz im Ortsraum [vgl Gl. (43)] mit 02 + 0, daß das Newronsche Be- 
wegungsgesetz gegen Translationen forminvariant ist, wenn eine ortsunabhängige, aber 
zeitabhängige Kraft $(t) wirkt. 
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wenn nach Gl. (40) 


OL 
(er 9 (42a) 
erfüllt ist. In diesem Fall liefert die Gl. (41) 
ÖL. 
8,5: —-L=B= oonst; (42b) 


es gilt Energieerhaltung, was bereits auch direkt in Gl. (15) gefunden wurde. 


2. Translation im Ortsraum (Impulserhaltung), z. B. für ein Teilchen längs der 
%g-Achse: 
da, = contt, u =; =0, dH=0, d2=0. (43) 


Bei dieser Invarianz muß nach Gl. (40) gelten 


Erd = (43a) 
Hieraus folgt nach Gl. (41) 
$ Dog pP; = const (43b) 


Of, 


(Impulserhaltung [vgl. auch Gl. (13)]). Eine (ortsabhängige) Kraft ist also der 
Ausdruck dafür, daß die Translationsinvarianz zerstört ist. 


3. Drehungen im Ortsraum (Drehimpulserhaltung), z. B. für ein Teilchen um 
die x,-Achse: 


d9, = const, day =d,=0, dbt=0, H2=I. (44) 

Die Invarianzbedingung lautet Rs 
— el, 44a 
Sie zieht die Erhaltung von =: = 
= =1,= const (44b) 


nach sich (Drehimpulserhaltung). Ein mechanisches Moment bedeutet eine 
Verletzung der Drehinvarianz. 


4. GALILEI-T’ransformation (Schwerpunkterhaltung), z. B. für ein Teilchen längs 
der z,-Achse: 


d, =, du =cont, un =, —=0, =, (45) 
Gl. (40) ergibt die Bedingungsgleichung 
öL öL dd2 
 E =) D,= — Ar: (45a) 


Als Erhaltungsgröße liefert Gl. (41) 
oL 
Er; dv, + 52 = const. (45b) 
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Fordert man neben der GALILEI-Invarianz noch zusätzlich Invarianz gegen 
Translationen im Ortsraum [Gl. (43a)], so verschwindet in Gl. (45a) der erste 
Term. Mit p, = ma, ergibt sich 09 = — MR dv,, und der Erhaltungssatz 
(45 b) nimmt die Form 


z Pr; + 2,(f) = const = x, (0) (45) 


an. Bei Erweiterung auf ein System mit mehreren Massenpunkten wird Gl. (45c) 
zum Schwerpunktsatz. 

In der relativistischen Mechanik führt die Translation im Raum-Zeit-Kontinuum (Zu- 
sammenfassung von 1. und 2.) zum Energie-Impuls-Vektor und die LoRENTZ-Transforma- 
tion als vierdimensionale Drehung (relativistische Erweiterung von 3. und 4.) zur Vereini- 
gung von Drehimpuls- und Schwerpunktsatz. 


Aufg. 5: Welche Bedingung müßte die LAGRANGE-Funktion eines Teilchens erfüllen, wenn 
sie invariant gegenüber einer Dehnung des Raumes sein sollte ? Wie lautet die 
zugehörige Erhaltungsgröße ? 


8 4. Die Hamiltonsche Formulierung der Mechanik 


a) Die Hamiltonschen Gleichungen 


Während in der LagrAngeschen Formulierung der Mechanik die Kennzeich- 
nung des Zustandes eines Systems durch (generalisierte) Lagekoordinaten und 
Geschwindigkeiten erfolgte, verwendet man in der HamıtTonschen Theorie 
(generalisierte) Lagekoordinaten und kanonische Impulse. Man definiert diese 
durch 
=] (46) 
Von den Funktionen 9, (9, -.., 91 ---,t) werde vorausgesetzt, daß die Deter- 


minante 
&L 


84,84, 


ist. In diesem Fall kann man nämlich die Gl. (46) nach den g, auflösen, 


det = det, +0 


u: = --» Pers). (47) 
Damit ist man imstande, den Übergang 
es > er Des 
zu den kanonisch konjugierten Variablen g,, 9, vorzunehmen. 


In den neuen Variablen ist es zweckmäßig, statt der LAGRANGE-Funktion die 
HaMmıLTon-Funktion zu benützen. Sie ist definiert durch 


H= v3 Pu — L (48) 
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und wird nach Gl. (47) eine Funktion der kanonischen Variablen, 
H= Hip -- +9). (49) 
Dieser Übergang ist im mathematischen Sinn eine LEGENDRE-Transformation. 


Um die Bewegungsgleichungen im HAmILTon-Formalismus zu gewinnen, bil- 
det man von Gl. (48) das totale Differential 


au = I. (pdi, + 0. dt 


und berücksichtigt die Definitionsgleichung (46) sowie die LAGRANGEschen Gilei- 
chungen (12), 


5 - ol 
dH = (dp; — 2,49) — (G),, &- (50) 
Andererseits ist das totale Differential von Gl. (49) 
°H oH oH 
ad =) (5 dp. + dg,) Ar Fi). di. (51) 


Durch Vergleich dieser beiden Formeln folgen die HamILTonschen Gleichungen 


(52) 
und 


2 öL : BER . . : 
Ist insbesondere (ir =(, so ist auch H explizit zeitunabhängig, und die 


totale zeitliche Veränderung von H ist Null, d.h. H(p,, ..., 1, --.) ist eine 
Konstante der Bewegung, 


H(p, --,9:-)=E (53) 
(Energiesatz). 


b) Die Hamilton-Jacobische Gleichung 


Die Differentialgleichungen (21) für die Wirkungsfunktion $ lauten — wenn 
wir den Index 1 weglassen — in der HamILToxschen Formulierung 


08 _,_ 38 
%, Po E72 


=—H (54) 
oder ineinander eingesetzt 


(55) 


(HAMILTON-JAcoBIsche Gleichung). 


1) Dies folgt unmittelbar aus Gl. (60) und (51), wenn man GI. (52,, 52,) einsetzt. 
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Ist Z explizit zeitunabhängig [Gl. (53)], so genügt die charakteristische Funk- 
tion W [Gln. (26) u. (27)] der Differentialgleichung 
oW 
H(p= 50.4) =B. (56) 
Ein Beispiel hierfür stellt Gl. (30) dar. 

Während wir in $2 die Wirkungsfunktion $ aus der bekannten Lösung des 
dynamischen Problems konstruierten!), kann man umgekehrt auf der HamıL- 
TON-JAcoBiIschen Gleichung eine Integrationstheorie aufbauen: Die HAMILTON- 
schen Gleichungen (52) sind die Charakteristiken der HAMILTON-JAcoBIschen 
partiellen Differentialgleichung. Da dies jedoch im Rahmen des vorliegenden 
Buches nicht interessiert, wollen wir hierauf nicht weiter eingehen. 


e) Definition der Poisson-Klammern 
Es seien irgend zwei physikalische Größen 
F=F( ---» Pr), G = (9 --- 3 Pi: --» 8) 


gegeben, die von den kanonischen Variablen und evtl. explizit von der Zeit ab- 
hängig sind. Dann definieren wir als PoIsson- Klammer zwischen diesen Größen 
den Ausdruck 


(57) 


Op, ög, 


i 


In der Theorie der kanonischen Transformationen kann man zeigen, daß die Po1ssox- 
Klammern zweier Größen F und @ unabhängig von den zugrunde liegenden kanonischen 
Variablen sind, 


{P, na — {P, Are: (58) 


Die Klammer {F, G} ist also eine Eigenschaft der Größen F und G allein. Hierauf beruht die 
fundamentale Bedeutung der Poısson-Klammern. 


Aus der Definition (57) folgt unmittelbar die Beziehung 


= -{G RM, (59) 
insbesondere ist also 
{F,F}=0. 
Ist c eine Konstante, so gilt 
{F,}=0. (60) 


1) Die Wirkungsfunktion $ läßt sich andererseits auch als Erzeugende einer kanonischen 
Transformation auffassen, die das dynamische Problem durch Gl. (55) auf Ruhe transfor- 
miert. 
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Für irgendeine Funktion ®=Ö(F,,F,,...), wobei F,= F,(P1 ---: 91 ---,t) 
ist, erhält man nach der Kettenregel der Differentiation 


{8,6} = % ar, ar, {F. (61) 
Insbesondere gilt also 


+» = {F,0} + {Fu 0} (62) 

und 
{nF,@} = {F,@} P, + M{P, 0). (63) 
Schließlich ist für irgend drei Funktionen F,, F,, F, stets die Poıssonsche Iden- 

tität 
{P {Fa Pal} + {F, {FF} + {F, {FF} = 0 (64) 

erfüllt. 
Ersetzt man in der Des (57) @ durch g, bzw. p,, so folgt 

of 


Rn Pr: (65) 
Für die kanonisch N, ER g, und p, gilt daher 
Gt rt {ar = di |- (66) 


Diese Gleichungen scheinen zunächst eine triviale Folge der Definition (57) zu 
sein. Ihre fundamentale Bedeutung zeigt sich jedoch, wenn man ihre Invarianz 
gegen kanonische Transformationen bedenkt [Gl. (58)]. 


d) Die Bewegungsgleichungen in Poisson-Klammern 


Für eine beliebige mechanische Größe 


PER... Doeeszil) 


erhalten wir die totale zeitliche Veränderung 


tt. (en 


im Poısson-Klammer-Formalismus, wenn wir in 
oH öF OF öH 
H = I) I m — [— — 
{ ; E) 2 67 ög; °p; 2) 
die HamıtLTonschen Gleichungen (52) berücksichtigen, 
. or or. 
an=-D (a +59) (68) 


und in Gl. (67) einsetzen, 


-a,n4+(&), |. 069) 
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Setzt man F = g, bzw. p,, so ergeben sich die HamıtTonschen Gleichungen in 
Poısson-Klammern 


G; = {A, 4;}; P; = {A, 2} . (70) 


e) Erhaltungsgrößen 
Eine Größe F heißt Erhaltungsgröße, wenn 


dF 
E=0={H,R+ 5). (71) 


erfüllt ist. F ist dann vermöge der Bewegung zeitlich konstant. 


Sind F, und F, Erhaltungsgrößen, so gilt dies auch für die Poısssox-Klammer 
{F,, F3} (Aufg. 9). 
Aufg. 6: Man führe die Hamıtronsche Theorie für ein Teilchen in einem Potential V(r) 
durch. 
Aufg. 7: Für den Drehimpuls | = rxp berechne man die Poıssox-Klammern 
{h, Th {l; Dı) {hi lu}; 
{I r2}, {I p?), {li 12} . 
Aufg. 8: Was ergibt Gl. (69) für die zeitliche Veränderung des Drehimpulses eines Teilchen 
im Potential F (r) ? 


Aufg. 9: F}und F, seien Erhaltungsgrößen. Man zeige, daß dann auch {F,, F,} Erhaltungs- 
größe ist. 


$ 5. Die Bewegung eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen Feld 
a) Das elektromagnetische Feld 

Die Feldstärken E(r,t) und (tr, t) des elektromagnetischen Feldes sind in 

einem vorgegebenen Inertialsystem definiert durch die Kraft (LoRENTz) 
v 
8=g(E+x8), (73) 
die auf eine Probeladung g der Geschwindigkeit v ausgeübt wird (GAusssches 
Maßsystem). 


Die Relationen der Feldstärken untereinander sowie ihr Zusammenhang mit 
der felderzeugenden Ladungsverteilung e(t, !) und Stromverteilung i(t, £) 
werden durch die MAxweLuschen Gleichungen (im Vakuum) beschrieben, 


te+ ti =, div®B=0, . 
: (73) 
dv& = 4ro, N J 
= c & c 
Setzt man 
1 04 
E= - 5%  gradg9, B=rot, (74) 
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so ist derin der ersten Zeile von Gl. (73) stehende Teil der MaxweLtschen Glei- 
chungen auf Grund der Rechenregeln der Vektoranalysis von selbst erfüllt. 


Die elektromagnetischen Potentiale A(t, t) und p(t, t) sind durch die Gleichun- 
gen (74) nicht eindeutig definiert: Die durch eine Eichtransformation 
A>-W = A— gradu, 
1 84 


rot (75) 


[% (t, £) ist eine beliebige Raum-Zeit-Funktion] entstehenden Potentiale WA’ und 
o' erfüllen nämlich ebenfalls die Gl. (74). Man kann diese Willkür dazu verwen- 
den, um den elektromagnetischen Potentialen — die im Gegensatz zu den Fel- 
dern & und B keine unmittelbare physikalische Bedeutung besitzen — spezielle 
Nebenbedingungen (,‚Eichungen‘“) aufzuerlegen, z. B. die sogenannte LORENTZ- 
Konvention 


L 
iv lo (76) 
oder die ‚‚transversale‘‘ Eichung!) 
diva’=0. (77) 


Setzt man die Gl. (74) in die zweite Zeile der MaxweLLschen Gleichungen (73) 
ein, so erhält man inhomogene Differentialgleichungen, welche die elektromagne- 
tischen Potentiale mit den felderzeugenden Ladungen und Strömen verknüpfen. 
Die Gestalt dieser Gleichungen hängt von der zugrunde gelegten Eichung ab. 


b) Die Lagrange-Funktion eines Teilchens im elektromagnetischen Feld 


Das Newronsche Grundgesetz für die Bewegung eines geladenen Teilchens in 
einem elektromagnetischen Feld lautet nach Gl. (72) 


z mu) = g(E+* x8). (78) 


Wir wollen diese Gleichung in die LasrAangzsche Form bringen und daraus die 
zugehörige LAGRANGE-Funktion bestimmen. Dazu führen wir die elektromagne- 


tischen Potentiale ein 
d 1 84 vd 


und schreiben den letzten Term um?) 
d 1 v v 
z(mV)=q (- grade <- er — (> grad) A + grad GG %)) : 
Wegen 
= (vb grad) A+ = 


1) Für eine ebene Welle A”(t, i) = 47 eittt-wt gilt dann nämlich div 7 = ifV’= 0, 
d.h. V7 steht senkrecht zur Ausbreitungsrichtung f. 
2) Es gilt vx(V7xA = V(vA) — (vd V) A, weilv unabhängig von t ist. 
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nimmt die Bewegungsgleichung die Gestalt 

d v 

(mo + a) =grd(-apP +02 9) (79) 


an. Durch Vergleich mit der LagRAngEschen Gleichung (12) finden wir, daß die 
LAGRANGE-Funktion L (t, t, i) den Differentialgleichungen 


7) A v 
lt). (80) 
Or 2 = q 
BE =m +74; (81) 


i 


genügen muß. Aus Gl. (80) folgt 
L=—-gp+g9A+ fl). 
Durch Differentiation nach x, und Vergleich mit Gl. (81) erhalten wir 


Of. 
di, =Mm%;- 


Nehmen wir die Masse geschwindigkeitsunabhängig an (nichtrelativistische 
Näherung), so ergibt sich 
r — u v2, 
2 
Die LAGRAngE-Funktion für die nichtrelativistische Bewegung eines geladenen 
Teilchens in einem vorgegebenen elektromagnetischen Feld lautet also 


Uvv,)=-$ 084g (- Art — pl, n)) . (82) 


e) Die Hamilton-Funktion eines Teilchens im elektromagnetischen Feld 


Differenzieren wir die LAGRANGE-Funktion nach der Geschwindigkeit, so er- 
halten wir als kanonischen Impuls 


Er setzt sich aus dem mechanischen Impuls mv und dem ‚‚elektromagnetischen 


Impuls“ Z A zusammen. 


Aus der Definitionsgleichung (48) folgt damit die HAmıLTon-Funktion eines 
Teilchens im elektromagnetischen Feld 


Hd TUN) + art). (84) 


— 2m 


Die HamıtrTonschen Gleichungen führen natürlich wieder auf die Bewegungs- 
gleichung (78) zurück. 
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d) Das magnetische Moment 


Liegt insbesondere ein homogenes, statisches Magnetfeld ®, vor, so läßt sich 
dieses durch das Vektorpotential 


A) = — Lex) (8 = const) (85) 


darstellen. Man verifiziert nämlich nach den elementaren Regeln der Vektor- 
rechnung, daß die Rotation dieses Ausdruckes in der Tat ®, ist. Außerdem ist 
A dann divergenzfrei. — Durch Einsetzen dieses Vektorpotentials in die HAMIL- 
Ton-Funktion (84) erhalten wir den magnetischen Beitrag 


2 
Hm = — 355 BolexP) + 7 Hex Bo. (86) 


Setzen wir im ersten Term für rxp den Bahndrehimpuls | (gebildet mit dem 
kanonischen Impuls p) ein, und berücksichtigen wir im zweiten Term die 
Vektoridentität 


x B) = — (tx (eXB)) Bo: 
so erhalten wir 


H, = — 2018 — m (EX EX B)) %o- en 


Weil die Energie eines permanenten magnetischen Dipols m in einem äußeren 
Feld 8, gerade -m®, ist, führt der erste Term von Gl. (87) auf ein permanentes 
magnetisches Bahnmoment proportional zum Bahndrehimpuls des Teilchens 


mel (88) 


In diesem magnetomechanischen Parallelismus kommt die Amr&resche Deu- 
tung des Magnetismus durch Elementarströme zum Ausdruck: Die den Kern 
umlaufenden Elektronen stellen einen Kreisstrom dar, der ein magnetisches 
Moment besitzt. Das permanente Moment m, ist, gemeinsam mit jenem des 
Spins (4.3 $ 5), die Ursache des Paramagnetismus. 


Während das magnetische Moment (88) nicht vom angelegten Magnetfeld 
abhängig ist, gibt der zweite Term von Gl. (87) zu einem induzierten magnetischen 
Moment m;na Anlaß, das also durch das angelegte Feld ®, erst erzeugt wird. Weil 


die Energie eines induzierten Momentes — > Mina ®, beträgt, erhalten wir 


mad) = iz (ix (ex Bo) |. (89) 


Dieses magnetische Moment führt zum Diamagnetismus. 


1) Für Elektronen ist gg; = —e (e = positive Elementarladung), d. h., m; ist antiparallel 
zu [ gerichtet. 
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Mit den so definierten magnetischen Momenten eines geladenen Teilchens 
lautet der magnetische Anteil der HamıLTon-Funktion 


1 
Hn nen m;®, ee ey Mind ®o- (90) 
Für das gesamte magnetische Bahnmoment ergibt sich 


mm + Mg = gu zt% (+ 3,:x%) 


4 ıx(e-20) 


2mc 


it 
=, rxDd. 
Es ist proportional zu dem mit der Geschwindgkeit v gebildeten Drehimpuls (ex m). 


Aufg. 10: Man berechne die Poısson-Klammern zwischen den Geschwindigkeitskomponen- 
ten eines Teilchens im elektromagnetischen Feld. 


Aufg.11: Warum ist die Bahn eines Teilchens in einem magnetostatischen Feld nicht 
senkrecht auf den W-Flächen ? 


X Drittes Kapitel 
Das Schrödingersche Materiefeld 


$& 1. Die Bedeutung der Feldgleichungen der Materie 


Zur Beschreibung der in den Interferenzerscheinungen sich zeigenden Wellen- 
eigenschaft der Materieist es nötig, ‚‚klassische‘‘Feldgleichungen abzuleiten, die das . 
Materiefeld in ähnlicher Weise erfassen wie die MaxwELuschen Gleichungen das 
elektromagnetische Feld. Es werden also z. B. Elektronen, Protonen, Neutronen 
usw. nicht als punktförmige Teilchen interpretiert, sondern als Felder. Die Stärke 
der Felder wird durch Feldamplituden y,(t, t) beschrieben, deren Abhängigkeit 
von Raum und Zeit durch die Feldgleichungen bestimmt wird. Elektronen, Pro- 
tonen, Neutronen usw. sind also im klassischen Wellen- oder Feldbild der Materie 
nach Maßgabe der Feldamplitude als ‚Materiewolke‘‘ mehr oder weniger über den 
ganzen Raum verschmiert. 


An dieser Stelle tritt eine gewisse sprachliche Schwierigkeit auf: Elektronen, Protonen, 
Neutronen, Photonen und alle anderen mikroskopischen Erscheinungsformen von Materie 
oder Energie werden zusammenfassend als Elementar,,teilchen“ bezeichnet. Dieses Wort ist 
aus dem Teilchenbild genommen und eigentlich wenig geeignet, der Dualität der Materie 
Rechnung zu tragen. Es wäre daher an sich zweckmäßiger, einen übergeordneten Sammel- 
begriff einzuführen, etwa ‚‚Elementarmaterie‘‘, die sich im Teilchenbild als ‚Elementar- 
teilchen‘‘ und im Wellenbild als ‚‚Elementarfeld‘‘ manifestiert. Die Quantentheorie wäre 
damit eine Beschreibung der Elementarmaterie, die je nach den Versuchsbedingungen ent- 


4 Fick, Quantentheorie 
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weder als Elementarteilchen oder als Elementarfeld erscheint. Da sich jedoch eine solche 
sprachliche Unterscheidung nicht eingebürgert hat, wollen wir im folgenden das Wort 
„Elementarteilchen‘“ als übergeordneten Sammelbegriff im Sinn von ‚‚Elementarmaterie‘“‘ 
gebrauchen und das Suffix „‚teilchen‘‘ nicht als einen Hinweis auf das Teilchenbild auffassen. 


Die verschiedenen Elementarteilchen unterscheiden sich z. B. in ihrer Masse 
und Ladung, also durch Größen, die im Teilchenbild eine verschiedene Bewegung 
vermöge der Gesetze der Mechanik liefern. Da diese dynamischen Eigenschaften 
auch in der dualen Beschreibung durch ein Materiefeld in gewisser Weise ent- 
halten sein müssen, ist es notwendig, sich bei der Aufstellung der Materiefeld- 
gleichungen von Prinzipien leiten zu lassen, die einen engen Kontakt mit der 
Mechanik gewährleisten. Für hochenergetische Teilchen ist es dabei nötig, einen 
Zusammenhang mit der relativistischen Mechanik herzustellen, wie es überhaupt 
eine wesentliche Forderung für die Allgemeingültigkeit einer Feldgleichung ist, 
daß sie der relativistischen Struktur von Raum und Zeit Rechnung trägt, d.h. 
relativistisch invariant ist. Die Feldgleichungen müssen also im vierdimensiona- 
len Vektor- (bzw. Spinor-)kalkül formuliert werden. Das elektromagnetische 
Feld, dessen relativistische Invarianz gerade zur Erkennung der richtigen 
Raum-Zeit-Struktur führte, hat wegen des Verschwindens von Ruhmasse 
und Ladung die Eigenheit, daß die Mechanik der Photonen stark degeneriert 
ist. 


Außer durch Masse und Ladung unterscheiden sich die verschiedenen Ele- 
mentarteilchen noch durch andere ‚‚innere‘‘ Eigenschaften (z. B. den Spin), die im 
Rahmen der Punktmechanik keinen oder kaum einen Platz haben. Im Rahmen 
einer feldtheoretischen Beschreibung bedeuten diese Eigenschaften aber nichts 
anderes als ein bestimmtes Transformationsverhalten der Feldkomponenten 
y,(t, t), etwa bei Raumdrehungen. Die MAxweLLsche Theorie liefert uns hierfür 
ein bekanntes Beispiel: Die Polarisation des Lichtes — oder, was dasselbe be- 
deutet, der Spin der Photonen — ist bedingt durch den Vektorcharakter der 
Feldstärken. 


Um die einfachsten und zugleich aber wichtigsten Feldeigenschaften der Ma- 
terie kennenzulernen, wollen wir in diesem Buch aufrelativistische Formulierun- 
gen verzichten und zunächst auch den Spin unberücksichtigt lassen [auf ihn 
kommen wir in 1.78 4bu. 4.3 $ 4 zu sprechen]. Wir legen uns also die Frage vor, 
wie die Gleichung der Feldamplitude von Materiewellen lautet, denen im Parti- 
kelbild Teilchen entsprechen, welche sich in einem vorgegebenen Potential nach 
der Newroxschen Mechanik bewegen. Die Gleichung, die wir damit erhalten 
werden, ist die SCHRÖDINGERsche Materiefeldgleichung. Sie beschreibt die raun- 
zeitliche Verteilung eines nichtrelativistischen Materiefeldes ohne Spin in ähn- 
licher Weise wie die MaxwEuLuschen Gleichungen die raum-zeitliche Verteilung 
des elektromagnetischen Feldes wiedergeben. Die SCHRÖDINGERSsche Materie- 
feldgleichung hat also mit der Quanientheorie ebensowenig zu tun wie die MAXWELL- 
schen Gleichungen. 
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Es sei an dieser Stelle schließlich noch einmal ausdrücklich betont, daß eine . 
klassische Feldtheorie der Elementarteilchen für sich allein noch keine befriedi- 
gende Beschreibung des Verhaltens des Mikrokosmos liefert. Mit ihrer Hilfe ist es 
nur möglich, die Welleneigenschaften der Materie zu beschreiben, aber nicht die 
Partikeleigenschaften; z. B. stellt die MAxwEuısche Elektrodynamik eben nur 
eine befriedigende Theorie für alle elektromagnetischen Wellenvorgänge dar, 
aber sie ist nicht imstande, den Photoeffekt zu erklären. Entsprechendes gilt 
für alle Feldtheorien der Materie. Erst mit Hilfe der Quantentheorie (Kap. 4.5 u. 
4.6) wird es möglich, das Problem der Dualität zwischen Welle und Korpuskel zu 
bewältigen. 


8 2. Nichtrelativistische, kräftefreie Materiewellen 


Als Vorbereitung für die Herleitung der ScHhröpingerschen Feldgleichung 
werde zunächst als einfachstes Beispiel für das Problem der Dualität von 
Welle und Korpuskel die Bewegung eines (nichtrelativistischen) Elektrons be- 
trachtet, das keinen äußeren Einflüssen unterliegt. In der Korpuskelvorstellung 
wird dieser Vorgang durch die Bewegung eines kräftefreien Teilchens darge- 
stellt, das sich nach den Gesetzen der klassischen Mechanik mit konstanter Ge- 
schwindigkeit vr im Raum fortbewegt. Im Wellenbild wird man zunächst 
daran denken, diesen Vorgang durch eine ebene Welle 


een ) 


mit einer Frequenz » und einem Ausbreitungsvektor £ (|f| = 2r/A) zu beschrei- 
ben, die sich in Richtung der Elektronenbewegung geradlinig ausbreitet, also 
t || v7. 


Es ist aber kaum zu erwarten, daß eine unendlich ausgedehnte, homogene 
ebene Welle eine Beschreibung ist, die der im Teilchenbild gegebenen punktför- 
migen Lokalisierung des Elektrons adäquat ist. 
Man wird vielmehr versucht sein, im Wellenbild 
das Elektron durch ein auf ein endliches Raum- 
gebiet lokalisiertes Wellenpaket (Fig. 11) zu be- 
schreiben. 


Ein solches Wellenpaket kann man durch Super- Fig. 11. Ein Wellenpaket 
position ebener Wellen (1), die sich in den Am- 
plituden und Frequenzen unterscheiden, aufbauen. Betrachten wir der Einfach- 
heit halber das Problem eindimensional, so bedeutet dies 


ve, t) = Y A(k‘) eilk’z- or’)t] ak. ) 


Die spezielle Struktur der räumlichen Verteilung des Wellenpaketes wird durch 
die spezielle Wahl der Funktion A (k’) bestimmt. Ist die Amplitudenverteilung 
A(k’) nur in einer kleinen Umgebung einer mittleren Wellenzahl k wesentlich 


4* 
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von Null verschieden (Fig. 12), so.gibt nur diese Umgebung einen wesentlichen 
Beitrag zum Integral. Man kann dann auch die Frequenzverteilung &(k’) durch 
die Entwicklung 


Alk!) 
o(k) = @(k) + SE (k — h) 
x ersetzen. In der Variablen k = k’ — k schreibt sich da- 
k her das Wellenpaket 
Fig. 12. Amplituden- | = 
verteilung A (k’)umeine ee "Tr | gE. eilfr-um)t 
mittlere Wellenzahl & en S en (3) 
—= Ag, t) eilkx—w(k)t] 
Dieses Paket besteht aus einer Trägerwelle 
ellkz ut) 
die sich mit der Phasengeschwindigkeit 
" Be 
Lu E (4) 


ausbreitet. Die Trägerwelle wird durch die Funktion A (x, t), welche die räum- 
liche Lokalisierung des Wellenpaketes angibt, moduliert. Diese Einhüllende 
bewegt sich nach Gl. (3) mit der Gruppengeschwindigkeit 
d 
4-5 (5) 
fort. 


Auf Grund dieser Eigenschaft ist es naheliegend, die Gruppengeschwindigkeit 
vader Materiewelle mit der Teilchengeschwindigkeit v7 zu identifizieren (Fig. 13). 
Win) =consf Andererseits erhebt sich die Frage, welche 

1 Geschwindigkeit im Partikelbild der 

i Phasengeschwindigkeit der Welle zuzu- 
N ordnen ist. Dazu erinnern wir uns, daß 
fi nach 1.2 $2 die Ausbreitung der Wir- 


2 kungsflächen S(t, fi) = const mit einer 

24 I — „’, Geschwindigkeit v; = - erfolgt. Da diese 
Geschwindigkeit offenbar eine Bedeutun 

> 8 8 


Veh hat, die große Ähnlichkeit mit jener der 
Fig. 13. Zum Zusammenhang zwischen Phasengeschwindigkeit besitzt, ist es 
Teilchen- und Wellenbild naheliegend, vp;, mit vs zu identifizieren, 


(6) 
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Setzen wir die aus der Wellentheorie und der Mechanik des freien Teilchens be- 
kannten Größen ein, so erhalten wir 


ao _» 
dk m’ n 
m, Dr “= 
k " 2m’ 


Eliminiert man hieraus z ‚so ergibt sich für » (k) eine Differentialgleichung mit 


der Lösung = C'k2. Die Integrationskonstante wollen wir € = 1/2 nennen. 
Damit ist die Dispersion der kräftefreien Materiewelle gegeben durch 


la-&] (8) 
er 
Die Größe u ist eine die verschiedenen Materiewellen charakterisierende Kon- 


stante. Da sie die Dispersion der Wellen bestimmt, ist sie eine rein im Wellen- 
bild interpretierbare Größe. 


Zwischen den Teilcheneigenschaften p bzw. m E und den Welleneigen- 


schaften k bzw. w liefern die Gl. (7) und (8) die Relationen 


p=7k und B=70, (9) 


also gerade die pe BRogLIEschen Beziehungen 


[p =» und Eh], (10) 


Zah (11) 


wenn man 


setzt. Diese Gleichung gibt den Zusammenhang zwischen der Masse m als Teil- 
cheneigenschaft und der Dispersionskonstanten # als Welleneigenschaft. Das 
Wirkungsquantum f ist die die beiden dualen Beschreibungen der Natur ver- 
bindende Größe. Im reinen Wellenbild hingegen hat % ebensowenig einen Sinn 
wie im reinen Teilchenbild. Das Auftreten von hi bedeutet stets, daß man Teilchen- 
begriffe mit Wellenbegriffen korreliert. 


Die vorstehenden Überlegungen zeigen, daß die Dispersionsbeziehung (8) der 
‚Materiewellen die zum Energiesatz der Teilchen duale Relation ist. 


Die durch Interferenzversuche gegebene experimentelle Bestätigung der 
DE BRoGLIE-Beziehungen bedeutet, daß das zu ihrer Ableitung benützte Konzept 
(6) geeignet ist, als Leitschnur für die Herleitung der ScuröpıngeErschen Feld- 
gleichung zu dienen. 
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& 3. Das Konzept zur Herleitung der Schrödingerschen Materiefeldgleichung 


Zur Herleitung der Differentialgleichung für die Amplitude y(t, £) des Materie- 
feldes, der ScHRöDIngERschen Feldgleichung, sind die folgenden Argumente 
maßgebend: 


1. Die Interferenzerscheinungen, die durch das Materiefeld beschrieben wer- 
den sollen, machen es notwendig, daß für die Feldfunktion y (t, £) das Superposi- 
tionsprinzip gilt, d. h., daß mity, und y,auchy, + y, eine Lösung der Feldglei- 
chung ist. Es muß daher die Feldgleichung linear sein. Wenn man außerdem 
verlangt, daß das Materiefeld keine Quellen oder Senken besitzen soll, so muß 
die Feldgleichung auch noch homogen sein), also von dem Typ 


3 7 
[«« I te 


12 
o2 = 32 ö2 =) 

+ 2 Ct, er + 2 Colt, I) + OSgolt, 3 +.Jyve,)=0, 
mit Koeffizienten a,b, c,..., die Funktionen der räumlichen Koordinaten x, 


und der Zeit t sein können und die es im folgenden zu bestimmen gilt. Eine wei- 
tere Forderung an die Feldgleichung ist — wie immer in der theoretischen Phy- 
sik —, daß sie, im Rahmen der gegebenen Notwendigkeiten, möglichst einfach 
sein soll. Wir wollen daher versuchen, höhere raum-zeitliche Differentiationen, 
die in Gl. (12) durch ‚,...‘‘ angedeutet sind, zu vermeiden. 

2. Aus der Optik ist bekannt, daß man von der Wellennatur des Lichtes ab- 
sehen kann, wenn die relativen Amplitudenveränderungen einer (nahezu ebenen) 
Welle auf der Strecke A klein gegen eins sind. 


Macht man zur Lösung der Wellengleichung der Optik 


n? 82u 
Au ar (a) 


(n = Brechungsindex) den Ansatz 
u(t,t) = A (rt) ellet-koru], (b) 
so erhält man für die reellen Größen A und F die komplexe Gleichung 


AA — 2ik,grad A grad F — ik,AAF — MA(grad F}? + n2k2A = 0. 


Zerlegt man diese nach Real- und Imaginärteil, so resultieren die beiden Relationen 


AA RE 
ma aman) +n=0 
und 
"2gradAgradF + AAF=0. (e) 


1) Die Gleichung div D = 4r.o der Elektrostatik ist inhomogen: Die Raumladungen sind 
die Quellen und Senken des ®-Feldes. 
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Sind die relativen Änderungen der Amplitude A auf der StreckeA, = 2r/k, klein gegen eins, 
AA/A< k}, so wird aus der ersten Beziehung 

(grad F)? x n? (d) 
eine Differentialgleichung für das ‚‚Eikonal‘‘ F(r). Die Flächen F = const sind nach dem 
Ansatz (b) Flächen konstanter Phase von u. Die Normale dieser Wellenflächen, gegeben 
durch grad F, bilden die Strahlrichtungen der geometrischen Optik. 

Zwischen geometrischer Optik und klassischer Mechanik besteht eine enge Analogie, da 
beide aus einem Variationsprinzip hergeleitet werden können: Dem Fermatprinzip 
ö/nds = 0 steht das Wirkungsprinzip ö [ L dt = 0 gegenüber. Die Eikonalgleichung (d) 
entspricht der Gl. (1.2-30) für die charakteristische Funktion W(r) in der Mechanik. 


Auch bei Materiewellen werden für genügend kleine Wellenlängen die spezifi- 
schen Welleneigenschaften immer mehr verlorengehen. Wir wollen daher die 
Feldgleichung so einrichten, daß die in dieser Grenze vorhandenen Eigenschaften 
gerade das Partikelbild, d. h. das Verhalten gemäß der klassischen Mechanik, 
widerspiegeln. Dazu zerlegen wir das Materiefeld nach Betrag und Phase 

v(t,t) = Alt, t) ee) (A, G reell) (13) 
und verlangen — in Fortführung der für ebene Wellen gezeigten Übereinstim- 
mung von Phasengeschwindigkeit und Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wir- 
kungsflächen —, daß die Phase @(r, t) von Materiewellen genügend kleiner 
Wellenlänge die HAMILToN-JAacoBische Gleichung 


z + H(v,p = grad S, t) = 0 (14) 


erfüllt. Da G@ dimensionslos ist und $ die Dimension einer Wirkung hat, ist es 
naheliegend, das Wellenbild mit dem Teilchenbild durch 


AG) & S(tt) (für kleine Wellenlängen?)) (15) 


zu verknüpfen. Das Verfahren ist also jetzt gerade umgekehrt zu jenem der 
Herleitung der geometrischen Optik: Die unbekannte Feldgleichung für y(t, t) 
wird durch die Forderung bestimmt, daß die ‚‚Eikonalgleichung‘‘ des Materiefeldes 
mit der HAMILTON-JacopIschen Gleichung übereinstimmt. 


3. Zur vollständigen Ermittlung der Feldgleichung ist es nötig, über die 


(reelle) Amplitude A (t, t) in zweckmäßiger Weise zu verfügen. Zunächst ist es 
naheliegend, das Amplitudenquadrat 


4°= y*y = const - o(t, f) (16) 
als Dichte og der Materieverteilung in einem Raum-Zeit-Punkt zu deuten. Da 
das Materiefeld keine Quellen oder Senken haben soll, ist zu fordern, daß eine 
Kontinuitätsgleichung 

2 +Hdivi=0 (17) 
erfüllt ist. 


1) Die genauere Bedingung, unter der diese Gleichsetzung erlaubt ist, wird sich aus den 
weiteren Rechnungen ergeben [Gl. (30)]. 
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Um auch im Teilchenbild eine entsprechende Materieverteilung zu gewinnen, 
betrachten wir dieGesamtheit aller mechanischen Bahnen, die von einem festen 
Punkt P® ausgehen (1.2 $ 2) und berechnen die Geschwindigkeit, die ein Teilchen 
an einer Stelle r zur Zeit i besitzt, 

br = (6, P9). (18) 


Damit haben wir ein Geschwindigkeitsfeld vor uns, das sich dadurch realisieren 
läßt, daß man eine Vielzahl unabhängiger Teilchen gleicher Masse betrachtet, die 
alle derselben Kraft bzw. HAMILToONn-Funktion unterworfen sind, sich aber im 
Anfangspunkt P® durch verschiedene Anfangsgeschwindigkeiten v% unterschei- 
den. Die Dichte dieser Materieverteilyng o in einem bestimmten Raum-Zeit- 
Punkt muß der Kontinuitätsgleichung 
8 . 
& +dvey=0 (19) 
genügen, weil kein Massenpunkt entstehen oder verschwinden kann (Aufg. 12). 
Bei der Herleitung der Materiefeldgleichung wollen wir es wiederum so ein- 


richten, daß im Grenzfall kleiner Wellenlängen die wellenmechanische Konti- 
nuitätsgleichung (17) in die partikelmechanische Gleichung (19) übergeht. 


Aufg. 12: Man zeige, daß nach der klassischen Mechanik aus der Materieerhaltung 
d 
— e(& t) dx = 0 
af, 
in einem mit der Materie mitbewegten Volumen P (t) die Kontinuitätsgleichung 


(19) folgt. 


8 4. Das Materiefeld unter dem Einfluß eines Potentials 


Nach dem eben entwickelten Konzept möge nun die SCHRÖDINGERsche Feld- 
gleichung für eine Materiewelle, die unter dem Einfluß eines Potentials V (r) 
steht, hergeleitet werden. 


Die zugehörige HamILTon-JacopBısche Gleichung (14) für die Wirkungsfunk- 
tion S(t, it) des Teilchenbildes lautet 
088 1 88 \2 
-..—- 2 () +r0=0. (20) 
Die Kontinuitätsgleichung (19), die wir in der Form 


a +tpgrade +odv = 0 
schreiben, nimmt wegen 


die Gestalt 
DAS Ey 


öt m dx, Ox m Gx: 
k k k k k 


(21) 


an. 
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Andererseits zerlegen wir in der gesuchten Feldgleichung (12) das Feld nach 
Betrag und Phase [G]. (13)] und erhalten damit (nach Division durch %) 


184 ,,.&6 184... 
+ ale > +) + bu (3 ar! 
BA 2 84 30 3 ) 


(22) 
+ 2a (Fe dx, r A x, dm, +i dx, dx, Day Dan 


N 


Dabei sind bereits alle weiteren Glieder, die sich im folgenden als Null erweisen 
werden, nur durch ‚,...‘“ angedeutet. Zerlegt man die noch unbekannten, kom- 
plexen Koeffizienten a, b,, by, Cx,, ... inihre Real- und Imaginärteile, 


a=al+ia?,..., 


so ergibt die Aufspaltung der komplexen Gl. (22) in Real- und Imaginärteil die 
beiden reellen Gleichungen 


bh 8A _ 52.06 8A 06 
a ur Er 4)+z a Ihr 


(23) 
ı/1 8A 2) 2 2 84 86 —) nr: 
ale w.n 2% (4 = ee er 
und 
a 100, bi = 180 63 84 
= +2 (& dr, A +6 t74% 
(24) 


ı (2 34 80 >.) 2/1 @4 S) ._ 
rannte + ala EI 


die ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem für Betrag und Phase des Fel- 
des darstellen. 


Die Koeffizienten der Feldgleichung werden nun dadurch bestimmt, daß diese 
Gleichungen wenigstens für kleine Wellenlängen in die mechanischen Gleichun- 
gen (20) und (21) übergehen sollen, d. h. entsprechend Gl. (15) und (16) in 


8G h? 0@\2 
atm2 () trm=9, (ür kleine (29) 
hEA_ MS MAG, ne er (26) 
HU mi men ängen). 
Dieses Ziel wird erreicht, wenn man als Koeffizienten 
h? 
«=V, 4-0 5-0, = zn dur (27) 


=, 5-0, b=—h d=0 
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wählt und alle übrigen Koeffizienten (...) Null setzt. Die Feldgleichungen (23) 
und (24) nehmen damit die Gestalt 


0@ 2 TAA 
ha imla (grad 6] Em = 
RoA, M 2 


an. Wir sehen, daß Gl. (29) direkt mit Gl. (26) übereinstimmt, während sich 
Gl. (28) im 2. Term von Gl. (25) unterscheidet. Für 


A| < (grad 0)? (80) 


geht somit die Feldgleichung in die HAMILToON-JAcoBIsche Gleichung der Me- 
chanik über. Bei nahezu ebenen Wellen ist @(t, i) & fr — wt, so daß 


F <R (308) 


sein muß, also dieselbe Bedingung, die für die Gültigkeit der geometrischen 
Optik notwendig ist: Die relative Veränderung der Amplitude A muß auf der 
Strecke A = 2r/k klein gegen eins sein. Für die Wellenlänge A dieser nahezu 
ebenen Materiewellen liefert in dieser Näherung die Gl. (28) 


erh 
Any ze , 31 
Vem(io— V) (51) 


Setzen wir die Koeffizienten (27) in Gl. (12) ein, so erhalten wir 


RK) nr 


die Differentialgleichung für das komplexe Materiefeld y(x,t) unter dem Einfluß 
eines Potentials V (t), die SCHRÖDINGERSsche Feldgleichung. 


Aufg. 13: Welcher ‚Brechungsindex‘ ergibt sich für ebene Materiewellen, die von einem 
Gebiet mit V = V, in ein anderes Gebiet mit V = V, übergehen ? 


$& 5. Das Materiefeld unter dem Einfluß eines elektromagnetischen Feldes 


Die Bewegung eines geladenen Teilchens in einem vorgegebenen elektromagne- 
tischen Feld wird durch die HamıLTon-Funktion [Gl]. (1.2-84)] 


1 2 
Hp = 5,(P - LU H) + apke, N) (83) 
beschrieben. Die Hamıtron-JAcoBIsche Gleichung lautet daher 
88 1 2 
tan (gras Im) +gp9=0. (34) 


Wegen 
7=.(p-1W)=-(guis-ie) (35) 


[1.3 $ 5] 1.3. Das Scurönpıngersche Materiefeld 59 


nimmt die mechanische Kontinuitätsgleichung (19) jetzt die Gestalt 


8 1 R 
© +„(grads- I Mgrado+2(as-Lava)-0 (86) 
an. 


Zur Herleitung der SchröDıngeErschen Feldgleichung für ein geladenes Materie- 
feld im vorgegebenen elektromagnetischen Feld gehen wir wieder nach dem in 
$ 3entwickelten Konzept vor. Die Anpassung (bei kleinen Wellenlängen) an die 
mechanischen Gleichungen (34) und (36) führt jetzt auf die Feldgleichung 
Rh nn 
Lu zu 3, Ay — 2, Ugrady + (9 - 


mel 


div 1+574W@)y=0. (3) 


. 


Diese ne kann man in der etwas übersichtlicheren Form 


(38) 


schreiben, wenn man beim Ausmultiplizieren des mittleren Gliedes darauf ach- 
tet, daß Y auch auf W anzuwenden ist: 


alers A y= Ay - E(UWy- 2- Myvy+f A. (39) 


In 1.2 $ 5a sahen wir, daß die elektromagnetischen Potentiale X und op nur bis 
auf Eichtransformationen 
A>-W=A— grad u, 


-. 
a a 


(40) 


definiert sind. Führt man neben dieser Transformation der Potentiale eine 
„Phasentransformation‘‘ des SCHRÖDINGER-Feldes 


_ u 

yoyzye° (41) 
aus, so überzeugt man sich durch Einsetzen in Gl. (38), daß die SCHRÖDINGER- 
sche Feldgleichung gegenüber dieser kombinierten Phasen-Bich-Transformation 
invariant ist: Wenn Gl. (38) in den ungestrichenen Feldgrößen erfüllt ist, so gilt 
sie auch in den gestrichenen Größen. Auch die physikalischen Observablen des 
SCHRÖDINGER-Feldes (Kap. 1.4) sind gegen solche Transformationen invariant 
(vgl. Aufg. 14). 


Wie in $ 1 schon ausführlich dargelegt wurde, ist die SCHRÖDINGER-Gleichung 
als klassische Feldgleichung zu interpretieren, die die wellenförmige Ausbreitung 
z. B. von Elektronen wiedergibt. Es muß daher möglich sein, die Größe k — die 
in der Herleitung der Gleichung als Bindeglied zwischen Teilchen- und Wellen- 
bild hereinkommt [Gl. (15)] — wieder zu eliminieren, so daß in (38) nur mehr 
solche Größen auftreten, die rein im Wellenbild interpretierbar sind. Definiert 
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man in Fortführung von Gl. (11) durch 

Mm q 

Super  } 42 

[2 y ( ) 
zwei Konstanten u und y, so ist esin der Tat möglich, die SCHRÖDINGERSche 
Feldgleichung (38) in der Form 


14,0 1 
73 +, -2Wptrop=0 (43) 


zu schreiben, in der die Größen u und y ohne Bezug auf die punktmechanischen 
Begriffe Masse und Ladung als reine Eigenschaften des Feldes interpretiert 
werden können. Wie schon in $ 2 gezeigt wurde, bestimmt u die Dispersion der 
freien Materiewellen. Die jetzt noch hinzugekommene Größe y charakterisiert 
die Kopplung zwischen Materiefeld und elektromagnetischem Feld und ist z.B. 
aus der Ablenkung von Materiewellen im elektrischen Feld bestimmbar. — Der 
in Gl. (42) zum Ausdruck gebrachte Zusammenhang zwischen den Feldgrößen 
u, y und den Partikelgrößen m, q über das Wirkungsquantum % ist bereits eine 
Aussage der das Teilchen- und Wellenbild vereinenden Quantentheorie. 


$ 6. Übersetzungsschema für den Übergang vom Teilchen- zum Wellenbild 


Vergleicht man die SCHRÖDINGERschen Feldgleichungen (32) bzw. (38) mit 
den entsprechenden HAMILToN-JAcoBischen Gleichungen (20) bzw. (34) eines 
Teilchens, so sieht man, daß man den Übergang von der Newronschen Teilchen- 
mechanik zur SCHRÖDINGERschen Wellenmechanik erhält, wenn man die forma- 
len Ersetzungen 


u) 

ze 
i & (44) 
RR) 

a ae 7 


durchführt und den entstehenden Differentialoperator auf die Feldamplitude y 
anwendet, 


(45) 


So folgt z. B. aus H = — > p% + V (rt) der Differentialoperator 
k 


h? 8° 08 
Dun - dx, Om, +V/W, 

so daß Gl. (45) tatsächlich auf die SCHRÖDINGERsche Feldgleichung (32) führt. 
Entsprechend liefert die Ersetzung (44) in der HamıLrton-Funktion (33) die 
Materiefeldgleichung (38). 
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Viertes Kapitel 


Die Observablen des Schrödingerschen Materiefeldes 


Ebenso wie aus den Maxweuuschen Gleichungen Erhaltungssätze für Ener- 
giedichte und -strömung sowie Impulsdichte und -strömung des elektroma- 
gnetischen Feldes folgen, lassen sich auch aus der SCHRÖDInGERschen Feld- 
gleichung Erhaltungssätze ableiten, die zur Definition entsprechender Dichten 
und Ströme des Materiefeldes führen und damit das SCHRÖDINGER-Feld mit 
physikalischen Eigenschaften beleben.!) 


$ 1. Diehte und Strom des Materiefeldes 


Die ScHRÖDINGERsche Feldgleichung (1.3-32) bzw. (1.3- 38) besitzt gegenüber 
den MAaxweruschen Gleichungen die Eigenart, daß sie wöentlich komplex ist, 
d.h., da in ihr komplexe Koeffizienten auftreten, sind auch ihre Lösungen 
Y(t, t) komplexwertig.?) Die Feldfunktion (rt, t) ist also gar nicht unmittelbar 
meßbar, man muß vielmehr aus y in geeigneter Weise reelle Größen aufbauen, 
für die eine direkte physikalische Deutung möglich wird. 


Zerlegt man das Feld in Real- und Imaginärteil, y = y, + iy,, so stellt die SCHRÖDINGER- 
sche Feldgleichung (1.3+32) ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem 


h2 
ne _ De 
() 
Era Pr y9— Vy,=0 


für das ‚„‚zweikomponentige Feld“ a dar. 


Wie wir bereits aus der Herleitung der ScHRÖöDIngERschen Feldgleichung 
wissen, stellt die Kontinuitätsgleichung für die Materie einen Teil ihrer Aussage 
dar. Wir wollen diese jetzt noch in einer etwas anderen Form anschreiben. 
Dazu gehen wir von der SCHRÖDINGERschen Feldgleichung und ihrer konjugiert- 
komplexen Form aus, 


ER A? 
Temit Pp=b, (2) 
Rh Oy* 0 

--5- Mt +Vt=0, (2*) 


1) Im Gegensatz zu den elektromagnetischen Feldstärken, die unmittelbar durch die 
LoRENTZ-Kraft auf eine Probeladung definiert sind, existiert für die SCHRÖDINGERsche 
Materiefeldstärke y keine solche direkte physikalische Definition (vgl. auch Kap. 4.6). 

2) Die in der Elektrodynamik häufig verwendete komplexe Rechnung ist demgegenüber 
nur ein Rechentrick: Dort werden die reellen Feldfunktionen in eine komplexe FOURIER- 
Reihe entwickelt, da in ihr die Rechenoperationen leichter überschaubar sind als im Reellen. 
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multiplizieren die erste mit en %*, die zweite mit — + y und addieren beide: 


” Rh 
ui + 5m; P* Ay — yAyr)=0. (3) 


Der Term in Klammern läßt sich auch schreiben div(y* grad y — y grad y*), 
wodurch sich wieder die Kontinuitätsgleichung 


2 + divi= 0 (4) 


ergibt. Die Dichte o und die Stromdichte i des Materiefeldes sind damit gegeben 
durch 


e=Cy*y 
h 
i=C,,.; (9* gradyp — ygrad y*) 


wobei über die Konstante C noch in geeigneter Weise verfügt werden kann. 


Integriert man die Kontinuitätsgleichung über den gesamten Raum, so er- 
hält man unter Verwendung des GAUvssschen Satzes 


SS Sede+ didi=0. (6) 


Stellt man die Forderung, daß durch eine unendlich ferne Kugel kein Strom tritt, 
so verschwindet das Oberflächenintegral, und man erhält die Aussage, daß das 
Integral fi od?z, das ein Maß für die gesamte betrachtete Materiemenge ist, 
konstant bleibt (Erhaltung der Materie): 


| F: y*lt,t) y(t)d®r =N = const | (7) 


Der Wert N dieses Integrals wird durch die SCHRÖDINGERsche Feldgleichung 
nicht festgelegt, weil wegen der Homogenität der Gleichung mit y auch ay (a 
beliebige, komplexe Konstante) Lösung ist. Setzt man N willkürlich fest, so wird 
dadurch der Betrag von a bestimmt. Die Dimension von y ist mit jener von N 
korreliert, 

dim » = (dim N)"? (Länge) ®!?. (8) 


Wählt man N dimensionslos, so ergibt sich die Dimension von y zu (Länge) -*'?. 


Interpretiert man o als Massendichte, so ist f ed? = M die Gesamtmasse des 
betrachteten Materiefeldes, und man erhält für die Konstante C' die Beziehung 
M 


=: (9a) 
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Ist das Materiefeld insbesondere geladen, so kann man o auch als Dichte der 
elektrischen Ladungsverteilung auffassen, wenn man für C setzt 
_2 
wobeiQ = ji o d?x dann die Gesamtladung des Materiefeldes bedeutet. 
= 


Die durch die Wellengleichung nicht festgelegte Größe N beschreibt die 
„Gesamtintensität‘‘ des Materiefeldes. Man kann vermuten, daß diese Größe im 
Teilchenaspekt die Anzahl der Teilchen angibt, die in dem Feld „enthalten“ 
sind. Dies ergibt sich in der Tat, wenn man das Materiefeld quantisiert (vgl. 
Kap. 4.6). Machen wir von diesem quantenfeldtheoretischen Ergebnis schon 
jetzt Gebrauch, so können wir die Größen M/N bzw. Q/N als die Masse bzw. 
Ladung eines Teilchens interpretieren, 


M 
gm Gt (10) 


Für ein geladenes Materiefeld, das unter dem Einfluß eines elektromagneti- 
schen Feldes steht, liefert die ScHRÖDINGERsche Feldgleichung (1.3-38) bei ana- 
logem Vorgehen eine Kontinuitätsgleichung, aus der sich für Dichte und Strom 
die Ausdrücke 


Qc = Iy*Y 
= |v* (<- v-1W)y-yv+lnw] (11) 


PR ie * grad yy — ygrad Ey * 
2mi ® PERL m Av*y 


ergeben. 


Aufg. 14: Man beweise die Gleichungen (11) und zeige ihre Invarianz gegenüber der kom- 
binierten Phasen-Eich-Transformation. 


$ 2. Grenzbedingungen für das Materiefeld 


Die im vorangehenden Paragraphen angestellten Überlegungen führen unmit- . 
telbar zu den Grenz- oder Randbedingungen, die das Materiefelderfüllen muß: 
Es können nur solche Funktionen % (t, t) als physikalisch realisierbare Lösungen 
verwendet werden, die einerseits eindeutig sind und für die andererseits gemäß 
Gl. (7) das Raumintegral über |y|? existiert ; die Wellenfunktionen y(t, t) müssen 


oo 
quadratintegrabel sein. Da der radiale Anteil dieses Integrals f |y|? r? dr lautet, 
ö 


ist es zur Konvergenz an der oberen Grenze notwendig, daß y im Unendlichen 
verschwindet, und zwar muß |y| stärker als r ®/? Null werden. Das Verschwinden 
von y im Unendlichen garantiert auch, daß die im vorangehenden Abschnitt 
aufgestellte Forderung, wonach durch eine unendlich ferne Kugel kein Strom 
treten soll, erfüllt ist, weil dann nach Gl. (5) dort i verschwindet. 
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Bei Streuprozessen gibt es Partikularlösungen der SCHRÖDINGERschen Feld- 
gleichung (Kap. 1.5), die im Unendlichen nicht verschwinden und daher nicht 
quadratintegrabel sind. Solche Lösungen stellen eine Abstraktion von der physi- 
kalischen Realität dar. Bei einer das reale Verhalten beschreibenden Formulie- 
rung ist es nötig, der endlichen Länge der Wellenzüge Rechnung zu tragen 
und solche Linearkombinationen von Partikularlösungen zu betrachten, die 
ein Wellenpaket y(t, £) liefern, das im Unendlichen verschwindet. 


Zur rechnerischen Vereinfachung mancher Probleme ist es zweckmäßig, auch 

unstetige Veränderungen des Potentials V (rt) längs einer Fläche zuzulassen. 

Springt bei der Überschreitung einer solchen Unstetigkeitsfläche 

n % das Potential vom Wert V, auf den Wert V, (Fig. 14), so stellt 

dies eine sinnvolle Abstraktion für Probleme dar, bei denen der 

Anstieg des tatsächlichen Potentials auf einer Strecke erfolgt, 

die kleiner als die Materiewellenlänge ist. Wie sind im Falle eines 

solchen Potentialsprungs die Wellenfunktionen y, und y, auf den 

Fig. 14. Un- beiden Seiten der Unstetigkeitsfläche aneinanderzuschließen ? 

stetigkeits- Die Antwort hierauf liefert die Kontinuitätsgleichung, wenn 

fläche des man sie auf das Raumgebiet anwendet, das durch eine Hüllfläche 

Potentials 1m ein Stück der Unstetigkeitsfläche abgegrenzt wird (Fig. 14). 

Bekanntlich geht dabei die räumliche Divergenz divi in die 

Flächendivergenz Divi=n(i, — i,) (n = Flächennormale) über. Wenn man 
Flächenladungen ausschließt, folgt dann aus der Kontinuitätsgleichung 


[piri=o]. (12) 


Diese, die Stetigkeit der Normalkomponente des Stromes darstellende Glei- 
chung ist nach Gl. (5) sicher erfüllt, falls die Wellenfunktion y und ihre Ablei- 


tung Bu (in Richtung der Normalen der Unstetigkeitsfläche von V) stetig sind, 


a JE IC (13) 


Liegt — bei einem eindimensionalen Problem — längs einer kleinen 
Strecke (<A) ein sehr hoher Potentialwall vor, so kann man diesen Sachver- 
halt durch ein Potential der Gestalt 


Yea)=V,@)+V-5@— 3) (14) 


approximieren (Fig. 15). Dabei ist V,(x) ein stetig veränderliches Potential, 
dem durch den zweiten Summanden eine $-artige Singularität (Kap. 5.1) an der 
Stelle & überlagert ist. Die Konstante V beschreibt die Stärke des $-Zackens 
und hat die Dimension (Energiex Länge). Das Verhalten der Wellenfunktion 
rechts und links von der Unstetigkeitsstelle erhält man am einfachsten, wenn 
man die SCHRÖDINGERsche Feldgleichung über eine Strecke 1... 2 integriert, 
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die die en umfaßt, 


2 
T rufe de -& [Bar [Irina 


Wenn wir versuchen, mit stetigem y auszukommen, 
verschwindet bei immer kleiner werdendem Integra- 


tionsgebiet das erste Integral und vom letzten Inte- hie 
gral der Beitrag von V,. Dierestlichen Terme ergeben 
Äh? [617) Oy 2 Een ; a > 
-5 &).- (+7 fse-a y(a) de = 0 Z 
oder ER 2 5 
he ö ne 
Im (2), - -(& ),] =Vye). Fig. 15. d-artiges Potential 


Die Grenzbedingungen lauten somit 


(15) 


d. h., die Wellenfunktion ist stetig, aber siehat an der Stelle einen Knick nach 


Maßgabe von V. Diese Grenzbedingungen stellen ein sehr bequemes Mittel dar, 
um die Beeinflussung der Wellenfunktion durch dünne, aber sehr hohe Poten- 
tialschwellen einfach zu erfassen. Beispiele hierfür werden wir in den Aufg. 18 
bis 20 kennenlernen. 


$ 3. Energiedichte und Energieströmung des Materiefeldes 
Beim elektromagnetischen Feld haben die Ausdrücke 
v-(E+8), S=/(Ex®) (16) 


die Bedeutung von Energiedichte und Energieströmung. Um entsprechende 
Beziehungen für das SCHRÖDINGERSsche re „herzulaien; multiplizieren 


wir die Es Feldgleichung (2) mit ® Ir ‚ die konjugiert komplexe 
Gleichung (2*) mit © = ” und addieren die BER Gleichungen, 


n 


am 


(Au + ar) HE = 0. (17) 
Für den in Klammern stehenden Ei kann man ee 
i * () 
div & grady + u grad y*) = (grad y* grad y), 
so daß man eine Gleichung der Gestalt 
divs+ - _y (18) 


6 Fick, Quantentheorie 
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erhält, wenn man setzt 


u= = grad y* grady + Vy*y, 


(19) 


Wegen der Bedeutung von y*y als Dichte der Materie stellt der Term Vy*y 
die Dichte der potentiellen Energie des Materiefeldes dar. Man wird daher 


2 
u grad w* grad y als Dichte der kinetischen Energie und w als gesamte Energie- 


dichte interpretieren. Die Gl. (18) bedeutet die differentielle Energiebilanz des 
Materiefeldes, in der 3 als Dichte der Energieströmung aufzufassen ist. 


Integriert man Gl. (18) über denganzen Raum, so erhält man bei Verwendung 
‘des Gaussschen Satzes die Konstanz der Gesamtenergie W, 
aW _ 
de 
(Energieerhaltung).!) Mit Hilfe des GrEENschen Satzes?) läßt sich die Gesamt- 
energie des SCHRÖDINGER-Feldes auch schreiben 


 - [w[-Ha+rV Y]yae = -t [var]. 


Dabei wurde in der ersten Gleichung das Verschwinden von yyim Unendlichen 
benutzt, so daß das Oberflächenintegral im GrEEnschen Satz Null wird. Die 
zweite Gleichung folgt dann bei Heranziehung der SCHRÖDINGERschen Feld- 
gleichung. 


= — (wie = 0 (20) 


(21) 


$ 4. Schwerpunkt, Impuls und Drehimpuls des Materiefeldes 


Es ist naheliegend, den Schwerpunkt des Materiefeldes durch 
1 
R)=7 [erw t) wy(t, t) ddr (22) 


zu definieren. Die zeitliche ee dieses Vektors 
= -s/[& wy + y*r =) ddr 


!) Wesentliche Voraussetzung für die Gültigkeit dieser Gleichung ist, daß das Potential V 
zeitunabhängig gewählt wurde. Ist V = V(t, t), so ergibt sich wie in der Mechanik, daß die 
Änderung der Energie W durch 8V/öt bestimmt wird. 

2) Setzt man im GAaussschen Satz f divvp. dr = $ b.dffür den Vektor dv = u grad v, so 
ergibt sich 

[ grad ugradv die + [uAvd’r= Hugradvdf (GREEN). 
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wird durch die SCHRÖDINGERsche Feldgleichung bestimmt. Dazu multiplizieren 
wir Gl. (2) mit y*r, Gl. (2*) mit — yr und erhalten nach Addition 


R< gu J Wi Ay* — yrr Ay) die. (23) 
Dieses Integral läßt sich noch umformen, wenn man die Vektoridentität 
öy*r 8 
Im w DM Hyrgrdptyrräy (20) 


° 
beachtet. Thesen über den ganzen Raum, wird auf der linken Seite das Ober- 
flächenintegral $ y*r(grad y df) = 0, so daß nach Subtraktion der zu Gl. (24) 
konjugiert komplexen Gleichung aus Gl. (23) folgt 


en fi (y* grad y — y grad yı*) dx. (25) 
Berücksichtigt man weiterhin 
M (y* grady + y grad y*) d’r — ii grad (y*y) die = Hy*ydi=0, (26) 
so ergibt sich > 
R= „Ni Sv* grad y d’r. (27) 


Diese Gleichung legt es nahe, als a Impuls des Feldes zu definieren 


| LI) =— 2 f y* grad y «|, 1) (28) 


weil dann wie in der Mechanik die zeitliche Veränderung des Schwerpunktes durch 


den Feldimpuls gegeben ist, 
[vi = | (M = Nm). (29) 


Man kann sich nun die Frage vorlegen, wie sich der durch Gl. (28) definierte 
Impuls zeitlich verändert. Unter Benutzung der Schröpıngerschen Feldglei- 
chung erhält man (Aufg. 15) 


B = — [y*grdV -ydı=R (30) 


d.h., die Änderung des Gesamtfeldimpulses ist gegeben durch das Integral über die 
Kraftdichte. Nennen wir dieses Integral die gesamte von außen auf das Feld 
wirkende Kraft $, so haben wir völlige Analogie zum NewTonschen Gesetz der 
Mechanik erreicht. 


Durch die Definition des Impulses wird es nahegelegt, den Gesamtdrehimpuls 
des SCHRÖDINgERschen Materiefeldes durch 


[s- 2 [ v*rx grad y die | (31) 


1) Wegen Gl. (26) gilt B — P* = 0,d.h. P ist reell. 
B* 
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zu definieren. Er ist das Integral über eine Drehimpulsdichte. Die Größe & ist 
ebenso wie der Drehimpuls der Mechanik von der Wahl des Ursprungs von r 
abhängig. Mit Hilfe der ScHRönDIngErschen Feldgleichung läßt sich wieder 


zeigen, daß gilt 
| \ = — [y*(exgrad NY, (32) 


d.h., die zeitliche Veränderung des Drehimpulses ist durch das Integral über die 
Momentendichte gegeben (Drehimpulssatz). 


Die bisher mehr oder weniger ad hoc eingeführten Bezeichnungen der Obser- 
vablen des Feldes, wie Impuls, Energie, Drehimpuls und Schwerpunkt, lassen 
sich ebenso wie die entsprechenden Größen der Mechanik (1.2 8 3) aus dem Trans- 
formationsverhalten gegenüber Raum- und Zeittranslationen, Drehungen und 
GAuiLEI-Transformationen begründen. Eine detaillierte Darstellung dieses Sach- 
verhaltes geben wir in 1.7 $ 4. Erst diese gemeinsame Wurzel der Observablen des 
Teilchen- und Wellenbildes rechtfertigt die Verwendung gleicher Namen für Aus- 
drücke, die durch völlig verschiedene Realisierungen zustande kommen. 


Aufg. 15: Man beweise die GIn. (30) und (32) und zeige, daß der Felddrehimpuls % eine 
reelle Größe ist. 


Fünftes Kapitel 


Lösungen der Schrödingerschen Materiefeldgleichung 


$ 1. Superposition stationärer Lösungen 
Um Partikularlösungen der SCHRÖDINGERschen Feldgleichung 


U Rh? 
4-4 Vo)y=0 a) 


zu gewinnen, gehen wir mit dem Produktansatz 
vuh=ul) Tl) (2) 


in Gl. (1) ein und erhalten nach Division mit y 


-—-- 7 =—- >- — + Ve) = const. 


Da nach der ersten Gleichung eine reine Funktion der Zeit gleich einer reinen 
Funktion des Ortes sein soll, ist es notwendig, daß diese Ausdrücke konstant, 
d. h. unabhängig von r und t sind. Die Separationskonstante nennen wir io 
und erhalten damit für die Zeitfunktion 


T+ioT=0, d.h Ti) =e-", (3) 
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und für die Ortsabhängigkeit die Differentialgleichung 


— Au + Vu = kwu. (4) 


Für die Energie der Partialwelle (2) erhält man nach Gl. (1.4-21) 
Rh 
W=- jr #aw= ro yryddz=Nhm. (5) 


Nach denselben Überlegungen, die zu den Gl. (1.4-10) führten, können wir die 
Größe W/N auf die Sprache des Partikelbildes abbilden und dort als Energie E 
eines Teilchens interpretieren. Damit erhalten wir wieder die DE BrRoaLIEsche 
Relation zwischen Frequenz w und Teilchenenergie E, 


E=ho. (6) 


Die Separationskonstante muß also reell sein; die Lösung (3) ist eine zeitlich 
periodische Funktion.?) 


Die Differentialgleichung (4) für die räumliche Verteilung u(r) des Materie 
feldes nennt man die zeitunabhängige SCHRÖDINGER-Gleichung 


Ihre Lösungen u; (t) hängen von der speziellen Gestalt des Potentials V (r) ab. 
Die Grenzbedingungen (1.482), die das Materiefeld erfüllen muß, schränken bei 
gegebenem Potential die möglichen Lösungen u;(rt) weiter ein.?) Wie wir noch 
anschaulich klarmachen werden ($ 4), gibt es im allgemeinen nicht für jeden 
Wertvon w bzw. E eine Lösung. Jene Werte ® bzw. E, für die eine Lösung v;(t) 
möglich ist, nennt man Eigenfrequenzen bzw. Eigenwerte der Energie. Die zu- 
gehörigen Lösungen u z(t) heißen Eigenfunktionen der zeitunabhängigen SCHRö- 
DINGER-Gleichung.°) 


Wird die zeitunabhängige ScHRÖDINGER-Gleichung (7) bei fester Energie E 
durch mehrere Eigenfunktionen u%&(t), (# = 1, ..., tz) befriedigt, die sich nicht 
bloß um konstante Faktoren unterscheiden, so nennt man den Eigenwert E 
entartet, und zwar tz-fach, wenn es iz unabhängige Eigenfunktionen zz (t) gibt. 
Wegen der Linearität der Differentialgleichung (7) ist dann mit u& auch jede 
Linearkombination 


17.3 
uz(t)= 2 Aue) (8) 
u=1 

1) Die komplexe Zeitabhängigkeit (3) ist wesentlich; sin wt oder cos wit sindkeine Lösun- 
gen! 

2) Die stets vorhandene, triviale Lösung % = 0 interessiert natürlich nicht. 

3) Daß die Grenzbedingungen nur ganz bestimmte Schwingungsformen erlauben, ist eine 
allgemeine Eigenschaft des Wellenbildes; sie tritt z. B. auch bei elektromagnetischen Wellen 
in Hohlleitern auf. 
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mit willkürlichen Konstanten c* ebenfalls eine Lösung von Gl. (7), d.h. eine 
Eigenfunktion zum gleichen Eigenwert E. (Ein Beispiel hierfür werden wir gleich 
im $ 2 kennenlernen.) 


Die gemäß Gl.(2) aus den Eigenfunktionen u; (t) gebildeten Lösungen der zeit- 
abhängigen SCHRÖDINGERschen Feldgleichung (1) 
- AB 
yirt)=ur(N)e (9) 
nennt man stationär, weil die damit berechneten Observablen des Feldes 
(Kap. 1.4) zeitunabhängig werden. Zum Beispiel ist die Dichte o, proportional 
zu |w(t, t) |? = |uz (t) |%, zeitlich konstant.!) 


Da die SCHRÖDINGERsche Feldgleichung (1) linear ist, sind auch alle Linear- 
kombinationen von Partikularlösungen (9) mit willkürlichen von E abhängigen 
Koeffizienten 


vi) =D epür(t) Re + fe(D) ur (k) er” an (10) 
E 


ebenfalls Lösungen von (1). Die Summe läuft dabei über die nach (7) möglichen 
diskreten Werte von E, das Integral über die kontinuierlichen Z-Werte. Wir 
schreiben dafür formal, die beiden Möglichkeiten zusammenfassend, die Kurz- 
form ?) 


i 
v(t,t) = { Cg%z(t) e »” am (10a) 


E 


oder, wenn wir die Entwicklung (8) einsetzen, 


Im 
ve)=Lchwl)e * dEdu|, (10b) 
E,u 


wobei auch der Fall eingeschlossen ist, daß der Entartungsindex u der zeitunab- 
hängigen Lösungen kontinuierliche Werte annehmen kann (vgl. $ 2). 


Die auf diese Weise aus den stationären Lösungen aufgebauten allgemeinen 
Lösungen der (zeitabhängigen) SCHRÖDINGERschen Feldgleichung sind nicht 
stationär: Die Observablen des Feldes, gebildet mit diesen Wellenfunktionen, 
sind im allgemeinen Funktionen der Zeit. Zum Beispiel beschreibt die zeitliche 
Veränderung der Dichte o(t, it) die wellenmechanische Bewegung einer räumlich 
verteilten Elektronenwolke. 


1) Wenn eine Lösung stationär ist, braucht sie noch nicht normierbar, d. h. physikalisch 
realisierbar zu sein. 

2) Man stoße sich nicht daran, daß in dieser zusammenfassenden Schreibweise im Fall 
kontinuierlicher Energiewerte die Variable E als Index steht! 
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Gehen wir etwa von zwei Eigenfunktionen u, (rt) und u,(t) der zeitunabhängigen SCHRö- 
DINGER-Gleichung (7) aus, die zu Energien Z, und EZ, gehören, und betrachten wir die Li- 
nearkombination 


2 


i 
-— Bi = 
vu)=uWer +uWe*? , (11) 
die also Lösung von (1) ist. Ihre Dichteverteilung ist zeitlich periodisch, 


E,—E 
ve? = | + u]? + 2 |%,%,]| cos I t—- + %.) (12) 


(u = |u| ei*). Fürt = 0 ist |y(r, 0)? = |w, + u,|?, nach der halben Periode t, = E Er 
A 


wird |y(u 2)? = |%ı — u,|?. 


8 2. Die kräftefreie Schrödingersche Feldgleichung 


Wirken keine Kräfte auf das Materiefeld, so ist das Potential V konstant, und 
man kann durch geeignete Wahl des Energiebezugspunkts stets erreichen, daß 
diese Konstante Null wird. Damit geht die Differentialgleichung (7) in die 
Schwingungsgleichung 


Aug + Ku, = 0 (13) 
mit 
_.2mw _2mE 
k Zi Br (14) 


über. Die Energie kann alle Werte E > 0 kontinuierlich annehmen (vgl. $ 4). 


Die Gleichung (13) besitzt Partikularlösungen = 
u) = Act (15) 


(entsprechend einem Produktansatz in x, Y, z), wobei fein beliebiger Vektor vom 
Betrag k ist, d. h., alle Funktionen u; (t) mit Vektoren f, für die gilt ? = 2mE/R2, 
sind Eigenfunktionen zum Eigenwert E. Die Richtung von f spielt die Rolle 
eines kontinuierlichen Entartungsindex, die Energie E ist oo?-fach entartet. Die 
Richtung von f gibt die Ausbreitungsrichtung, sein Betrag k = 2r/A die Wellen- 
länge der ebenen Materiewelle 


le ee (16) 


an. Diese Welle hat natürlich genau jene Eigenschaften, die wir in Kap. 1.3 zur 
Herleitung der ScHhröpIngerschen Feldgleichung gefordert hatten: Einerseits 
ist Gl. (14) mit der dort postulierten Dispersion w(k) identisch, andererseits 
liefert die Berechnung der in Kap. 1.4 gegebenen Größen für die ebene Welle (16) 
gerade Relationen, die dem in 1.3 $ 2 entwickelten DE BrogLIeschen Konzept 
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entsprechen. Man erhält nämlich für die 


Dichte e=(0}4}), ] 
Stromdichte ject; 14]? 

mM 
Impulsdichte p=hj4]3; 


(17) 
Drehimpulsdihte I=K(rxd) |A]?, 


Energiedichte w=ho|A®=EIA]®?, 


Energiestromdichte 3 = 21 A? = PR. 
m m 


‘Gl. (16) beschreibt also eine stationäre, räumlich konstante Materieverteilung 
mit Impuls- und Energiedichte. 


Die ebene Welle (16) ist nicht quadratintegrabel, das Integral 
SInl? dr [ Iultde = |Aj® [di 
[6°] oo oo 


divergiert. Für zwei Partikularlösungen mit verschiedenen Ausbreitungsvek- 
toren f’ und f ergibt die Integration 


Se ou) de = AP fe rd = [AP OR St) (18) 


die. Diracsche ö-Funktion (vgl. Kap. 5.1). Für +’ ist das Integral also 
Null. In Anlehnung an die Vektorrechnung sagt man daher, die Funktionen 
uy(t) und r(r) sind orthogonal (vgl. Kap. 2.1). 


Die allgemeine, zu einer bestimmten Energie E gehörige Lösung u;(t) der zeit- 
unabhängigen Gleichung (13) ist eine Linearkombination von Partikularlösun- 
gen (15) mit Ausbreitungsvektoren f, die alle denselben Betrag k, aber verschie- 
dene Richtungen besitzen. Wir erhalten sie nach GI. (8), indem wir f-abhängige 
Amplituden A (f) vorgeben und über alle f-Richtungen integrieren, 


uz(t) = [ Alte" dQ, (19) 


(d2, = räumlicher Winkel im f-Raum). Auch diese Funktionen sind nicht 
quadratintegrabel. Für die kräftefreien stationären Lösungen divergiert also 
z. B. die Gesamtmaterie oder die Gesamtladung des Feldes. Diese Lösungen sind 
also sicher nicht in Strenge physikalisch realisierbar, d. h. die realen, kräftefreien 
Zustände müssen instationär sein. 


Die Bedeutung der nicht quadratintegrablen Eigenfunktionen (19) liegt darin, 
daß es möglich ist, aus ihnen die quadratintegrablen, nichtstationären Zustände 
aufzubauen: Die allgemeine Lösung y(t, t) der kräftefreien, zeitabhängigen 
SCHRÖDINGERschen Feldgleichung 
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ist entsprechend Gl. (10) eine Linearkombination der stationären Lösungen mit 


willkürlichen Koeffizienten, 
i 


Yu) = ie e(B)ug(r)e *" ar, e1) 


wofür wir im vorliegenden Fall nach Gl. (14) u. (19) ein dreifaches Integral 


über den gesamten f-Raum erhalten, 
nk 


vu)= [CH ae (22) 
Durch geeignete Wahl der Amplituden O(f) ist es damit möglich, Wellenpakete 
zu konstruieren, die im wesentlichen nur in einem endlichen t-Raumgebiet von 
Null verschieden sind und im Unendlichen genügend rasch verschwinden, so daß 
das Integral N |y E d?x existiert. Solche Wellenpakete sind keine stationären Lösun- 
gen (vgl. $ 3). Innerhalb ihrer räumlichen Ausdehnung lassen sich Wellenpakete, 
deren Entwicklungskoeffizienten C'(f) nur in einem schmalen f-Bereich wesent- 
lich von Null verschieden sind, durch eine stationäre, nicht quadratintegrable 
Eigenfunktion (16) annähern [vgl. Gl. (1.3-3)]. 


An dieser Stelle sei noch erwähnt, daß es für manche spezielle Probleme zweckmäßiger 
ist, nicht von den ebenen Wellen (15) auszugehen, sondern in solchen Koordinaten, die der 
Fragestellung angepaßt sind, Partikularlösungen von (13) durch Produktansatz aufzu- 
suchen. Zum Beispiel erhält man (Aufg. 17) in Kugelkoordinaten als reguläre Partikular- 
lösungen von Gl. (13) Produkte aus sphärischen BesseL-Funktionen j,(kr) und Kugel- 
flächenfunktionen Y7"(#, 9) (vgl. 4.3 $ 2) 


%(e) = const- j,(kr) Y7(9, p). (23) 


Die allgemeine Lösung der zeitunabhängigen Gleichung läßt sich dann als Linearkombina- 
tion 


oo -I 
up) = 2 2 Afiylkr) YPl8,9) (AP = const) (24) 
i=0 m=1 


schreiben. Man kann dieselbe Funktion %;(t) also in ganz verschiedener Weise darstellen, 
die Entwicklungen (19) und (24) sind zwei Beispiele hierfür.!) Die allgemeine Entwicklung 
der Lösung nach irgendeinem „vollständigen Orthogonalsystem‘‘ wird in $ 7 besprochen. 
Die Lösung der kräftefreien, zeitabhängigen SCHRÖDINGER-Gleichung lautet somit in 
Kugelkoordinaten 
© © -I Re 


vud=f 2 2 OMk)jılkr) Frid,p)e m" dk (26) 
0 I!=0 m=| 


mit willkürlichen, von k abhängigen Koeffizienten C7*(k). 


Aufg. 16: Man bestimme für zwei sich überlagernde ebene Wellen, die entgegengesetzte 
Ausbreitungsvektoren !, —? und Amplituden A}, A_ besitzen, die Dichten 
0 w,iunds. 

Aufg. 17: In welche Differentialgleichungen separiert die Schwingungsgleichung (13) durch 
einen Produktansatz in Kugelkoordinaten ? 


1) Durch geeignete Wahl der A? ist es daher etwa möglich, eine ebene Welle eft in die 
Gestalt (24) zu bringen (vgl. Aufg. 122). 
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$ 3. Die kräftefreie Bewegung eines Materiefeldes 


Das Materiefeld sei zur Zeiti = O durch eine bestimmte Feldverteilung % (t, 0) 
‚gegeben. Wie sieht die Feldverteilung y(t, t) zu einem späteren Zeitpunkt aus, 
wenn keine äußeren Kräfte wirksam sind ? Die Antwort hierauf liefert die all- 
gemeine Lösung (22) der kräftefreien, zeitabhängigen SCHRÖDINGERschen Feld- 
gleichung, 


ifn-Ie 
vlt, t) — arm [cl e (* ze) 43% (26) 


in der wir die Koeffizienten durch C(f) = (2r)?!2 c(f) ersetzten. 
Für i = 0 nimmt diese Funktion die Gestalt 
1 
960) = gu SM" dk (27) 


an; d.h., die Entwicklungskoeffizienten c(f) sind die FOuURIER-Transformierten 
der vorgegebenen Feldverteilung y (t, 0). Nach dem FourıErschen Theorem be- 
rechnen sich die Amplituden der Partialwellen aus 


1 En 
c(f) = ame J vi; Va (28) 
Setzt man dieses Ergebnis in Gl. (26) ein, so erhält man 
a 
ie) - —a 
vn) = _ [S vw‘. 0) e [t me] dk dir’. (29) 


Dieses Ergebnis, das also die Berechnung des gesuchten Feldes y(t, t) bei be- 
kanntem y(t, 0) erlaubt, schreiben wir in der Form 


vw) = [ Us r';t) ylr',0) de’ |, (30) 


it) 2, #t] 


wobei die Funktion 


Uvd-gzfe dk (31) 


ern 
noch explizit ausgewertet werden kann. 
Dazu beachten wir zunächst, daß die Funktion U (rt, r’; t) wegen der Exponen- 


tialfunktion Produkt dreier gleicher Funktionen ist, die sich nur in der Be- 
zeichnung der unabhängigen Variablen unterscheiden, 


Urv;t) = Ua’) Uy,y;t) U@z;t). (32) 
Es genügt also 
+9 alte) Unze 
Uma;)- 5 N R| 7 Em 


X 


dk, (33) 
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zu berechnen. Mittels quadratischer Ergänzung erhalten wir 
+oo At 


U(z,.';t) = = er exp I-ig [(f — = —y _ En dk,, 


woraus nach Einführung der neuen Integrationsvariablen 


A v& Be m -==] 
a 577 [ ER € 
im (2—-x’)? 


1 2m un 
Um,«',t)=;- Vrr er € | "ae. 


00 


folgt 


Das noch auftretende Fresneusche Integral hat den Wert Yrli 1),so daß man 
erhält 


(34) 


Für t—0 muß wegen Gl. (30) diese Funktion zur $-Funktion werden. Mit 
e = 2ht/m erhalten wir damit die Darstellung der 8-Funktion 


ee re (35) 
(vgl. Gl. (5.1-11)). 


Die Kenntnis der Funktion U erlaubt, mittels Gl. (30) die zeitliche Ausbreitung 
eines beliebigen kräftefreien Wellenpaketes zu berechnen. 


Setzen wir speziell zur Zeit {= 0 ein d-artig konzentriertes Paket an 
y(z’, 0) wÖ8(x’), so liefert Gl. (30) einfach y(x, t) = U(z, 0, t). Während also 
für = 0 die Materiewelle streng lokalisiert ist, ist für € > 0 die Dichte oe — | U]? 
räumlich konstant: Die SCHRÖDINGERsche Feldgleichung bewirkt — auch ohne 
äußere Kräfte! —, daß eine Lokalisierung des Materiefeldes nicht aufrechterhalten 
bleibt. 


Eine realistischere Beschreibung dieses Sachverhaltes erhält man zum Beispiel, 
wenn man statt der ö-artigen Anfangsfeldverteilung eine Gauss-Verteilung wählt 
a 
v(z, 0) = Ace 2. (36) 
Die Materiedichte 
x 


0&,0)=C]Ae * 


1) Genauer gesprochen: Vr ae 

2) Man beachte, daß im Exponenten die klassisch-mechanische Wirkungsfunktion 
(Aufg. 4) eines kräftefreien Teilchens steht (vgl. dazu die Herleitung der SCHRÖDINGER-Glei- 
chung in 1.3 8 3!). 
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ist dann im wesentlichen in der Umgebung Ar = a des Nullpunktes konzentriert; 
für die Stromdichte dieses Wellenpaketes erhält man 


: h 
i(&, 0) =0 ho: 


Zu einem späteren Zeitpunkt t > 0 ist die Materieverteilung nach Gl. (30) und 
(36) gegeben durch 


mT 


nl ar. 


FM uEog | im 1 PR 
nz aVa ee tee 
y(8,t) = AVadze 2 e 
Führt man jetzt die quadratische Ergänzung in x’ durch, so erhält man in einer 
zur obigen Rechnung analogen Weise 


5 28 — Matk,z ul 
yiat) = —— exp! — . (37) 
ö 2 ne 
ra Er (142) 
Hieraus folgt für die Dichteverteilung 
Ak, \2 
cjale Ir 
et) = ea — exp 1 — b (38) 
Wo) 
ma? ma? 
Die größte Dichte herrscht also an der Stelle 
Ak, 
= t, (39) 


d. h., die Welle bewegt sich — wie in 1.3 $ 2 gefordert — mit der Gruppen- 
e1x,t=0) geschwindigkeit %k,/m. Die Dichte an der 
Stelle x, ist 


x 
oA 
At \?2 
oh er 
1 x 
} m Die hierin zum Ausdruck kommende Ab- 
nahme der maximalen Dichte im Laufe 


Fig.16. Bewegung eines kräftefreien EEE B i : 
? der Zeit wird begleitet von einer Verbrei- 


terung des Wellenpaketes (Fig. 16). Die 
Dichte ist zur Zeit tim wesentlichen in der Umgebung 


Arı=a \ 1+ 2 (41) 


von x,, konzentriert. Die ZeitT,innerhalb der sich die anfängliche Breite a ver- 


doppelt hat, ist damit 
1/2 ma? ; ( 42} 
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Die Ursache dieses Zerfließens eines Wellenpaketes liegt darin, daß die Grup- 
pengeschwindigkeit vg der Materiewelle — im Gegensatz zu der des Lichtes im 
Vakuum — nach dem Dispersionsgesetz [Gl]. (1.3-8)] selbst eine Funktion von 


k, nämlich vg = 2 k ist. Bei einer Aufteilung des Paketes in Anteile mit ver- 


schiedenem k bewegen sich diese mit verschiedener Geschwindigkeit fort und 
bewirken damit ein Zerfließen des Paketes. 


An dieser Stelle können wir bereits explizit sehen, daß die SCHRÖDINGERsche 
Wellenvorstellung der Materie ebensowenig wie die Punktmechanik eine ange- 
messene Beschreibung des Mikrokosmos liefert. Versucht man nämlich, dem 
punktförmigen Charakter eines Elektrons dadurch im Wellenbild Rechnung zu 
tragen, daß man sagt, es handelt sich um ein auf einen endlichen Raumbereich 
lokalisiertes Feld, so ergibt die Beziehung (42), wenn man für m die Elektronen- 
masse und für a eine atomare Größenordnung (S 10-®cm) einsetzt, daß sich 
bereits nach einer Zeit 


TS 0= 88 (43) 


die Ausdehnung des Wellenpaketes verdoppelt hat. Die Lokalisierung des Elek- 
trons läßt sich also im Laufe der Zeit nicht aufrechterhalten. Dieses rasche Zer- 
fließen des Materiefeldes ist eine der Ursachen dafür, daß auch der reine Feldstand- 
punkt keine ausreichende Beschreibung für das Verhalten der Elementarteilchen 
darstellt. In der Quantentheorie werden wir zwar auch mit diesem Zerfließen 
konfrontiert werden [Gl. (3.5-50)], aber es handelt sich dort um ein Ausein- 
anderlaufen der Wahrscheinlichkeitsverteilung für den Ort des Teilchens und 
nicht um ein Zerfließen des Teilchens selbst! 


$ 4. Das allgemeine Verhalten eindimensionaler, stationärer Lösungen 


Den aus der Theorie der Differentialgleichungen bekannten Sachverhalt, wo- 
nach die Grenzbedingungen nur ganz bestimmte Lösungen zulassen, wollen wir 
am Beispiel der eindimensionalen, zeitunabhängigen SCHRÖDINGER-Gleichung 


"dur 
2m dx? 


= [V (x) — E]uy(«) (44) 


anschaulich klarmachen und dabei gleichzeitig einen Vergleich mit dem ent- 
sprechenden klassisch-mechanischen Verhalten eines Teilchens im Potential 
V (x) ziehen. i 


Da bereits einfache Potentialfunktionen V (x) auf Differentialgleichungen füh- 
ren, die nicht mehr durch elementare Funktionen ug(x) gelöst werden können, 
ist es zweckmäßig, nur das qualitative Verhalten zu untersuchen. 
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a) Das Materiefeld unter dem Einfluß einer Potentialmulde 


Zunächst legen wir ein muldenförmiges Potential V (x), das einer anziehenden 
Kraft entspricht, zugrunde. Zur Diskussion von Gl. (44) sind die aus der Fig. 17 
ersichtlichen 3 Fälle zu unterscheiden. 
[3 


© vn — © Der Fall E< Vin ist nach der klassi- 


u eh “schen Mechanik unmöglich, weil die kinetische 


—L Yan 

®: Energie 7 = E — V stets negativ wäre, was 

Fig. 17. Eine Potentialmulde einer imaginären Teilchengeschwindigkeit ent- 
spräche. 


Nach der SCHRÖDINGER-Gleichung (44) haben in diesem Fall v; und u; für 
alle x dasselbe Vorzeichen, d. h., die Funktion ist stets konvex zur x-Achse. Diese 
Funktionen divergieren daher für x — + oo oder — o0.. Wegen der damit ver- 
bundenen Nichtexistenz von / |wz|? dx sind alle diese Lösungen v5 auszuschlie- 
Ben.!) Der Fall ® ist also sowohl nach der Korpuskelmechanik als auch nach der 
Wellenmechanik unmöglich. Dies begründet z. B. auch, daß im kräftefreien Fall 
die Energie positiv sein muß (S. 71). 


® In diesem Fall ist nach der klassischen Mechanik eine Teilchenbewegung 

im Intervalla <x = 5b möglich. Die kinetische Energie T = E — V ist dort 

positiv. Die Punkte a und 5 sind die klassischen Umkehrpunkte, in denen die 

Uri kinetische Energie und damit die Teil- 

chengeschwindigkeit Null ist. Außer- 

Pr halb dieses Intervalls, also für <a 

% und z>b,ist T< 0, eine klassische 
Bewegung also unmöglich. 


Fig. 18. Gebundene Materiewelle in einer Für das wellenmechanische Verhal- 
Potentialmulde ten folgt aus Gl. (44), daß im Innern 

des Intervalls w und «’’ entgegenge- 
setzte Vorzeichen haben, d.h., (x) 
ist konkav zur x-Achse. Die dadurch 
möglichen Nullstellen von « bedingen 
ein im allgemeinen oszillatorisches Ver- 
halten der Funktion u (x), wie es etwa 
in Fig. 18 wiedergegeben ist. In den 
klassischen Umkehrpunkten a und 5 
Fig.19. Aussonderung von Eigenfunktionen ist w’ = 0, d.h., die Funktion « (x) 
durch das Verschwinden im Unendlichen hat dort Wendepunkte 2). Außerhalb 
des Intervalls [a, 5] haben « und uw” 

wieder gleiches Vorzeichen, u ist dort konvex zur x-Achse. Beim Überschreiten 
der klassischen Umkehrpunkte geht das konkave in das konvexe Verhalten 


1) Man kann mit ihnen auch keine normierbaren Wellenpakete aufbauen. 
2) Daneben sind auch noch alle Nullstellen von vu Wendepunkte. 
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über. Wie aus Fig. 19 ersichtlich ist, erhält man damit je nach der Art, in der 
sich vu (x) von innen dem Umkehrpunkt b nähert, für  — oo ein divergieren- 
des oder konvergierendes u. Da aber nur konvergente Funktionen als physi- 
kalisch realisierbare Lösungen erlaubt sind, bedeutet dies, daß eine Reihe von 
Funktionen ausgesondert werden. Durch das Zusammenspiel der Grenzbedin- 
gungen für © + oo werden damit nur für ganz bestimmte Werte von E 
Lösungen uz(x) möglich, die Eigenfunktionen zum Eigenwert E. Die Aussonde- 
rung dieser erlaubten Funktionen erfolgt also dadurch, daß die Funktionen in den 
Gebieten, in welche ein Teilchen nach der klassischen Mechanik überhaupt nicht 
gelangen kann, abklingen müssen. Solche ‚gebundene‘ Zustände von Materie- 
wellen haben somit — wenn auch abklingend — eine endliche Dichte außerhalb 
des Bereichs der klassischen Teilchenbewegung. In großer Entfernung, in der das 
Potential nahezu konstant ist, hat Gl. (44) die exponentiell abklingende Lösung 


mE 
un de? Ye une «>+o%). (45) 


Die gebundenen, stationären Lösungen sind normierbar, also physikalisch mög- 
lich. 

® Für solche Energien ist nach der klassischen Mechanik eine Bewegung 
längs der gesamten x-Achse möglich, das Teilchen ist nicht gebunden. In der 
wellenmechanischen Beschreibung ist nach der SCHRÖDINGER-Gleichung (44) 
u(x) stets konkav zur x-Achse, d.h., es liegt längs der ganzen x-Achse ein 
oszillatorisches Verhalten von u vor. Die möglichen Energiewerte unterliegen 
keiner einschränkenden Bedingung: Für nichtgebundene Zustände ist E kon- 
tinuierlich veränderlich. Da eine Differentialgleichung 2. Ordnung (im Eindi- 
mensionalen) zwei linear unabhängige Lösungen u,5(x) und 4,7 (x) besitzt, ist 
die stationäre Lösung eine Linearkombination 


up) =C Up) + Ogtor(k) (46) 


mit willkürlichen, komplexen Koeffizienten C, und C,. Diese wählt man ent- 
sprechend der physikalischen Fragestellung, z. B. dadurch, daß eine von links 
einfallende Welle vorhanden sein soll, die durch die Wirkung des Potentials 
einerseits eine nach rechts durchgehende und andererseits eine nach links re- 
flektierte Welle bedingt, 
Une — x) = A,e® + A,et®, a 
Up(c— + 00) = Age® 


(„Ausstrahlungsbedingung“ im Eindimensionalen). Während man also die Ampli- 
tude A, willkürlich vorgibt, berechnen sich die Amplituden A, und A, aus 
Gl. (46), d. h. nach Maßgabe der ScHRÖDINGER-Gleichung. Ein solcher durch 
einen Materiestrom beschriebener Streuvorgang ist nicht durch eine reelle, 
sondern durch eine komplexe Partikularlösung (46) erfaßbar, weil der Strom 
nach Gl. (1.4-5) bei einer reellen Lösung verschwindet. 
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Eine ungefähre Abschätzung der Abstände der Nullstellen von uz (x) erhält 
man für den Fall, daß das Potential nur langsam veränderlich ist. Man kann 
dann entsprechend den Überlegungen in 1.3 $3 für uz(x) eine nahezu ebene 
Welle ansetzen, die nach Gl. (1.3-31) die Wellenlänge 

erh 
Vam(E — V(z)) 
besitzt. Die Abstände benachbarter Nullstellen sind also um so kleiner, je 
größer der Teilchenimpuls ist. 


Alz) & (48) 


Die nichtgebundenen Zuständen entsprechenden stationären Lösungen (46) 
verschwinden wegen ihres oszillatorischen Verhaltens im Unendlichen nicht. Sie 
sind daher nicht quadratintegrabel und somit in Strenge ebensowenig physikalisch 
realisierbar wie die ebenen Wellen (16). Man kann jedoch die stationären Lösun- 
gen dazu benutzen, um aus ihnen nach GI. (10) durch Linearkombination eine 
nichtstationäre, quadratintegrable Lösung y(t, t) der zeitabhängigen SCHRÖDIN- 
aERschen Feldgleichung zu konstruieren. Damit ist es möglich, eine Elektronen- 
wolke zu beschreiben, die zur Zeit — — oo von links (e— — oo) als kräftefreies 
Wellenpaket einfällt, am Potential teilweise reflektiert wird und zum Teil hin- 
durchgeht, so daß für £— + oo links (ec — — oo) und rechts (c— + oo) je ein 
auslaufendes, kräftefreies Wellenpaket resultiert (Asymptotenbedingung ein- 
dimensionaler Potentialstreuung) [vgl. auch Kap. 4.7]. 


b) Das Materiefeld unter dem Einfluß eines Potentialberges 


Die Wirkung eines Potentialberges (Fig. 20), der einer abstoßenden Kraft ent- 
spricht, läßt sich in analoger Weise diskutieren. Gebundene Zustände gibt es 
jetzt nicht. Für den Fall ® ist wiederum weder 
ee —— eine punktmechanische noch eine wellenmecha- 
u x nische Lösung sinnvoll. Im Gebiet ® ist wegen der 
£ ae =” abstoßenden Wirkung des Potentialberges der Ab- 
Fig. 20. Ein Potentialberg stand der Nullstellen von (x) in der Nähe des 
Berges am größten. Für Energien ® herrscht 
außerhalb der klassischen Umkehrpunkte a und b eine oszillatorische Wellen- 
funktion, während im Innern eine abklingende, zur x-Achse konvexe Lösung 
vorliegt. Wähltman wieder die der Streuung einer von links einfallenden Ma- 
teriewelle entsprechende Ausstrahlungsbedingung (47), so ergibt sich wegen des 
auch im Intervall [a, 5] vorhandenen Materiefeldes eine nach 2&— oo durch- 
laufende Welle endlicher Intensität. Dieser T’unneleffekt ist typisch für die 
Wellenmechanik, da nach der Newronschen Mechanik ein Teilchen mit der 
Energie ® die Stelle a nicht überschreiten kann. 


Auf dem Tunneleffekt beruht die Erklärung des «-Zerfalls: Zum Beispiel geht 
das Element „U? unter Aussendung eines «-Teilchens in das Element „„ITh%* 
über. Das Potential setzt sich (Fig. 21) aus einem Potentialtopf, herrührend von 
den Kernkräften, und dem abstoßenden CouLomB-Potential C zusammen. Wäre 
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das nach außen abfallende CouLomB-Potential nicht vorhanden, so gäbe es dis- 
krete Energiezustände, die «-Materie wäre im Innern des Topfes gebunden 
(stationärer Zustand). Durch die Anwesenheit des CovLoMmB-Potentials hingegen 
werden alle Energiezustände E > 0 kontinuierlich (und zwar außerhalb und 
innerhalb des Topfes, da ja die Energie nicht 7 


ortsabhängig ist!). Ein Wellenpaket («-Teilchen), c 
das sich zu einer bestimmten Zeit im Innern des EN 
Topfes befindet, ist daher instationär und wan- EN 


dert nach Maßgabe der zeitabhängigen SCHRÖö- 
DINGERSchen Feldgleichung heraus. 


Der Tunneleffekt ist nicht nur in der Kern-, 
sondern auch in der Hüllenphysik von größter 
Wichtigkeit, so z.B. für den Elektronenaustritt 
aus Metalloberflächen. 


Fig. 21. Zum a-Zerfall 


Auch beim Licht ist ein „‚Tunneleffekt‘‘ möglich, der 
wesentlich auf der Wellennatur der elektromagnetischen Strahlung beruht. Nähert man 
nämlich einer totalreflektierenden Platte vom dünneren Medium her eine zweite Platte 
auf einen Abstand von etwa einer Wellenlänge, so tritt vermöge der bei der Totalreflexion 
im dünneren Medium vorhandenen, exponentiell abklingenden Welle auch in der zweiten 
Platte eine Welle auf: Die Totalreflexion wird überwunden, ohne daß sich die Platten 
materiell berühren. 


Aufg. 18: Wie lautet die Eigenfunktion und der Energieeigenwert einer in dem Potential 


VY(e) = — v. (x) (V positiv) gebundenen Materiewelle ? 


Aufg.19: Man bestimmefür E < 0 die Eigenwerte einer Materiewelle, die sich im Poten- 
tial V (x) = — V : [d(&) + $(2 — a)] befindet (embryonales H}-Ion). Man dis- 
kutiere das Ergebnis als Funktion von a. 


Aufg. 20: Man berechne die Durchlässigkeit und das Reflexionsvermögen am Potential 
V(2)=V.d%(e). 


$ 5. Beispiel: Materiewelle in einem undurchdringlichen Kasten 


Es sollen die Eigenwerte und Eigenfunktionen einer Materiewelle bestimmt 
werden, die sich in einem Potentialtopf mit unendlich 
hohen Wänden befindet (Fig. 22). Es handelt sich hier um 
die Idealisierung eines realen Problems mit sehr hohen 
Potentialwänden, z. B. ein Atom eines Gases in einem 
Gefäß. Der Bezugspunkt der Energie werde so gewählt, 
daß im Innern des Topfes V = 0 ist. Die möglichen Ener- 
giewerte sind dann positiv. 


Fig. 22. Rechtecki- 
Nach Gl. (45) verschwindet die Eindringtiefe der Materie- ger Potentialtopf 


6 Fick, Quantentheorie 
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welle in die Wände mit 1, >, 
h 

Vom —0, (49) 
d.h, fürx < 0Oundx > aist im Limes kein Materiefeld vorhanden. Das auf das 
Innere des Topfes beschränkte Feld ist also so zu wählen, daß es die Grenz- 
bedingung 

uz(0) = u,(a) = 0 (50) 
erfüllt. 


Die Lösung der Differentialgleichung im Innern schreiben wir in der Form 


up(z) = A sin (kx + 8) (? = VE) : (51) 


Aus den Grenzbedingungen (50), die gewährleisten, daß der Strom in den Rand- 
punkten [G]. (1.4-12)] verschwindet, folgt 


$=0 ud I=7 (n=12..N). (52) 
Die möglichen Energiewerte sind also 
_ Rn? 5 
BE ya: W es 
und die zugehörigen Eigenfunktionen lauten 
u(x) = A sin""®. (54) 


Die Amplitude ergibt sich bei der Normierung 


a 
[u?ıe=N 
zu 0 


ai=yEn. (65) 


“ Obwohl die Eigenwerte E, quadratisch mit n anwachsen, wird der relative 
Abstand zweier benachbarter Eigenwerte 
A 
E„ min 
für große » immer kleiner. Die mittlere Dichte, d. h. der Mittelwert der für große 
n über eine Wellenlänge oft oszillierenden Ortsfunktion |, |?, ist konstant. 


= (56) 


Die vorstehende Rechnung läßt sich leicht auf eine Materiewelle in einem 
undurchlässigen Kasten mit den Seiten a, b und c erweitern. Wählt man für die 
Differentialgleichung 


Au+ku=0 
als Partikularlösungen die Produktfunktionen 
u(x, 4,2) = A sin (k,x + 8,) sin (k,y + 8,) sin (k,z + 8,) (57) 
mit 2mE 


K+kb+k=kl= (58) 


na? 


) n = 0 tritt nicht auf, weil sonst v = 0) wäre. 
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so liefert das Verschwinden von u in den sechs Ebenen =(0, y=(0,2=(, 
x=a,y=b,2z= c die Gleichungen 


,=,=8,=0 (59) 
und 
NyTe _T MT 
(N, N,» N, > 0, ganz). 


Zu den möglichen Energieeigenwerten 
Eat = es (=) a5 CS Fr (] (61) 


gehören die Eigenfunktionen 


NyTY . N,Tz 


sin —— » (62) 


Nett . 
*— sin 


Uyanynz (% Y, 2) = A sin = 5 


Ist der Kasten insbesondere ein Würfel (a = b = c), so gehören zu einem Ener- 
gieeigenwert 


Rn? 9 
Bu = Imas 1) 
mit 
"entmtm (64) 
i. allg. mehrere Eigenfunktionen 
Yan (& 9, 2) = A sin "= sin "X sin (65) 
(Fig. 23). 
2m a2 (N, N n,) Vielfachheit 
Ar? 5 
(1,2, 3) (3, 1,2) (2, 3, 1) 6 
» (1,3,29) 821) & 1,3) 
12 (2, 2, 2) 1 
11 (1,1,3) (1,3,1) 8, 1,1) 3 
9 (1, 2,.2) (2,1, 2) (2, 2,1) 3 
6 (1,1,2) (1,2,1) 2,1,1) 3 
3 (d, 1,1) 1 
0 


Fig. 23. Die tiefsten Energieeigenwerte und ihre Vielfachheit 
in einem würfelförmigen Kasten 


6* 
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Für eine große Kastenlänge a sind die Energieeigenwerte Z,eng benachbart. 
Wir fragen nach der Dichte der Energiezustände, d. h. nach der Anzahl dg von 
Energieeigenfunktionen, die in einem Intervall Z--- E + dE liegen. Dazu be- 
trachten wir einen dreidimensionalen Raum mit den Koordinaten n,, n,, n,. 
Jede Eigenfunktion (65) ist wegen der Ganzzahligkeit der n,, n,. n, durch einen 
Gitterpunkt im 1. Oktanden charakterisiert (Fig. 24). Die Energiezustände 
haben also in diesem n-Raum die Dichte eins. Die An- 
zahl dg von Energieeigenfunktionen in einer Kugel- 
schale n---n + dn ist daher gleich dem Volumen 
dieser Schale, 


dg = 4rn? dn - (66) 


(der Faktor = bringt zum Ausdruck, daß nur der erste 
Bir. 3%. Zur: Ähekhlung I zu betrachten ist). Andererseits ist aber nach 
der Dichte der Energie- - (63) PORN 

zustände in einem Kasten = —_ndn, (67) 


so daß man für die Dichte der Energiezustände ineinem Kasten des Volumens V 


erhält 
dg _ 7 ı/2m? 
3-31 |. (08) 


8 6. Die Eigenfunktionen der dreidimensionalen, 
zeitunabhängigen Schrödinger-Gleichung mit Potential 


Für ein Materiefeld unter der Wirkung eines beliebigen Potentials V (rt) er- 
lauben die Randbedingungen — ähnlich wie im Eindimensionalen ($ 4) — im 
allgemeinen nur ganz bestimmte Energien E. Die zugehörigen Eigenfunktionen 
%,(t), die der zeitunabhängigen SCHRÖDINGER-Gleichung 


[- 354 + Po] watt) = Bu.) (69) 


genügen, charakterisieren wir durch die Größe a, welche repräsentativ für einen 
ganzen Satz von Separationskonstanten steht. 


Im Beispiel der kräftefreien Welle ($ 2) bedeutet also @ die Komponenten des 
Ausbreitungsvektors k,, k,, k,, wenn man in kartesischen Koordinaten separiert 
und m, I, k bei Separation in Kugelkoordinaten. Für eine Welle in einem Kasten 
($ 5) steht a für die ganzen Zahlen n,, n,, n,. 


Im Fall gebundener Zustände ist Z diskret und a der Index, der die verschie- 
denen Eigenwerte numeriert (einschließlich einer evtl. vorhandenen Entartung). 
Für ungebundene Zustände hingegen ist E, kontinuierlich veränderlich. 
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Am Beispiel der ebenen Wellen ($ 2) lernten wir bereits die Orthogonalität 
der Eigenfunktionen kennen. Diese gilt ganz allgemein für die erlaubten Eigen- 
funktionen «,(t) der zeitunabhängigen SCHRÖDINGER-Gleichung (69): Sie sind 
orthogonal und können normiert werden, d. h., es gilt 


fw (x) u, (1) d’x = 8(a’, a) |; (70) 


dabei bedeutet $(a’, «) die Zusammenfassung von KRONECKER-Symbol d,-, (für 
diskrete a) und DirAc-Funktion $(a’ — a) (für kontinuierlich veränderliche a) 
(vgl. 5.1 81). 


Beweis von Gl. (70): Im Fall eines diskreten Energiespektrums läßt sich die 
Orthogonalität, d.h., daß für a +. das Integral (70) verschwindet, leicht 
mittels der SCHRÖDINGER-Gleichung (69) beweisen. Dazu multiplizieren wir 
Gl. (69) mit einer Eigenfunktion u*.(t), die zu einem Eigenwert E,+E, ge- 
hört!) und integrieren über den ganzen Raum, 


fo[- A+ vo]umdw=R, four. (m) 


Nun vertauschen wir a mit a’, gehen zur konjugiert-komplexen Gleichung über 
und subtrahieren die entstehende Gleichung von Gl. (71). Die Anwendung des 
GrEENschen Satzes [vgl. Fußnote ?) auf S. 66] auf die linke Seite liefert 


Be = P [u* (x) grad u,(t) — u, (rt) grad u% (t)] df An 


= (E,— E,) [ we (t) u (t) dee. 
Für gebundene Zustände (diskrete Z,) verschwindet «,(t) im Unendlichen, daß 
das Oberflächenintegral Null wird. Für Z,-F E, ist daher das in Gl. (72) rechts 
stehende Volumenintegral Null, was zu beweisen war. Die Normierung für 
a= a’ ist willkürlich. Es ist aber zweckmäßig, die in Gl. (70) getroffene Nor- 
mierung auf 1 zu wählen. 


Im Fall eines kontinuierlichen Energiespektrums verschwinden die Eigenfunk- 
tionen im Unendlichen nicht. Für die Behandlung von Streuprozessen ist es not- 
wendig, daß die stationären Lösungen der (dreidimensionalen) Ausstrahlungs- 
bedingung 

ihr 
lim u.) = "+ 10,9) (73) 
1r>0X0 T 
genügen (k = y®). Man erfaßt damit eine einlaufende, ebene Welle, die am Po- 
tential eine Streuung erfährt, so daß im Unendlichen auch eine auslaufende Kugel- 


1) Wie man im Fall eines entarteten Energiespektrums — wenn also mehrere Eigenfunk- 
tionen zu einem Eigenwert E gehören — zu orthonormierten Eigenfunktionen gelangt, ist 
in 2.3 $ 5 dargelegt. 
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welle (Streuwelle) vorhanden ist. Um nun aus Gl. (72) die Orthonormierung der 
u.(t) auf ö-Funktion zu beweisen, ist es nötig, Wellenpakete [sog. „Eigendifferen- 
tiale“ von (69)] über ein kleines Intervall Aa zu betrachten [vgl. Gl. (2.1-24)]. 
Auf die Durchführung dieses Beweises wollen wir verzichten.!) Es möge jedoch 
auch hier noch einmal darauf hingewiesen werden, daß die Eigenfunktionen 
u, (t) für kontinuierliche Energie in Strenge gar keine physikalisch realisierbaren 
Lösungen der SCHRÖDINGER-Gleichung darstellen, weil das Integral über |«, (r) |? 
divergiert. Man kann sie jedoch wieder dazu verwenden, um aus ihnen durch 
Linearkombinationen (10a) normierbare, nichtstationäre Lösungen y(r, t) auf- 
zubauen, die dann die Streuung eines Wellenpaketes am Potential beschreiben 
(vgl. Kap. 4.7). 
Aufg. 21: Das Materiefeld y(r, 0) sei zur Zeit t = 0 gegeben. Wie lautet in einem Poten- 
tial V (r) das Feldy(r, t) zu einem späteren Zeitpunkt ti, wenn die Eigenwerte E, 


und die Eigenfunktionen u,(r) der zeitunabhängigen SCHRÖDINGER-Gleichung 
bekannt sind ? 


$ 7. Entwicklung des Materiefeldes nach einem beliebigen, 
vollständigen, normierten Orthogonalsystem 


a) Die zeitabhängigen Entwicklungskoeffizienten 


Es ist häufig zweckmäßig, das Materiefeld nicht nach den Lösungen u,(r) der 
zeitunabhängigen SCHRÖDINGER-Gleichung (69) zu entwickeln, sondern nach 
einem beliebig vorgegebenen, vollständigen, normierten Orthogonalsystem von 
Funktionen v;, (rt). Das heißt, daß diese Funktionen die Gleichungen 


SvEe) vrle) dx = d(k', k), 
T “lr) %(r)dk = lt’ — r) (74) 
k 


erfüllen müssen. Die Vollständigkeitsbedingung (74,) gewährleistet, daß jede 
quadratintegrable Funktion %(t, t) nach den v, (r) entwickelbar ist (vgl. Kap. 2.1). 
Die Entwicklung nach solchen Funktionen — etwa eine FOURIER-Entwicklung 
— ist z. B. angebracht, wenn man die Eigenfunktionen %,(t) nicht kennt. 


Zur Beschreibung der Zeitabhängigkeit des Materiefeldes (tr, t) ist es not- 
wendig, daß die (komplexen) Entwicklungskoeffizienten c, Zeitfunktionen wer- 


den, 
| vH =Larlt) ol) dk (75) 
k 


1) Für den Fall, daß #, diskret und E,- kontinuierlich ist, genügt das Verschwinden von 
u,(r) undgrad «, (rt) im Unendlichen, um aus Gl. (72) die Orthogonalität von u, (r) und v,-(t) 
zu beweisen. 
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Wegen der Orthogonalität (74,) der Funktionen v,(r) läßt sich diese Gleichung 
nach den Entwicklungskoeffizienten c,(t) auflösen: Man multipliziere mit v} (rt) 
und integriere unter Benutzung von Gl. (74,) über den ganzen Raum, 


z() = Sorte) yet) di |. (76) 


Die Entwicklung (75) und ihre Umkehrung (76) ist die Verallgemeinerung des 
Fourierschen Theorems auf ein beliebiges, vollständiges, orthonormiertes Funk- 
tionensystem v,(r). 


Die Entwicklung nach den stationären Lösungen ,(t) ist ein Spezialfall: Es 
wird 
® 


c() = ne =; (77) 


Eine andere (fast triviale) Entwicklung ist jene nach ö-Funktionen: Man ersetze 
v.(t)— d(rt — r’) (mit kr), so daß die Entwicklungskoeffizienten c, mit der 
Feldfunktion y(r) identisch werden. 


Setzt man die Entwicklung (75) in die zeitabhängige ScHRÖDINGERsche Feld- 
gleichung ein, so erhält man 


3 2% a v,(1) dk = Lau [5 A+ vo] v.(t) dk. 


Multipliziert man wieder mit Rn und integriert über den Raum, so erhält man 
wegen der Orthogonalität der v; (nach Vertauschung von kmit k’) die Gleichung 


a _Yoyoprl) de (78) 
k’ 


Dabei sind die Koeffizienten &r gegeben durch 
Ep = 1: (t) -% A+ ve] %..(t) dir. (79) 


Das Differentialgleichungssystem (78) ist äguivalent zur SCHRÖDINGERSschen 
Feldgleichung und bestimmt die Zeitabhängigkeit der Koeffizienten c; (f). 


Wählt man für die v;(t) speziell die Lösungen z_(t) der zeitunabhängigen SCHRÖDINGER- 
Gleichung, so folgt aus Gl. (79) 


Eu = E, dla, a’), (79a) 
und aus (78) wird 

_: dc, (t) = 

Ta EaCa(t), (78a) 


woraus wieder das bekannte Ergebnis (77) folgt. 
Entwickelt man andererseits nach ö(t — r’), so erhält man aus Gl. (79) [t—r] 


ee = [86-9 [- 34:4 vw] se - new, 
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2 
d.h. Eu - u Da vo] Str). (79b) 


G1.(78) geht dabei natürlich wieder in die Form (1) der zeitabhängigen SCHRÖDINGER- 


schen Feldgleichung über. 


b) Entwicklung der Observablen des Materiefeldes 
nach den Amplituden von Partialwellen 


Setzt man die Entwicklung (75) des SCHRÖDINGER-Feldes nach irgendwelchen 
„Partialwellen‘ v,(t) in diein Kap. 1.4 gewonnenen Ausdrücke für die Obser- 
vablen des Feldesein, so erhält man diese in Abhängigkeit von den Amplituden 
c,(f) der Partialwellen. 


Für die ‚Intensität‘‘ des Feldes ergibt sich auf diese Weise 
N = [yryddz = [LorMvEld) (lt) %(r) dk dk ddr 
BACK. 


und bei Berücksichtigung der Orthonormierung der v, 


N=-$40 a () dk |. (80) 
k 


Die gesamte Intensität setzt sich also additiv aus den Intensitäten 

N.) =40 (81) 
der einzelnen Partialwellen zusammen. Diese Partialintensitäten sind im all- 
gemeinen zeitabhängig nach Maßgabe von Gl. (78). Entwickelt man jedoch spe- 


ziellnach den Lösungen u, (t) der zeitunabhängigen SCHRÖDINGER-Gleichung. so 
folgt aus Gl. (77), daß dann die Partialintensitäten zeitlich konstant sind, 


N,= de. (82) 
Eine entsprechende Rechnung für die gesamte Feldenergie W führt auf 


| WS erCH (t) c%(t) dk dk’ | } (83) 
kk’ 


Im Fall stationärer Partialwellen ergibt Gl. (79a) die Vereinfachung 
W=YB,&c,da=Y E,N,da |, (84) 
a a 
d. h., die Gesamtenergie ist die Summe über die Energieeigenwerte, multipli- 


ziert mit den Intensitäten der zugehörigen stationären Partialwellen. 


Für den @esamtimpuls des Materiefeldss folgt 


BP= Fri) (W) dk dk’, (85) 
kk’ 
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wenn man setzt 
) = grad 9, (t) ddr. (86) 


Entwickelt man insbesondere nach ebenen Wellen v;, — (2r)-?!? eift, so wird 
Pre = ht — F), und der Gesamtimpuls vereinfacht sich zu 


B= [REN 1) dk. (87) 


Es ist dabei zu beachten, daß die Partialintensitäten N (f, t) der ebenen Wellen 
bei Anwesenheit eines Potentials nicht zeitlich konstant sind, weil die ebenen 
Wellen dann keine Lösungen der zeitunabhängigen SCHRÖDINGER-Gleichung 
sind. Nur im kräftefreien Fall ist N (f) zeitunabhängig: 


Die Entwicklung der übrigen Observablen des Feldes, wie Schwerpunkt, 
Drehimpuls usw., nach den Amplituden der Partialwellen liegt auf der Hand. 
Wir wollen daher auf ihre Anschreibung verzichten. 


Aufg. 22: Man entwickle den Schwerpunkt NR und den Drehimpuls % des SCHRÖDINGER- 
Feldes nach ebenen Wellen. 


Sechstes Kapitel 
Das Versagen des Wellenbildes der Materie 


$ 1. Die elektromagnetische Selbstwechselwirkung 
eines geladenen Materiefeldes 


Die Bewegung eines geladenen Materiefeldes wird durch die SCHRÖDINGERSsche 
Feldgleichung (1.3-38) beschrieben. Die darin auftretenden elektromagnetischen 
Potentiale X und @ können einerseits durch äußere elektromagnetische Felder 
verursacht werden. Andererseits sind aber auch die Raumladung o und der 
elektrische Strom i des Materiefeldes selbst wiederum Quelle eines elektromagne- 
tischen Feldes, das auf die Verteilung (rt, t) des Materiefeldes rückwirkt. Zur Er- 
fassung dieser elekiromagnetischen Selbstwechselwirkung des SCHRÖDINGER-Feldes 
ist es nötig, die Ausdrücke (1.4-11) für Ladung und Strom des Materiefeldes in 
die MaxweLschen Gleichungen einzusetzen. Insgesamt erhält man damit zu- 
sammen mit Gl. (1.3-38) ein Differentialgleichungssystem, das das SCHRÖDINGER- 
Feld mit dem MaxwELL-Feld koppelt!). 


Wir wollen hier jedoch nur einen Effekt des Eigenfeldes, nämlich die CouLomB- 
sche Wechselwirkung der Raumladungsverteilung eines Materiefeldes behandeln. 


X) Legt man an Stelle der SchröpıngeErschen Feldgleichung zur relativistischen Be- 
schreibung des Elektronenfeldes die sog. DirAc-Gleichung zugrunde, so hat man den feld- 
theoretischen Ausgangspunkt der Quantenelektrodynamik vor sich. 
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Das durch die Stromverteilung erzeugte elektromagnetische Strahlungsfeld 
bleibt unberücksichtigt. In der Schröpıngerschen Feldgleichung kommt also 
der Einfluß des elektrostatischen Potentials , das sich nach der Poissonschen 
Gleichung berechnet, hinzu, 


Rh h° 
WU _ FE m+YOy+gpy=0 


(1) 


Ap + Angy*y = 0 


Dabei ist V(r) die potentielle Energie äußerer Kräfte, z. B. im Atom die CoU- 
LoMB-Wechselwirkung mit dem Kern, während o(r) das elektrische Potential 
ist, das durch das Materiefeld am Ort r hervorgerufen wird. Wie aus der Elek- 
trostatik bekannt ist, ergibt die Integration der zweiten Gleichung für im 


Aufpunkt r 
u er 6) 
r 


t<- rl 


Durch Einsetzen in die SCHRÖDINGERsche Feldgleichung erhält man 


[ö ® & Er ’ 
Ita - 7 A+rW+R er ala = (3) 
; 


m r—-r] 


eine komplizierte, nichtlineare Integrodifferentialgleichung für das Materiefeld 
y(t, t). Der Einfluß der abstoßenden CovLomB-Wechselwirkung ist an Stellen 
großer Intensität besonders groß und äußert sich in einem Auseinanderdrängen 
des Materiefeldes. 


Setzt man in (3) die Entwicklung (1.5-75) des Materiefeldes nach Funktionen 
v,(t) ein, so erhält man in Erweiterung von Gl. (1.5-78) für die zeitabhängigen 
Entwicklungskoeffizienten c, (£) jetzt die Gleichung 


= [3 de; (£) = E Bygebge (t) dk' Die 
i d - (4) 
k . 
+ LE nam alt) 4, 6, () Ak, dk, dk, 
kı,ka,ks 


Dabei ist &;r wieder durch Gl. (1.5-79) gegeben. Die Größen 
vet) vF (le) v, (er) vo, (d 
Erkkak, = T f EA ERDE er 5 = er) ddr ddr’ (5) 
um 
stellen den Einfluß der CouLomBschen Selbstwechselwirkung dar. 
An dieser Stelle stoßen wir auf eine weitere Schwierigkeit des reinen Feldbil- 


des: Bei einer feldtheoretischen Beschreibung eines Elektrons durch ein auf ein 
bestimmtes Raum-Zeit-Gebiet konzentriertes Materiefeld y(r, £) sollte dieses 
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Feld nach Gl. (3) eine innere elektrostatische Abstoßung erfahren. Man müßte 
daher statt der einfachen ScHRÖöDINgERschen Feldgleichung (1.3-32) stets die 
kompliziertere Gleichung (3) verwenden. Die darin enthaltene elektrostatische 
Selbstwechselwirkung läßt sich aber z. B. in einem Wasserstoffatom experi- 
mentell nicht nachweisen! Die richtigen Energiewerte ergeben sich vielmehr, 
wenn man ad hoc die innere CouLoMB-Wechselwirkung der Elektronenwolke 
nicht berücksichtigt. Die historische SCHRÖDINGERsche Herleitung der Energie- 
eigenwerte des Wasserstoffatoms enthält also eine im Rahmen des klassischen Feld- 
bildes unverständliche Voraussetzung. 


Sind jedoch mehrere Elektronen in der Ladungswolke ‚enthalten‘ (z. B. im 
He-Atom), so macht sich die CouLomgsche Selbstwechselwirkung experimentell 
bemerkbar, freilich auch nur in einer modifizierten (quantisierten) Weise. Erst 
im Grenzfall sehr großer Teilchenzahlen liefert die feldtheoretische Gleichung 
(3) Ergebnisse, die mit den Experimenten übereinstimmen. 


$ 2. Feldgleichung und Teilchenzahl 


Aus einer Reihe von Argumenten gegen den Versuch, die Teilcheneigenschaf- 
ten im Wellenbild befriedigend unterzubringen, haben wir zwei wesentliche 
kennengelernt: Erstens das nach der Feldtheorie gegebene rasche Zerfließen der 
Wellenpakete, die die Lokalisierung eines Teilchens zum Ausdruck bringen soll- 
ten und zweitens die eben erwähnte elektrostatische Abstoßung innerhalb der 
Materiewolke eines Elektrons, die experimentell nicht nachweisbar ist. 


Der Begriff des Teilchens ist dem Wellenbild ebenso fremd wie der Begriff der 
Wellenlänge dem Partikelbild. Im Rahmen der Feldiheorie ist überhaupt nicht zu 
entscheiden, welche Anzahl von Teilchen durch die Feldgleichung erfaßt wird, d. h., 
ob ein Teilchen in einer Ladungswolke verschmiert ist oder ob mehrere Teil- 
chen in ihr enthalten sind. 


Da die Intensität N = f y*y d®r — ein Maß für die Stärke des Feldes — durch 
die SCHRÖDINGERsche Feldgleichung nicht festgelegt wird, liegt es nahe, diese 
Größe mit der Anzahl der Teilchen zu korrelieren. Diese Intensität muß also in 
ähnlicher Weise ‚„gequantelt‘‘ sein wie die Energie des PLanckschen Oszillators. 
Wegen der genannten Schwierigkeiten, die sich einer vollständigen Unterbrin- 
gung aller Teilcheneigenschaften im Feldbild in den Weg stellen, läßt sich aber 
eine befriedigende Theorie nicht einfach dadurch erreichen, daß man die Teil- 
chenzahl ad hoc im Feldbild einführt, indem man je nach der vorhandenen 
Teilchenzahl über den Wert von N verfügt. Es muß vielmehr eine solche Modifi- 
kation der Feldtheorie (die sog. ‚Quantenfeldtheorie‘‘) gegeben werden, in der 
auch z. B. das Zerfließen der Wellenpakete nicht mehr ein Auseinanderlaufen 
der Teilchen selbst bedeutet, so daß kein Widerspruch mit der Lokalisierung der 
Teilchen entsteht. Diese Quantentheorie ist u. a. in der Tat auch imstande, das 
im vorangehenden Paragraph erwähnte quantisierte Auftreten der COULOMB- 
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schen Wechselwirkungsenergie je nach der Anzahl der im Experiment beteiligten 
Elektronen zu erklären (Kap. 4.6). Für große Teilchenzahlen gehen die quanten- 
theoretischen Aussagen in jene der klassischen Feldgleichung (3) über, weil dann 
die spezifischen Partikeleigenschaften vernachlässigbar sind. Entsprechendes 
gilt auch für die klassische Elektrodynamik: Die Aussagen der MAxweLL-Glei- 
chung sind bei hoher Photonenzahl richtig. 


Darüber hinaus ist das Studium der klassischen Feldgleichungen auch des- 
halb von Bedeutung, weilsie den Ausgangspunkt für die Aufstellung der Quan- 
tenfeldtheorie bilden. 


Schließlich werden wir im Rahmen der Quantentheorie sehen (Kap. 3.5 u. 
4.1), daß die im vorangehenden Kapitel gegebenen Lösungen der SCHRÖDINGER- 
schen Feldgleichung one Wechselwirkung als quantenmechanische Lösungen 
von (nichtrelativistischen) Einteilchenproblemen interpretierbar sind — sofern 
man die klassische Feldfunktion y(t,t) als ‚„Wahrscheinlichkeitsamplitude 
Ö(t, t) für eine Ortsmessung“ liest. 


Siebentes Kapitel!) 


Der Lagrange- und Hamilton-Formalismus für Felder 


Für den Übergang vom klassischen Feld zur Quantenfeldtheorie ist es zweck- 
mäßig, die klassische Feldtheorie in eine solche Form zu bringen, die mit der 
LAGRANGE- und HamıtrTon-Theorie der Punktmechanik (Kap. 1.2) möglichst 
übereinstimmt. Diese Formulierung der Feldtheorie ist keineswegs auf das 
SCHRÖDINGERsche Materiefeld beschränkt. Wir betrachten irgendein Feld, das 
durch Komponenten y,(r, t) beschrieben wird; im Fall des elektromagnetischen 
Feldes sind dies die Potentiale A und 9, im Beispiel des ScHRÖDINGER-Feldes 
Real- und Imaginärteil von y. Der Index ö kann aber auch die Komponenten 
verschiedener Feldtypen umfassen, die untereinander in Wechselwirkung stehen. 


$ 1. Die Feldgleichungen als Lagrangesche Gleichungen 


Ebenso wie in der Mechanik die Bewegungsgleichungen für 9, (f) aus dem Wir- 
kungsprinzip (1.2 $ 1) hergeleitet werden, sollen nun die Feldgleichungen für 
y,(t, i) mit einem Variationsprinzip verknüpft werden. Dazu ist es nötig, für die 
verschiedenen Felder (SCHRÖDINGER, MAXWELL usw.) eine LAGRANGE-Funktion 
so zu wählen, daß die zugehörigen Laarangzschen Gleichungen mit den ge- 
wünschten Feldgleichungen übereinstimmen. Die Bedeutung dieses Vorgehens 
liegt also nicht in der Gewinnung einer bestimmten Feldgleichung (die gibt 


!) Dieses Kapitel kann beim ersten Studium überschlagen werden. Es wird erst im 
Kap. 4.6 wesentlich benötigt. 
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man sich ja vor), als vielmehr darin, auch für Felder einen mathematischen For- 
malismus zu entwickeln, der weitgehend mit jenem der Mechanik übereinstimmt 
und der es auch z. B. — wie dort (1.283) — erlaubt, die Zusammenhänge zwischen 
Symmetrie und Erhaltungssätzen zu formulieren und daraus zu Definitionen von 
physikalischen Observablen der Felder zu gelangen ($ 4). 


In der Mechanik besitzt man eine einzige unabhän- 
gige Variable (die Zeit t),und man hat daher ein eindi- 
mensionales Variationsproblem vorliegen. Bei den Fel- 
dern hingegen sind die unabhängigen Variablen die 
Raum- und Zeitkoordinaten rt, t, so daß der wesentliche 
Unterschied gegenüber der Mechanik darin besteht, daß 
jetzt das Variationsproblem vierdimensional ist, 


Mechanik Feldtheorie Fig. 25. Zum Varia- 
tionsprinzip der Feld- 


pt: ‘ 
ö f Ld=0, d f Ided=0|. (1) theorie 
p® . 


Das Integral wird über einen vierdimensionalen Bereich /' erstreckt. Zur Ver- 
anschaulichung istin Fig. 25 für ein Problem mit einer Ortsvariablen die gesuchte 
Funktion y (x, t) über dem Gebiet /' der x, t-Ebene gezeichnet. Man beachte die 
Analogie zu Fig. 9. 


Es ist zweckmäßig, an Stelle der Zeit t eine Variable der Dimension eines 
Ortes einzuführen. Damit der Kalkül auch gleich auf relativistische Felder zu- 
geschnitten ist, benützt man dazu die Größe x, = ict!) (c = Lichtgeschwindig- 
keit). 


An Stelle der f Lagekoordinaten g9,(t) in der Punktmechanik treten jetzt 
/ Feldkomponenten y,(z,) @=1,..., f). Ist das Feld komplex (wie das ScHRö- 
DINGER-Feld), y = y; + iYy,, so fungieren Real- und Imaginärteil p,, y, als zwei 
Komponenten. Meist ist es statt dessen bequemer, y und y* als unabhängige 
Feldkomponenten aufzufassen (,‚kein Stern‘ und ‚Stern‘ sind dann als Indizes 
i zu lesen). 


Die LAGRANGE-Funktion / (‚„„LAGRANGE-Dichte“) eines Feldes ist eine Funk- 
tion der Feldgrößen y, und ihrer räumlichen und zeitlichen Ableitungen, die wir 
abkürzend mit 


am B=el..8i-h..,n) (2) 


bezeichnen. Außerdem wollen wir zulassen, daß die LAGRANnGE-Funktion auch 
noch explizit von den x, abhängen kann, wodurch Fälle erfaßt werden, in denen 


!) Solange man jedoch nicht verlangt, daß sich x, = (%,, 23, 2, ict) wie ein 4-Vektor 
transformiert, bedeutet diese Bezeichnung allein natürlich noch keine relativistische In- 
varianz! 
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das betrachtete System ‚offen‘, d.h. vorgegebenen raum-zeitlichen äußeren 
Einwirkungen unterworfen ist, also etwa fest vorgegebenen Feldern, die bei 
der Variation selbst nicht mit in die Betrachtung eingeschlossen werden. An die 
Stelle der LAGRANGE-Funktion der Punktmechanik 


L= L(; % i) 
tritt somit bei Feldern die LAGRANGE-Funktion 


| I = Up, 8,9; &,) | e (3) 


Die tatsächlich vorliegenden Feldfunktionen y,(x,) sollen also durch die For- 
derung bestimmt werden, daß das vierdimensionale Wirkungsintegral (1) extre- 
mal wird. Die Behandlung dieses Variationsproblems erfolgt auf eine zum ein- 
dimensionalen Fall (1.2 $ 1) ganz analoge Weise. Wir wollen daher die entspre- 
chende Rechnung hier nicht noch einmal in voller Ausführlichkeit wiederholen. 


In diesem Kapitel lassen wir der Übersicht halber die Summenzeichen weg und 
treffen die Konvention, daß in einem Produkt über zwei gleiche Indizes stets zu 
summieren ist, z. B. 

a,b,=> 


In der Variation [analog Gl. (1.2-6)] 
Sl d4x) = Sl. dix + 1 ddtx (4) 


bedeutet der zweite Term die Variation des vierdimensionalen Volumelements 
d‘x = dx di. Weil d(x + 8x) aus d*x durch Multiplikation mit der Funktional- 
determinante entsteht, erhält man in erster Ordnung 


d’(& + dx) = det[d,(z, + dx,)] dx » (1+ 0,8x,) dx, 


d.h. 
dd’z = 8,8%, - d’x. (5) 
Berücksichtigt man ferner, daß für die Variationen von 0,y, 
80, y; — 0,8%; ns 8,Y; 2 0,82, (6) 
gilt [analog zu Gl. (1.2-4)], so erhalten wir aus Gl. (3) 
ö 
S(idie) = [e + sm 9,89; + =). En 
- 0) 
-F (! Ö,ı = = &y:) 2.2] d’x, 
wofür man — in Analogie zu Gl. (1.2-8) — auch schreiben kann 
4 
S(ldiz) = I. - ö, u)! Y; 
+ LE). 304] ® 


+8, ; + Qu 32, ]}- d*z 
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Dabei wurde als Abkürzung 


öl 
B =18,— 7 8,9; (9) 


der „kanonische Energie-Impulstensor‘‘ eingeführt.!) Die zweite Zeile in Gl. (8) 
läßt sich wieder in Analogie zu Gl. (1.2-9) umformen in 

& ö öl 
(ea) — 8,6 eg (; = du u) Op; ? (10) 


so daß jetzt die Variation des Wirkungsintegrals lautet 
u öl 4 
5 [tat (du, n0,) (m — m dm) d’z 
r 


& 
+ al dx, + EIER (Sy; = O,y; S 8=,)] df, =(. 


Dabei ist das vierdimensionale Integral über die dritte Zeile von Gl. (8), das eine 
Divergenz im r, t-Raum ist, in ein Integral über die dreidimensionale Oberfläche 
= Volumen V (Flächenelement df,), die diesen vierdimensionalen Raum be- 
grenzt, verwandelt worden (vgl. Fig. 25, dort ist V die Begrenzungskurve 


von J). 


Da die Variation auf der Begrenzung V wieder verschwinden soll, ist die zweite 
Zeile von Gl. (11) Null. Das vierdimensionale Integral der ersten Zeile verschwin- 
det bei beliebigen Variationen öyw, und öx, nur, wenn der Integrand verschwin- 
det: Man erhält die zum vierdimensionalen Variationsproblem gehörigen 
LagRaAngEschen @leichungen 


(11) 


8 [07 öl 
Oz 99,p: z |’ (12) 
die die Feldgleichungen für y,(x,) darstellen sollen. Zerlegt man die linke Seite 
in die räumlichen (« = 1, 2, 3) und zeitlichen Ableitungen, so lauten diese par- 
tiellen Differentialgleichungen 

8 4 ° & 
Oma Bay Di De = 


8 2. Der kanonische Energie-Impulstensor 


Setzt man in Gl. (10) die Feldgleichungen (12) ein, so erhält man für die Diver- 
genz des Energie-Impulstensors (9) 


= (= (=). ' (14) 


1) Nur bei relativistisch invarianten Feldern ist eigentlich die Bezeichnung ‚‚Tensor‘* 
angebracht. In diesen transformieren sich die Größen (9) tatsächlich wie die Komponenten 
eines Tensors im vierdimensionalen Raum. 
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Ist also ! von den Raum-Zeit-Punkten explizit nicht abhängig (isolierte Felder), 
so ist der vierdimensionale Energie-Impulstensor divergenzfrei. 


Wir zerlegen nun den Energie-Impulstensor nach den räumlichen und zeit- 
lichen Komponenten 


0,0 
ee (,ß = 1,2, 3) (15) 

Br = en; 

und erhalten damit die folgenden Observablen (Dichten) des Feldes: 
& 
Impulsströmung (Spannungstensor) 0,, = 18,5 Sa sy; (16) 
Impulsdichte = — 3 grad Y,, (17) 
i 
2 = [0 
Energieströmung 3=; Zee, Ver (18) 
E nergiedichte w= 3 Y —1. (19) 
i 


Für diese Größen gilt nach Gl. (14) 
(20) 


didc-+ u = (grad I),,» 
nu2 SW dä 
+), e 


Wir multiplizieren diese Gleichungen nun mit dem dreidimensionalen Volum- 
element d®r und integrieren über den Ortsraum. Dann lassen sich die beiden 
ersten Terme jeweils in ein Oberflächenintegral verwandeln, dessen Integranden 
im Unendlichen verschwinden. Der Rest ergibt 


ee [pdx= [ (grad), dr, (20a) 


[Pr = -/[{ OR: x. (21a) 


Für isolierte Felder sind die rechten Seiten Null, d. h., der Gesamtfeldimpuls 
B- [pie (22) 


= [ wd% (23) 


und die Gesamtfeldenergie 


sind konstant. 


Die Berechtigung für die Bezeichnungen „Impuls“ und ‚Energie‘ zieht man 
aus dem Transformationsverhalten gegenüber Raum- und Zeittranslationen: Wie 
wir in $4 noch genauer sehen werden, muß bei Invarianz gegen Translation 
im Raum die rechte Seite von Gl. (20a) verschwinden, und (22) ist als Folge davon 
konstant. Da in der Mechanik der Impuls bei derselben Invarianz konstant ist 
(und dadurch definiert wird), ist man daher auch für Felder berechtigt, (22) als 
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Gesamtfeldimpuls zu bezeichnen. Entsprechendes gilt fürdie Energie, wenn man 
die Zeittranslationen betrachtet. 


An dieser Stelle sei schließlich noch darauf hingewiesen, daß man zu Ö,, noch 
irgendeinen divergenzfreien Tensor A,, (mit 0,4, = 0) hinzufügen kann, ohne 
daß sich dadurch in den Aussagen von Gl. (14) und (20) bis (23) etwas verändert.!) 


$ 3. Beispiel: Das Schrödingersche Materiefeld 


Das ScHRÖDINGER-Feld unter dem Einfluß eines äußeren Potentials V (rt) 
wird durch die LAGRANGE-Funktion 


h . h? 
Il=— 7: yvry — Im grad y* grad y — Vy*y (24) 


beschrieben. Dabei werden — wie bereits erwähnt — y und y* als voneinander 
unabhängig zu variierende Feldgrößen betrachtet (y; — y, y*). Aus der 
Lasrangeschen Gleichung 
VER I 8 a 
aut Bu, Odpr | ar On* 
folgt in der Tat die SchröDIngErsche Feldgleichung 


[7 h? 
FI 4 = Vy, (25) 


während sich aus 
0) ö [0] 8 & 


p = dx. 00,2% dt 67 
die zu (25) konjugiert komplexe ScHhRöDIngERsche Feldgleichung ergibt. 


Aus dem kanonischen Energie-Impulstensor 


öl _ ö 
6,4 =] dur == D,y 9% — Bo,y* ö,yp* 
erhalten wir als 
2 * %* 
Impulsströmung 0, = d, = l Bu + m (FE = es öp Oy ) 


Impulsdichte P= = y* grady, 
(26) 
* 
Energieströmung 3= — us (grad y* = + grad y =) 4 


> A? 
Energiedichte u= 5, grad y* grady + Vyry. 


Dies sind genau dieselben Ausdrücke, die wir bereitsim Kap. 1.4 durch explizite 
Rechnung gewonnen haben. Die Behandlung im Kalkül der LAgRANGE-Funk- 
tion ist natürlich mit der dort angestellten Rechnung im wesentlichen identisch. 


1) 8,A,a= 0 wird durch Ay = & Ku Mit Ka — Kyeı gewährleistet. Wegen 
Kur = 0 gilt daher [ A, d?x = [ Kurdf, = 0, d.h. Bund Wsind unabhängig von A,,. 


7 Fick, Quantentheorie 
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$ 4. Symmetrie und Erhaltungssätze eines Feldes 


a) Allgemeine Formulierung 


Das Theorem von NoETHER (1.2 $3) über den Zusammenhang zwischen 
Symmetrietransformation und Erhaltungssätzen läßt sich auch für Felder for- 
mulieren. Wir betrachten dazu zunächst wieder eine beliebige Transformation 
der unabhängigen und abhängigen Variablen 


= la ..,2%4), 
BE (27) 
u = ul no Ye) 
oder, aufgelöst nach den alten Variablen, 
2, = 2,5... %); 
SE (27a) 
y = v(y hr, FERN 2). 
Durch Einsetzen dieser Transformation in Z!d%r wird eine neue LAGRANGE- 
Funktion !’ der neuen Variablen definiert, 


N ‚ ’ ’ y ° 
Ups 8,9, 2,) d'x = 1 (pi 9. Yu @)) dir (6. - &) 2.0008) 
7 


Die Feldgleichungen sind invariant gegenüber einer Transformation, wenn die 
neue LAGRANGE-Funktion mit der alten LAGRANGE-Funktion, geschrieben in den 
neuen Variablen, übereinstimmt, oder sich um die vierdimensionale Divergenz 
von Funktionen 2, (y,, x),) unterscheidet (weil die LagRangzschen Gleichungen 
für einen Divergenzausdruck identisch erfüllt sind, vgl. Aufg. 3), 


Up duyi 2) = Up yo) + Qu (29) 
Wegen Gl. (28) erhalten wir damit als Symmetriebedingung 
Ups 8,9: 2.) dr = pi, 0, 2) dir’ + 9,0, dia”. (30) 


Wir wollen nun speziell wieder solche Symmetrietransformationen betrachten, 
die eine kontinuierliche Gruppe (vgl. Anhang 5.4 $2) bilden, so daß wir uns auf 
die Behandlung infinitesimaler Transformationen beschränken können, 


2, =2,+dz,: 
vi=y + bp (31) 
up = Ay + döyyı- 
Die weitere Analyse geschieht wieder wie in 1.2 $3: Aus Gl. (30) wird infinite- 
simal b(ld!z) + 8,00, dr =0. (32) 


Ersetzen wir in Gl. (7) die Variation $ durch die Symmetrietransformation d, so 
erhält man 


(33) 
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Diese Bedingungsgleichung muß die LAGRANGE-Funktion erfüllen, damit die 
Transformation (31) die Feldgleichungen invariant läßt. Da die Felder die Gl. (12) 
und (14) erfüllen, folgt hieraus unmittelbar die Divergenzfreiheit 


8 
| 6, [any d + Oadar +59, | = 0 j (34) 


Wir bezeichnen den in der Klammer stehenden Ausdruck vorübergehend mit 
9„ = (9, icg,) und zerlegen die vierdimensionale Divergenz in eine dreidimen- 
sionale und eine zeitliche Ableitung, 

8,9, = divg +9, =. 
Integrieren wir über das dreidimensionale Volumen, so wird nach dem GaDss- 
schen Satz der erste Teil 


f divgdir = [ gdf=0 
v F 


ein zweidimensionales Oberflächenintegral, dessen Integrand im Unendlichen 
verschwindet. Man erhält also 


d 
# [a#e=0. 
12 


Berücksichtigen wir die Definition (15) für den Feldimpuls p und die Feld- 
energie w, so ergibt sich, daß das Volumintegral 


Is dp, + Por — wöi + 89,) dx = const (35) 
v 
als Folge der Symmetrie zeitlich konstant ist (Erhaltungsgröße des Feldes). 
Größen, die in der Punktmechanik und in der Feldtheorie gegenüber denselben 
Symmetrietransformationen invariant sind, stellen denselben physikalischen Begriff 
dar, wenngleich sie in beiden Bildern völlig verschieden realisiert sind. Wir können 


daher solche Observable des Teilchen- und Feldbildes mit demselben Namen be- 
zeichnen (z. B. Energie, Impuls). 


b) Beispiele 


1. Translation der Zeit (Energieerhaltung): 
Ein Feld ist invariant gegenüber einer infinitesimalen Zeittranslation 


dt = const, dr=0I, dy=0, 59, =, (36) 


wenn nach Gl. (33) ! explizit zeitunabhängig ist. Entsprechend Gl. (35) ist dann 
das Integral 

W= [wide = — [6, dx (37) 
konstant. Diese Größe ist somit als die gesamte Feldenergie zu interpretieren. 


7+ 
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2. Translationen im Raum (Impulserhaltung): 
dr = const, dBt=0, dy=0, 59,0. (38) 


Damit diese Invarianz erfüllt ist, muß ? ortsunabhängig sein, d.h., es dürfen 
keine äußeren Kräfte auf das Feld wirken. Nach Gl. (35) ist dann der gesamte 
Feldimpuls 


[07 
B = [pr [ d;gradyd% (39) 
konstant (Beispiel: SCHRÖDINGER-Feld im konstanten Potential). 


3. Drehung im Ortsraum (Drehimpulserhaltung): 
Eine linear homogene Transformation der Ortskoordinaten 


eniahel) (40) 
st bekanntlich eine Drehung, wenn die Matrix C die Orthogonalitätsrelationen 
CC, = Spy (41) 

erfüllt und det C,, = 1 ist. Für eine infinitesimale Drehung setzen wir an 
Op. = dpa + Ep» (42) 


Die infinitesimale Matrix e muß antimetrisch sein 
Ey a 17:78) (43) 


wie man sofort sieht, wenn man Gl. (42) in Gl. (41) einsetzt und quadratische 
Terme in e vernachlässigt. Die drei Zahlen &3, &31, &1z bedeuten die infinitesimalen 
Drehwinkel um die drei Koordinatenachsen z,, %,, 23. 


Haben wir ein skalares Feld vor uns (das sich also bei Drehungen im Ortsraum 
nicht verändert), so ist die infinitesimale Drehung durch 


da, — Leg DE = 0, di = 0, 59, = 0 (44) 


charakterisiert. Nach Gl. (33) führt dies auf die Bedingungsgleichung für Dreh- 
invarianz 


öl ° 
(x Tgeps + 0,8828 =(. (45) 
Bezüglich einer Drehung um die 3-Achse lautet dieses Ergebnis 

ö &ü 


Die beiden ersten Terme sind das Moment der äußeren Kraft £ = (grad !),z. Ver- 
schwindet insbesondere dieses Moment, so lautet die Bedingung für die Dreh- 
invarianz, daß der Spannungstensor 6,, symmetrisch sein muß, 


0,5 = Or (ß =1,2, 3). (46) 


Beim SCHRÖDINGER-Feld ($ 3) ist diese Bedingung in der Tat erfüllt. 
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Als Folge der Invarianz gegenüber Drehungen erhalten wir nach Gl. (34) 


(v«=]1,...,4) 
8,(0,.2 — 0,9%.) = 0 (6,8 =1,2,3) “m 


und nach Integration über‘ den Ortsraum 


= ); (tx p) d?r = const, (48) 
d.h., der Gesamtdrehimpuls des Feldes ist konstant. 


Bei relativistisch invarianten Feldern tritt an Stelle von Gl. (40) die vierdimensionale 
LoRENTZ-Transformation. Ist das Feld ein Skalar (dy, = 0), so ergibt sich (bei Abwesenheit 
eines Momentes) als Bedingung für LORENTZ-Invarianz die Symmetrie des gesamten kanoni- 
schen Energie-Impulstensors 

0 == 0,4 (49) 


und als Folge davon simultan der Drehimpuls- und Schwer punktsatz!). 

Sind die Felder nicht skalar, sondern z. B. ein Vektor oder Spinor, so transformieren sich 
bei Drehungen auch die Komponenten des Feldes untereinander, und es ist by, + 0 zu be- 
rücksichtigen. In diesem Fall wird zum kanonischen Energie-Impulstensor 6,, ein divergenz- 
freier Tensor A, hinzugefügt (vgl. S. 97), 


„0 + Am (Am = 0): (50) 
und die Bedingung der LoRENT2-Invarianz manifestiert sich in der Symmetrie 
Tao = Typ: j (51) 


Dies hat zur Folge, daB bei Abwesenheit eines äußeren Feldes nicht der Bahndrehimpuls, 
sondern 


I=8+6 (52) 


konstant ist, wobei der Spin © ein Vektor im Ortsraum ist, der durch das Verhalten der 
Feldkomponenten y, gegenüber Drehungen bestimmt wird. Im Gegensatz zu % erweist sich 
der Vektor © bezugspunktunabhängig 2), er ist eine innere Eigenschaft des Feldes. 


4. Phaseninvarianz (Ladungserhaltung): 
Die LAGRANGE-Funktion ] sei invariant gegenüber einer Phasentransforma- 
tion der komplexen Feldfunktion, 
voy = 
wow =e”y. 
Die infinitesimale Transformation dieser einparametrigen Gruppe ist daher 
gaREh by, = id, dyt = — idyt (54) 


gegeben. Die Gl. (33) besagt (der Stern ist als weiterer Index zu lesen!), daß die 
LAGRANGE-Funktion die Relation 


di O3 Ö a al "R 
TE a a Oi — 0 xp) 


(53) 


!) In nichtrelativistischen Feldern ist der Schwerpunktsatz eine Folge der GALILEI- 
Transformatıon (vgl. Aufg. 23). 
?) Nach !) 8. 97 folgt nämlich f (Aus ta — Asp %) dx = — [ (Kpıa — Kar) Br. 
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erfüllen muß, damit Phaseninvarianz gewährleistet ist. Wenn das aber der Fall 
ist, so sind nach Gl. (34) die Größen 
: & ö 
az lm, vi gar 1) (56) 
divergenzfrei (C ist eine noch willkürlich wählbare Konstante), 
8,,=0. (57) 


(7 
Die Phaseninvarianz eines komplexen Feldes führt also auf eine Kontinuitätsglei- 
chung. Die Komponenten von j, = (i,ice) interpretiert man (bei geeigneter 
Wahl von C) als elektrische Strom- und Raumladungsdichte des Feldes, 


j & er 
la a) 


öl öl e> 
er - 5%) 
mit 
divi+=0. (57a) 
Die Gesamtladung des Feldes 
= f oe Ar (59) 


ist bei Phaseninvarianz zeitlich konstant. 


Setzt man insbesondere die LAGRANGE-Funktion des SCHRÖDINGERSchen 
Materiefeldes [Gl. (24)] ein, so erhält man gerade wieder die Ausdrücke von 
Strom und Ladung (mit C=-— Y q) ‚ welche wir in 1.4 $1 durch explizite 
Rechnung gewonnen haben. 


Aufg. 23: Man untersuche die Invarianz der kräftefreien SCHRÖDINGERschen Materiefeld- 
gleichung gegen GaLıLei-Transformationen. 


$ 5. Kanonische Feldgrößen und Hamilton-Dichte eines Feldes 


Analog zur Punktmechanik definiert man durch 
ö 
= — 6 
nn, (60) 


„kanonische Feldgrößen‘‘, konjugiert zu den Feldamplituden %,. Wir wollen an- 
nehmen, daß die entstehenden Funktionen r, = n,(y, grad y,, y, x,) nach y, 
aufzulösen sind, 

Y: = vıly 7, grad y;, Zu)» (61) 
so daß man an Stelle von y, die kanonische Feldgröße x, verwenden kann. Die 
für diese Auflösung erforderliche en 


det © or — detz _ ER Er +0 (62) 
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ist jedoch leider bei vielen physikalisch auftretenden Feldern nicht erfüllt. In 
diesen Fällen muß das im folgenden gegebene Verfahren durch geschickte, auf 
das spezielle Problem zugeschnittene Überlegungen modifiziert werden, z. B. 
kann man von den dann untereinander abhängigen Variablen y, und x, durch 
Elimination zu einem kleineren Satz von unabhängigen Variablen y, und z, 
übergehen. Diese Methode werden wir weiter unten am Beispiel des SCHRÖDIN- 
GER-Feldes demonstrieren. Zunächst wollen wir uns jedoch mit dem Fall be- 
schäftigen, in dem die Auflösung (61) durchführbar ist. 


Wir definieren als HAmILTon-Dichte des Feldes 


(63) 


die nach Gl. (61) eine Funktion 
h= h(y, 7, grad y,, %,) (64) 


wird. Sie ist mit der Energiedichte des Feldes [Gl. (19)] identisch. Für die totale 
Veränderung von # erhalten wir (x = 1, 2, 3) 


_& 
&y; 


Er l & ÖL: 1 
= A a Eat (En) Di 


dh 3 dh 
dr tz, ri + ()« u 


Dabei kürzt sich nach Gl. (60) in der zweiten Zeile der erste Term gegen den vor- 
letzten weg, und man erhält durch Vergleich der verbleibenden, unabhängigen 
Differentiale 


. oh 0 oh 
Gm: nm Ba: an 


du: — = = in de): — ed Ze ( 


Berücksichtigt man noch die La@rangeschen Gleichungen (13), so erhält man 
daraus die Feldgleichungen in der HamILTonschen Form 


[> 
__ dh, ee) 
ar 9% 


Ergeben sich bei der Auflösung (61) abhängige Variable y, und z,,so führt das 
erwähnte Eliminationsverfahren dazu, daß in dem verbleibenden unabhängigen 
Satz w, und z, die HamrtLron-Dichte auch eine Funktion von grad z, wird, 


h=h(y,n, grad y,, grad x, 2,). (66) 
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In diesem Fall nehmen die HamıLronschen Gleichungen für ein Feld die allge- 
meinere Form 


oh oh 
var % om 
(67) 
5 oh Rr oh 
> “Op; 


an. 


Beispiel: Das SCHRÖDINGERsche Materiefeld. Aus der LAGRANngE-Funktion (24) 
erhalten wir, wenn wir y und y* als unabhängige Feldvariable ansehen, für die 
zugehörigen kanonischen Feldgrößen 


a=—tyr, a*—= 0.1) (68) 


In der LAgRAngE-Funktion (24) tritt y nur linear auf, so daß x keine Funktion 
von y wird. Wir können daher x nicht durch x ersetzen! Weil proportional y* 
ist und x* verschwindet, bilden die Größen y, y*, z, z* gar keinen Satz unab- 
hängiger Variabler. Es genügt daher, allein 


B und ı = ae] (69) 


als unabhängige, kanonisch konjugierte Feldgrößen einzuführen (4 =1). Für die 
HaMıLrton-Dichte 
h=ny-—I 
erhalten wir damit 
h S 
h= 5; grad grad y — + Vay. (70) 
Die HamıtTtonschen Gleichungen (67) ergeben 
. i Rh 
ur /v- 3dv: 
& i [0 
= Er VYn+ Imi AR, 


also gerade die SCHRÖDINGERsche Materiefeldgleichung für yund a = — u y*. 


8 6. Die integrale Lagrange- und Hamilton-Funktion 


Die LagrAangzeschen und Hamıtronschen Gleichungen für ein Feld nehmen 
völlig die Form der punktmechanischen Gleichungen an, wenn man von den 
Dichten ! und A} zu den räumlich integralen Größen 


L=/[ld« und H= [hd% (71) 
übergeht. Zwischen diesen besteht der Zusammenhang 
H=/[ny,de—L. (72) 


1) n* ist also nicht zu x konjugiert komplex. Der Stern spielt lediglich die Rolle eines 
Index! 
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Die integrale LAGRANGE-Funktion L istein Funktional (vgl. Anhang, Kap. 5.2) 
n = Liya pl. (73) 


Zwischen den Funktionalableitungen von Z und den partiellen Ableitungen von 
I besteht der Zusammenhang (Gl. 5.2-15) 


öL & öl a [0] 

u öy,; “Bay; ’ (74) 
XL 8 

7 700 


so daß die LaarAngzschen Feldgleichungen (13) in der integralen LAGRANGE- 
Funktion Z lauten 


(75) 


In entsprechender Weise lassen sich auch die HAamıLTonschen Gleichungen 
eines Feldes umformulieren. Die integrale HaAmıLTon-Funktion 4 ist ein Funk- 


tional H = Hly.n), (76) 
dessen Funktionalableitungen mit den partiellen Ableitungen von % [Gl]. (66)] 
durch ÖH oh „  öh 

ae a’ 2) 

BL, 

On, Om, * dar, 


verbunden sind. Die Feldgleichungen (67) nehmen damit die HamıLTonsche Ge- 
stalt 


(78) 


an. 


Aufg. 24: Man stelle grad y,; und grad z, durch Funktionalableitung des Gesamtfeldimpul- 
ses ® dar. 


$ 7. Formulierung in den Amplituden von Partialwellen 


Wir entwickeln die kanonischen Feldgrößen entsprechend den Überlegungen 
1.5 $7 nach einem vollständigen, orthonormierten Funktionensystem 


vl) = Yerlk, t) ul) dk, 
ö ; (79) 
mt) = V4lk, t) vf(ı) dk. 
k 


1) Zur Unterscheidung gegenüber dem Index ;, der die verschiedenen Feldkomponenten 
numeriert, schreiben wir jetzt in c,(k,t) die Variable k, die diskret oder/und kontinuierlich 
sein kann, als Argument. 
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Ausreinen Zweckmäßigkeitsgründen haben wir in der zweiten Zeile v£ geschrie- 
ben. Die Entwicklungskoeffizienten c und d erhält man umgekehrt aus 


(kt) = [yo t) vE (e) die, 

d,(k,t) = [ n;(% t) oy(t) dr. 

Setzt man die Entwicklung (79) in die integrale HAmıLTon-Funktion (76) 
ein, so erhält man Z als Funktional von c, und d, 

H= fr dr=H [c,d;]. (81) 


Multiplizieren wir die Hamıtronschen Gleichungen (78) mit vf bzw. v, und 
integrieren über den Ort, so ergibt sich 


3 3% dH m; 
c;(k) - [= vu d’r -[ = &,k) dr, 


: ei öH SL dH Öy, a 

d,(k) = - [ 2, dr = - vu de 
Damit lauten die HamıtLronschen Gleichungen in den Amplituden Ein und 
d(k) der Partialwellen v, 


(80) 


(82) 


Ist insbesondere der Index &k diskret, so wird H eine gewöhnliche Funktion der 
Entwicklungskoeffizienten c,, und d,, [vgl. Gl. (86)]. In diesem Fall vereinfachen 
sich die Funktionalableitungen in den HamıLTonschen Gleichungen (82) zu 
partiellen Differentialquotienten. 


$ 8. Beispiel: Das Schrödingersche Materiefeld 


Aus der differentiellen HamıLTon-Funktion (70) erhalten wir als integrale 
HamıLTon-Funktion des SCHRÖDINGER-Feldes 


Hr, y] = [ (gerad a grad y _—— + Vay) d’x 
=-+ a(-3,4+ V)yaz. 


Die zweite Zeile entsteht aus der ersten durch Anwendung des GREENschen 
Satzes (Fußnote 2) S. 66). Wegen 


(83) 


h * 
ee ra 


ist es jedoch zweckmäßiger, an Stelle von z und y die zueinander konjugiert 
komplexen Größen y* und y als unabhängige Variable zu verwenden, d.h. 


|ztw*,y1= [vr (- 3, A+ P)yar|. (84) 
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Die HamıtTtonschen Gleichungen nehmen dann die Form 
=. (85) 
an. 


Die Entwicklung des Ausdrucks (84) nach einem vollständigen Funktionen- 
satz v.(t) haben wir in 1.5 $ 7 bereits vorgenommen. Es ergab sich 


Hlc*, c] = Y > c*(k)e(k, k')c(k) dkdk' |. (86) 
k KK 


Bei diskretem k wird das Funktional also einfach eine Doppelsumme! Wegen 
d=-— 2 c* 
1 
wird aus der ersten Hamıtwronschen Gleichung (82) 


r de(k,t)_ ÖH = Kelk, k') c(k') dk‘. (87) 
k’ 


id rk) 


Diese Gestalt der ScHRÖDINGERschen Materiefeldgleichung haben wir bereits in 
1.5 $ 7a kennengelernt. Die zweite HamıtTonsche Gleichung (82) führt auf die 
zu (87) konjugiert komplexe Gleichung. 


Berücksichtigt man auch die CouLomBsche Abstoßung der SCHRÖDING ERschen 
Materieverteilung, so tritt an die Stelle von Gl. (87) die Relation (1.6-4). Das 
HamILTonsche Funktional ZH [c*, c] hat dahar in diesem Fall die Gestalt 


B=HHH,, (88) 
wobei 7, wieder durch Gl. (86) gegeben ist, während der Beitrag Hy der Wechsel- 
wirkung lautet 


Hyle*, c)=5 2 ,$, U elkr ki bdeik)eik)dh..dk | (8) 


Identifiziertt man die c(k) insbesondere mit den Feldamplituden y(t) selbst 
(1.5 $ 7a), d.h., ersetzt man v,(rt) durch die $-Funktionen $(r — t,), so erhält 
man für 


&(t,, ty: Tg. t,) =g JS Die 7 Rue u) de = anal — 5) ddr ddr’ 


r<-r] 


(90) 
area) %,| dt, — 9) (tz = tu); 
und aus Gl. (89) wird 

1 
Hr, el = a) y*(t,) Pan lt, — tz) dr, — u) pi) ytz) A’r, ... dir, 
oder 


HAyly*, yv] = 5 [[»* (1) y* (tz) ne Yo) pr) ddr, ddr, |. (91) 


108 1. Klassische Behandlung der Materie 11-7 8 9] 


8 9. Felder im Poisson-Klammer-Formalismus 


Im Kalkül der Funktionalableitungen stimmt die mathematische Beschrei- 
bung der Felder formal völlig mit jener der Punktsysteme überein. Man kann 
daher auch für die Felder denselben Poısson-Klammer- Formalismus entwickeln, 
der uns aus der Mechanik bereits bekannt ist (1.2 $ 4). 


a) Definition der Poisson-Klammern für Felder 


Wir betrachten irgend zwei Feldgrößen F und G, die als Funktionale 
F[iy,ra,] und G[y,z;] 


gegeben seien. Als Poısson-Klammer zwischen diesen beiden Größen verstehen 
wir den Ausdruck 


öF ög öG 
u Eu ER (ni Spule)  Önete) 25) ar i 2 


Neben der Summation über die verschiedenen Komponenten %k des Feldes tritt 
also noch eine Integration über die Ortsvariable rt, sie spielt also ebenfalls die 
Rolle eines Index. Die Beziehungen (1.2-59) bis (1.2-64) gelten natürlich auch 
für die Poısson-Klammern (92). 


Ersetzt man in Gl. (92) @ durch y,(t’), so ergibt sich 
öF pl) > 
{#, P \ D z 2) ui) 9 


Weil aber (vgl. Anhang Gl. 5.2-10) 


Ye) _ Pr 
Se) =,’ —n (93) 
gilt, so erhalten wir 
h ör 
{F,y,(d)} = re) (94) 
und entsprechend 
h ö 
Fan) = (95) 


also die zu Gl. (1.2-65) analogen Formeln. Für die kanonisch konjugierten Feld- 
größen y, und r,, zur selben Zeit ti genommen, gelten somit die Poısson-Klam- 
mer-Relationen 


Bei, tet, er 


{n; (v, 2), Y%rlr', t)} = dr Sr’ = ”) 
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Im Fall des ScHRÖDINgERschen Materiefeldes wird aus der letzten Gleichung 
wegen Gl. (69) 


Ep, vr", N} = 8 1"). (97) 


b) Die Feldgleichungen in Poisson- Klammern 
Für eine beliebige Observable F des Feldes, die als Funktional 


F=F{Wy,n,] 
vorgegeben sei, lautet (vgl. Anhang Gl. (5.2-9)) die zeitliche Veränderung!) 
5 öF . ör - or 
rt) te (08) 
° 


Berücksichtigen wir andererseits in (7, F} die HamıLronschen Gleichungen (78) 
e SH OF BF OH\ .z 
Bm ne) 


= I. RE ER 
= Zlteie tm) der 
so erhalten wir für die gesamte zeitliche Veränderung irgendeiner Feldobservablen 


F = IM, di; + ( ’ ws 


also dasselbe Gesetz wie in der Punktmechanik. 


Setzen wir hierin insbesondere F = y, bzw. r,, so haben wir die Feldgleichun- 
gen in Poısson-@estalt vor uns 


v={Hy): u,={H,n). (100) 


Aufg. 25: Man berechne für das ScHRÖDINGERsche Feld {A (t), y(r’)} und bestimme hierausy. 
Aufg. 26: Man beweise für ein Feldfunktional F die Beziehung 


grad F = — {B, F}-+ (grad F)ex (101) 


Welche Po1ısson-Klammer-Relationen ergeben sich hieraus zwischen den 
Komponenten von Feldimpuls ® und Feldschwerpunkt R? 


1) Die totale Zeitabhängigkeit des Funktionals F kommt einerseits durch die Zeitab- 
hängigkeit der Funktionen y,;(t, t) und z;(t, £), also vermöge der Lösung, und andererseits 
durch eine evtl. explizite Zeitabhängigkeit — bei festgehaltenen y, und 2, — zustande. 
Entsprechendes gilt für die örtlichen Abhängigkeiten (vgl. Aufg. 26). Zum Beispiel wird 
das Funktional H [Gl. (83)] über ein Potential Y(t, t) eine explizite Funktion von r und t. 


ZWEITER TEIL 


Der unitäre Vektorraum 


Vorbemerkung 


Die Kenntnis der gewöhnlichen Vektorrechnung samt der mit ihr verknüpften 
Transformationstheorie wollen wir als bekannt voraussetzen. Erweitert man die 
Konzeption eines Vektorraumes ins Komplexe, so gelangt man zum „unitären‘“ 
Raum U. Er bietet das mathematische Rüstzeug, mit dem die Quantentheorie 
behandelt wird. Wie wir noch genauer sehen werden, machen es dabei die mei- 
sten physikalischen Probleme notwendig, einen unitären Raum mit unendlich 
vielen Dimensionen (HILBERT-Raum) zu verwenden. 


Die mathematische Bedeutung des unitären Raumes liegt darin, daß sich viele 
Sätze aus der Theorie der Integraltransformationen (z. B. die der FOURIER- 
Transformation) in der einfachen, geometrischen Terminologie der Vektorrech- 
nung formulieren lassen. Dieser Zusammenhang führt dazu, daß die Quanten- 
theorie als eine in gewissem Maße „anschauliche‘‘ Geometrie und Dynamik in 
einem n- bzw. oo-dimensionalen unitären Vektorraum U, bzw. U, interpretiert 
werden kann.!) Ein solcher Raum existiert natürlich nur abstrakt (d.h. ‚‚in 
Gedanken‘) und hat mit dem gewöhnlichen Ortsraum nichts gemein. Durch 
die Interpretation der im Ortsraum (Labor) stattfindenden quantenmechani- 
schen Ereignisse im unitären Raum wird jedoch ein physikalischer Zusammen- 
hang gestiftet, den wir im dritten Teil dieses Buches kennenlernen werden. Zu- 
nächst wollen wir uns jedoch mit dem rein mathematischen Kalkül der unitären 
Räume beschäftigen. 


!) Um den engen Zusammenhang zwischen der Theorie des unitären Vektorraumes und 
der elementaren Vektor- und Tensorrechnung deutlich werden zu lassen, sollen im folgenden 
den wichtigsten Beziehungen des unitären Raumes Abbildungen zur Seite gestellt werden, 
in denen jene Aussagen geometrisch wiedergegeben sind, die verbleiben, wenn man die 
Beziehungen auf den reellen (zweidimensionalen) Raum spezialisiert. Damit diese Abbildun- 
gen die Begriffe des unitären Raumes und der darin formulierten Quantentheorie möglichst 
anschaulich machen, sind sie mit den Symbolen versehen, die im unitären Raum verwendet 
werden. Man muß sich jedoch stets bewußt sein, daß in diesen anschaulichen Bildern wegen des 
Fehlens der komplexen Eigenschaften und der Beschränkung auf eine endliche Dimension nur 
ein Teil des tatsächlichen Sachverhalts erfaßt wird. 
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Erstes Kapitel 
Die Vektoren des unitären Raumes 


$ 1. Linearität und Skalarprodukt 


Die Vektoren des unitären Raumes bezeichnet man durch 


93, x» Ip> ---» |D>; ..-, |w; od... - 
Das von Dirac eingeführte Symbol |) soll den Vektorcharakter der Größen 
zum Ausdruck bringen.!) Es hat also eine analoge Bedeutung wie die Fraktur- 
buchstaben oder der Pfeil in der gewöhnlichen, dreidimensionalen, reellen Vek- 
torrechnung. 


Die Vektoren des unitären Raumes sollen die aus der gewöhnlichen Vektor- 
rechnung bekannten linearen Gesetze erfüllen. Die aus zwei Vektoren |p) ‘und 
|x> gebildete Summe |p> + |x> ist wieder ein Vektor, für den wir auch |p + x) 
schreiben. Für die Vektoraddition sollen die Gesetze der 


Kommutativität | + |» = | + IP (1) 
und 
Assoziativität a+r+m=bkh)+n»+|p (2) 
gelten. Das Produkt einer (komplexen) Zahl c mit einem Vektor |p) ist wieder 
ein Vektor c |p) = |ep), den wir im erweiterten Sinne „parallel“ zu |p) nennen 
wollen. Für diese Multiplikation soll das Distributivgesetz 
cp+m=elm+elg (3) 


erfüllt sein. 


Je zwei Vektoren |p) und |y> ist als Skalarprodukt eine komplexe Zahl a 
zugeordnet. Dieses schreiben wir 


@lm=e (4) 
wobei aber jetzt — im Gegensatz zur reellen Vektorrechnung — die Reihenfolge 
im Skalarprodukt wesentlich ist.?2) Vertauscht man nämlich die beiden Faktoren, 


1) Die Diracsche Bezeichnungsweise ist von der hier gewählten insofern etwas verschie- 
den, als der Buchstabe, der innerhalb von |> steht, bei DirAo der Eigenwert (Quantenzah]) 
ist, zu dem der Vektor als Eigenvektor gehört (vgl. 2.3 $1). Während wir dafür |u,> 
schreiben werden, steht nach Dirac einfach | A). 

2) Es ist z. T. üblich, das Zeichen <p| zu verselbständigen, indem man jedem Vektor 
|p> einen ‚„‚dualen‘‘ Vektor <p| zuordnet, der aber nicht im Raum der |9) liegt, sondern in 
einem dualen Raum. Man nennt mit Dirao <p| einen dra- und |p) einen ket-Vektor, weilihr 
Produkt die Skalarproduktklammer (bra-c-ket) ergibt. Man kann jedoch auf die Inter- 
pretation in einem dualen Raum verzichten und <p| x> einfach als das Skalarprodukt der 
Vektoren |p> und |x> lesen, in dem aber die Reihenfolge wesentlich ist. 
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so soll die zu a konjugierte komplexe Zahl a* entstehen, 


lp = a*, (5) 
d.h. 


P»=@|lo* |. (5a) 


Das Skalarprodukt wird durch die folgenden Eigenschaften genauer definiert. 
Neben der Distributivität zur Addition 


4 


tn =@ln +w|lw (6) 
ist das Herausziehen einer komplexen Zahl aus einem Skalarprodukt wesentlich 
lem =c@|m- m) 


Steht die komplexe Zahl c jedoch beim ersten Faktor, so folgt aus Gl. (5) der 
bemerkenswerte Satz, daß diese konjugiert-komplex heraustritt, 


m =re|m- (8) 
AusGl.(5a) ergibt sich ferner, daß das Skalarprodukt eines Vektors mit sich 
selbst reell sein muß. Wir wollen darüber hinausgehend fordern, daß dieses 
Skalarprodukt stets positiv sein soll, 


lp>0, (9) 


wobei das Gleichheitszeichen nur gelte, falls |p) = 0!) ist. Damit ist es möglich, 
die Länge oder Norm eines Vektors zu definieren, 


ell=V/@|p. (10) 


In Analogie zur reellen Vektorrechnung nennen wir zwei Vektoren orthogonal 
zueinander, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet (ohne daß einer der beiden 
Vektoren Null zu sein braucht): 


E Id =0, |g> und |x) sind orthogonal |. (11) 


Aufg. 27: Was ergibt sich für das Skalarprodukt zweier paralleler Einheitsvektoren eines 
unitären Raumes ? 


8 2. Basisvektoren 


Um die Komponenten eines Vektors bezüglich eines Systems von Basisvek- 
toren angeben zu können, müssen wir zunächst festlegen, wieviel linear unab- 
hängige Vektoren — die wir dann als Basisvektoren benützen können — der 
unitäre Vektorraum U haben soll. Diese Anzahl n der linear unabhängigen 
Vektoren, d. h. die ‚„Dimension‘‘ des Raumes U,, ist so zu wählen, wie es das 


1) Wir bezeichnen den Nullvektor, definiert durch |p) + 0 = |p), durch eine einfache 
Null. 
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physikalische Problem erfordert, das in diesem Raum quantenmechanisch be- 
schrieben werden soll. Wir werden sehen, daß etwa zur Darstellung eines Spins s 
ein (2s + 1)-dimensionaler unitärer Vektorraum U,,,, notwendig ist. Für die 
quantenmechanische Behandlung der Bewegung eines Teilchens kommt man 
hingegen nicht mehr mit einem endlich-dimensionalen U aus. Es ist vielmehr ein 
unendlich-dimensionaler, unitärer Vektorraum U, nötig, was also heißt, daß es 
unendlich viele, linear unabhängige Vektoren in diesem Raum gibt. Ein solcher 
Übergang zu unendlich vielen Dimensionen birgt natürlich eine Fülle mathe- 
matischer Probleme in sich, auf die aber hier nicht näher eingegangen werden 
soll. Für die Quantentheorie ist als U, der sog. HILBERT-Raum 9 von Bedeu- 
tung, dessen Dimension ‚„abzählbar‘‘ unendlich ist, was bedeutet, daß die unab- 
hängigen Vektoren aus & durch die natürlichen Zahlen numeriert werden kön- 
nen. 


Darüber hinaus wird der HıLsert-Raum durch zwei weitere Forderungen charakteri- 
siert: 

a) 9 ist „vollständig‘‘, d. h., gilt für eine Folge von Vektoren |9,), |P,>; -.. das Cavcav- 
sche Konvergenzkriterium (d.h. || — || < e für m, n > N), so existiert ein Grenz- 
vektor |p), der wieder ein HıLserr-Raum-Vektor ist. 

b) 9 ist „‚separabel‘‘, d.h., für jedes Element |p> aus 9 gibt es eine Folge mit |p> 
als Grenzvektor. 


Die Zerlegung eines Vektors |p) nach linear unabhängigen Basisvektoren |v,> 


ist also in einem endlich-dimensionalen U, eine endliche Summe und im 
HILBERT-Raum 9 eine unendliche Summe 


Ip» E— 2 | 75 (12) 


Die Komponenten p, des Vektors |p) bezüglich der Basis 4%? 
|v,> sind dabei (komplexe) Zahlen, die durch den Index k 


numeriert werden.!) 
19 


Wie bei gewöhnlichen Vektoren wird das Rechnen Na 
besonders einfach, wenn wir orthogonale und normierte, 
kurz ‚„orthonormierte‘‘, Basisvektoren zugrunde legen I 


(Fig. 26). Die Orthogonalität bedeutet nach Gl. (11), 9,= (vlp? 

daß <v, | up) = 0 ist für k+k’. Die Normierung der Fig. 26. Ein Vektor |p> 
Basisvektoren soll auf die Länge eins erfolgen. Die Or- wundseine Komponenten 
thonormierung besagt also %=(% | 9 im Reellen 


<% | Yr) = dr: (13) 
Damit ist es möglich, die Gl. (12) nach den Komponenten 9, aufzulösen. Multi- 
plizieren wir nämlich mit irgendeinem Basisvektor |v;-) skalar 


ip = > 7 7979 


1) Mehrfache Summen können durch geeignete Wahl des Summationsindex ebenfalls in 
diese Form gebracht werden. 


8 Fick, Quantentheorie 
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so läßt sich die Summe über k wegen (13) sofort ausführen, und wir erhalten 
(wenn wir den Strich weglassen) für die Komponenten 


Pr = (vr |P- (14) 
Setzt man dieses Ergebnis in Gl. (12) ein, so ergibt sich die Identität 
Im = 2 vr ur |p- (15) 


Man bezeichnet ein System von Basisvektoren |v;> als ein vollständiges, nor- 
miertes Orthogonalsystem, wenn sich jeder Vektor |p) des betrachteten unitären 
Raumes durch Gl. (12) bzw. (15) darstellen läßt. 


Den Begriff der Vollständigkeit macht man sich am besten folgendermaßen klar: Läßt 
man aus einem vollständigen System von Basisvektoren einige weg, so erhält man ein un- 
vollständiges System — dasim Fall des HıLBerT-Raumes natürlich ebenfalls noch aus un- 
endlich vielen Vektoren bestehen kann —, weileben ein Vektor, der Komponenten in Rich- 
tung der weggelassenen Basisvektoren besitzt, nicht völlig in dem verkürzten System dar- 
gestellt werden kann. Zum Beispiel bilden in einem dreidimensionalen Vektorraum zwei 
Vektoren kein vollständiges System. 


Der spezielle unitäre Raum, der für die quantentheoretische Beschreibung 
eines bestimmten physikalischen Systems notwendig ist, wird — wie wir noch 
sehen werden (Kap. 3.4) — durch die spezielle Art dieses Systems, genauer ge- 
sprochen, durch die Relationen zwischen seinen Observablen festgelegt. Diese 
Relationen bestimmen nämlich Vektoren — die ‚‚Eigenvektoren‘“ eines Opera- 
tors (2.3 $ 1) —, die den für das betreffende physikalische Problem notwendigen 
unitären Raum per definitionem aufspannen. Die Vollständigkeit eines Basis- 
systems wird damit also zu einem physikalischen Problem. In den mathemati- 
schen Überlegungen dieses Teils des Buches wollen wir jedoch hierauf nicht 

nähereingehen und an einen durch einen vollständigen 
Im 9 Satz von Basisvektoren vorgegebenen unitären Raum 
denken. 


Während in den bisherigen Überlegungen der Index & 

die verschiedenen Basisvektoren in willkürlicher Weise 

k numerierte, erfolgt bei ihrer Festlegung durch ein 

Fig. 27. (Reellangenom- Eigenwertproblem die Numerierung durch die Eigen- 

mene) Vektorkomponen- werte (oder durch eine Funktion dieser). Der Index k 

ten 9, = <v, |) bei dis- erhält damit die Bedeutung einer physikalischen Größe 

kreten k-Werten (3.3 $ 4), deren Werte längs einer k-Achse (oder allge- 

meiner in einem k-Raum) aufgetragen werden können. 

Die durch das Eigenwertproblem definierten (reellen!) k-Werte können diskret 
(i. a. nichtäquidistant) und auch kontinuierlich liegen (Fig. 27 und 28). 


& 3. Diracsche Vektoren 


Wenn & kontinuierliche Werte annimmt, werden die Komponenten eines 
Vektors |p) zu einer (i. allg. komplexwertigen) Funktion p(k) der (reellen) kon- 
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tinuierlichen Variablen k. Dabei ist zu erwarten, daß in Gl. (12) die Summe zu 
einem Integral über k wird. Das System der Basisvektoren ist dann aber nicht 
mehr abzählbar unendlich, im Gegensatz zu dem Axiom des HILBERT-Raumes. 
Die mathematisch saubere Bewältigung dieser Schwie- DIKI-CvP Ip) 
rigkeit im Rahmen der Theorie des HILBERT-Raumes | 

erfordert Methoden, die über den Rahmen dieses 

Buches hinausgehen. Für die physikalischen Bedürf- 

nisse hat sich eine wesentlich einfachere Methode, die 

auf Dırac zurückgeht, als zweckmäßig erwiesen, bei N 
der die Axiome des HILBERT-Raumes etwas durch- 
brochen werden. Es sei jedoch bereits hier betont, daß mene) Funktion p(k) = 
alle letzten Endes physikalisch realisierbaren Ergeb- <uP |p> der kontinuier- 
nisse stets wieder im HILBERT-Raum zu interpretieren lichen Variablen k 
sind, weil bei der physikalischen Messung primär ei- 

gentlich immer Zahlenfolgen vorliegen, die erst durch Interpolation zu einer 
glatten Funktion werden. 


Fig. 28. (Reell angenom- 


Die Herleitung des FourIErR-Integrals aus der FoOURIER-Reihe ist ein Bei- 
spiel für den Grenzübergang von einer Zahlenfolge p, zu einer kontinuier- 
lichen Funktion o(k). Um allgemein solche Grenzübergänge im Kalkül des 
unitären Raumes zu formulieren, gehen wir von einem diskreten Satz ortho- 
normierter HıLBERT-Raum-Vektoren |v;,a,> aus, wobei Ak den Abstand be- 
nachbarter k-Werte angibt. Für den Übergang zu kontinuierlichem k bilden wir 
im Skalarprodukt mit einem beliebigen, festen HıLBerrt-Raum-Vektor |p) den 
Grenzwert!)?) 

lim SOn,ar |P> — 


De a: ) 


Den sich so ergebenden, komplexen Zahlenwert @(k) wollen wir als Skalarpro- 
dukt zwischen |p) und einem formalen Vektor |vp> auffassen, den wir einen 
Diracschen Vektor nennen, 


p(k) = «up |p- (17) 


In einprägsamerer Kurzform schreiben wir dafür 


(18) 


ı) In der Interpretation von k als Eigenwert eines Operators muß man sich für den 
Grenzübergang Ak — 0 diesen Operator in Abhängigkeit eines Parameters denken, bei 
dessen Veränderung die Eigenwerte dann immer dichter werden. 

2) Diese Grenzwertbildung ist ähnlich dem Übergang von einer diskreten Massenvertei- 
lung zu einer kontinuierlichen Dichte o=AM/Ax. Die im Gegensatz dazu in Gl. (16) 
stehende Wurzel wird durch das doppelte Auftreten der Basisvektoren in Gl. (15) bedingt. 
Mit dieser Definition des Grenzwertes wird dann die Summe über %k zu einem Integral 
[G1. (20)]. 


8*+ 
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Mit Hilfe dieser Definition ist man imstande, von der Komponentendar- 
stellung (15) eines HıLBerr-Raum-Vektors |p) zu einer Zerlegung nach den 
DrrAcschen Vektoren überzugehen 


9» = 2 [%, ar? ‚Ok | p) = an 2 Ivp > 74 | Ak, (19) 


wofür man ein / nn über % schreiben kann!) 


> | ED IR] er ak (20) 


Multipliziert man diese Gleichung skalar mit |vP) 2) 
ur |9) = F or | ver (or | Ak; (21) 


so ergibt sich nach Gl. (5.1-13), daß für die DieAcschen Basisvektoren die 
Orthonormierungsbedingung lautet 


PvP = dk — K) (23) 


(,,Normierung auf $-Funktion‘“‘). Die Länge der Diracschen Vektoren ist unend- 
lich, aber Vektoren mit infinitesimal benachbarten Indizes stehen bereits aufeinander 
senkrecht. Die Dir.acschen Vektoren sind daher keine echten Elemente des HILBERT- 
Raumes. Sie sind jedoch äußerst zweckmäßig, da ihre Skalarprodukte mit einem 
Vektor |py die (komplexen) Werte einer Funktion @(k) der kontinuierlichen Va- 
riablen k darstellen (Fig. 28). Durch die gegebene Herleitung wird klar, daß 
die 79% lediglich ein formales Mittel sind, um das dauernde Anschreiben von 
Grenzwerten zu vermeiden. Sie erlauben eine einfache und einheitliche Dar- 
stellung der Quantenmechanik. 


Wendet man im besonderen die Entwicklung (20) auf den Vektor |vx,ar> an, 


k+ök 
| %,ard = | [BR <op| Un,ar) dk’, 
k 


so genügt es dabei wegen der Orthogonalität die Integration nur über das Intervall Ak 
zu führen. Aus Gl. (18) folgt in der Grenze (vB. | vr ar) = (Ak)-12, so daß man die häufig 


verwendete Darstellung 
k-+Ak 


Ian = — [ werde (24) 
k 


1) Der Leser stoße sich nicht daran, daß die Integrationsvariable k in |vP) als Index steht. 
2) Gl. (20) gilt zunächst nur für das Skalarprodukt (y|p) mit irgendeinem HıLBERT- 
Raum-Vektor |x). Setzen wir |x) = (Ak’jH2|oy au), so wird in der Grenze Ak’ — 0 


an ‚An |vR> SAD 
Var 
Dieser Limes ist auf der rechten Seite von Gl. (21) gemeint. Die formale Vertauschung 


von Grenzwert und Integration liegt ganz im Rahmen der Definition der d-,, Funktion‘, 
(6.1 81). 


(ur |p> = lim (22) 


ak’>0 
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erhält, dienatürlich bei Ausführung der Integration über das kleine Intervall Ak wieder mit 
(18) identisch ist. Bei vorgegebenen |vP-> — z. B. gewonnen aus einem Eigenwertproblem mit 
kontinuierlichen Eigenwerten k’ — erhält man durch Integration über ein Intervall Ak 
nach GI. (24) einen echten HıLsert-Raum-Vektor (vgl. Aufg. 49). 


Verwendet man statt der Veränderlichen k eine andere Variable x, die eine 
differenzierbare, monotone Funktion x = x(k) ist, so muß wegen Gl. (18) der 
Zusammenhang 


|vP> Vax = jvP) Vak, (25) 
d.h. 
[vr> 
D u f} 


bestehen. In GI]. (20) tritt damit an Stelle des Integrals über % eines über x. 


Alle vorstehenden Überlegungen lassen sich in analoger Weise auch für Funk- 
tionen mehrerer Veränderlicher @(k,, kg, ...) formulieren (vgl. auch Kap. 2.4). 
Anstatt des einen Integrals über % treten dann mehrfache Integrale. In Gl. (25’) 
steht an Stelle von dx/d%k die entsprechende Funktionaldeterminante. j 


$ 4. Zusammenfassung in einheitlicher Schreibweise 


Neben den bisher besprochenen Fällen, in denen ein Vektor |p) eines unitären 
Vektorraumes entweder durch eine (endliche oder unendliche) Summe 
Ip = 2 vr? Pr 
oder durch ein Integral 


Ip = S Iw> p(k) dr 


k 


dargestellt wurde, ist es in der Physik häufig auch nötig, eine Zerlegung vorzu- 
nehmen, in der sowohl eine Summe als auch ein Integral auftritt, 


|p = 2 vr) pr + f |vP> Pk) dk. (26) 


Um nun im Rahmen allgemeiner Überlegungen nicht dauernd diese Fallunter- 
scheidungen machen zu müssen, vereinen wir diese Gleichungen in der Schreib- 
weise 


Ip) = x u) p(k)ar |. (27) 


Dabei soll also über % integriert werden, sofern & kontinuierlich ist — der Index 
D wird jetzt unterdrückt —, und summiert, soweit k diskret ist. Aus p(k) dk 
werden die Komponenteng,. Schließlich sollin Gl. (27) das eine Integral-Summen- 
zeichen auch repräsentativ für Integrale oder Summen über mehrere k,,k,, ... 
sein. 
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Wenn wir das KRONECKER-Symbol ö,,- und die Drracsche $-Funktion 
ö(k — k’) in dem gemeinsamen Symbol $(k, k’) vereinen, können wir die Ortho- 
normierung der HILBERT-Raum-Basisvektoren [Gl. (13)] und jene der DirAc- 
Vektoren [Gl. (23)] zusammenfassen zu 


| ve? = 8(k, k') |. (28) 


Da die Komponenten p(k) des Vektors |p) bezüglich der |v,) — im Kontinuum 
gedeutet als Funktionswerte — die Skalarprodukte 


p(k) = «u, | P) (29) 


sind [entsprechend Gl. (14) und (17)], wird aus Gl. (27) die Identität 


Ip -, [9x> <or | p dk (30) 


eine Zusammenfassung der Gl. (15) und (20). 
Verändert man die Basisvektoren um Phasenfaktoren 
[%> = 0% = eier [92 
80 ist [v,) <v,| = el®* |v,) <v,| eie® = |v,> <v,| dagegen invariant. Es gilt also 
I = E Io oe Ipr ak = £ [id oh Ir dk. 
Ein anderer Vektor |p’> entsteht jedoch, wenn man 
IP? = Em) co, | dk = Em) elr co, |p) dk 
k k 


bildet. Zum Beispiel ist 
[v2 91 + Ivo? 9 # lv» 9 — |v2> P2- 


$ 5. Skalarprodukt in Komponentenform 


Sind zwei Vektoren |p) und |y> in Komponenten bezüglich einer Basis |v;) 
gegeben 


ImLLlmPRak und DL lm)xik)ar, 
k k’ 
so läßt sich ihr Skalarprodukt 
lo =EL «r| vr P*(k) x(K) dk dk’ 
k # 


———_ 
wegen, GI. (28) vereinfachen zu 


lo = Lp*(k) xik) dk = J <p | 0) <o, |) dk (31) 
k k 
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Aus dieser Beziehung kann man also die Zahl <p |x> berechnen, wenn die 
Komponenten bzw. Funktionen p(k) und x(k) gegeben sind. 
Das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst 


lo =L pr) dk (32) 
k 


ist entsprechend Gl. (9) stets positiv. Für Vektoren |p) aus & ist dieser Ausdruck 
endlich, die Funktion 9 (k) ist ‚quadratintegrabel‘“. 
Aufg. 28: Man berechne die Länge und das Skalarprodukt (9 | x> der Vektoren 
le» +ilen > — i lv 
&) — = 
Im 5 Ix> TE 


’ 


B b 
b)|p= [Imdetak I|D= f lu eikdk. 


a a 


$ 6. Unitäre Basistransformationen 


Ein wesentliches Charakteristikum für einen Vektor ist die Transformation 
seiner Komponenten bei einem Wechsel der Basisvektoren. Um dieses Verhalten im 
unitären Raum kennenzulernen, stellen wir das neue System von Basisvektoren 
"|w,>, das wieder ein vollständiges, normiertes Orthogonalsystem sein soll, in der 
alten Basis |v,> dar, 


>= LE lodw(k)dk. (33) 
k 


Die Transformations-,, Matrix“ u,(k)=u (k,x), 
die im Kontinuierlichen eine (komplexe) 
Funktion der beiden (reellen) Veränder- 
lichen % und x ist, besteht also aus den 
Komponenten der neuen Basisvektoren be- 3 ER 
züglich der alten Basis (Fig. 29), Fig. 29. Drehung als reelles Analogon 


zum unitären Basiswechsel 
u,(k) =u(k,x) = (vu, |u,). (34) 


Die Forderung, daß die neuen Basisvektoren |u,) wieder orthonormiert sein 


sollen, a 
u |) = u*(k, a’) u(k, 2) dk = 3a’, 2) |, (35) 
k —n 


iefert die sogenannten Unitaritätsbedingungen für die Funktion u (k, x). Es han- 
delt sich um die Erweiterung der Orthogonalitätsbedingungen auf das Komplexe. 


Zerlegt man umgekehrt die Vektoren |v,> bezüglich der Basis |w,) 
w=Llwy@de mit y)=v(e k)= «u, |). (36) 
x 


so folgen für v(x, k) die Beziehungen 
v(x, k) = u*(k,&) (37) 
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und |) = E v*(z, k’)v(z, k) de = d(k, k). (38) 
= 
Aus der Komponentendarstellung eines beliebigen Vektors |p) bezüglich 
zweier Basissysteme |v,)> bzw. |u,> (Fig. 30), 


I = L lud pik) dk = $ |u,D Fla) de, (39) 

wobei k 2 
p(k) = <w,|p> und fe) = <u,|p> (40) 
v2? ist, erhält man sofort die Transformation 


zwischen den Komponenten p(k) und den 
Komponenten f(x), indem man entweder mit 
<u,| oder mit <v,| multipliziert 


f@)= SL vie, k) p(k) dk 
& 41 
Fig.30. Die Komponenten eines Vek- (41) 


tors |P> in den Basissystemen |» 


Pk) = L v*(@, k) fl) de 
und |w,> (reelles Abbild) © 


Die erste dieser Transformationsgleichungen bedeutet, daß eine Funktion f(x) 
nach einem vollständigen Orthogonalsystem von Funktionen v(x, k) entwickelt 
wird, wobei sich bei gegebenem f(x) die zugehörigen ‚„Entwicklungskoeffizien- 
ten‘ p(k) aus der zweiten Zeile berechnen. 


Ein Beispiel einer solchen Entwicklung ist aus der Theorie der FourIEr-Rei- 
hen bzw. des FoURIER-Integrals wohl bekannt: Die FourıEr-Transformation 
wird durch die Transformationsmatrix 


v(z,k) = mer eikz (42) 


bestimmt. 
FouRter-Reihe: 0 <r S2rn,k=0, +1,43... 


2r -F0O 
3)> |p= rl |u,> f(x) de = : 3 [vr> 9; 
(ya 5 wo 
ts ke, 
(41) Vor 1-20 


2x x 
9 = al e-ikz f(x) de, 


1 2r u 
3)> li = m ek I Su, 


1 +00 BR: 
(35) En (U, | U.) — Ir = eikz -2) _ Ile’ I x). 
k= —-o0 
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FovRIeEr-Integral: - o << +00, -o<k<+tm. 


+00 +9 
3)> IM= [ Iurt@de= [ |w pik) dk, 


+00 
=] par, 

(41) ne 
= |" Ie)d, 


ee , 
> he REM, 
—00 


1 TEOON nun: 
Bee [| RA AR= Sa — 2). 
00 
Je nach der physikalischen Problemstellung sind jedoch auch häufig Ent- 
wicklungen nach anderen vollständigen Orthogonalsystemen notwendig; man 
kann z. B. eine Funktion f(d, 9) auf der Einheitskugel nach Kugelflächenfunk- 
tionen Y"} (9,9) (vgl. 4.3 $ 2) entwickeln («— 9,9; k— 1, m): 


oo -I 
e)= 2232 NN); 
I=0 m=1 (43) 
= /) WHAT, HAN 
Once 


(42 = räumlicher Winkel = sin $ dd dp). 


Die Bedeutung der entwickelten Theorie des unitären Vektorraums unendlich 
vieler Dimensionen liegt nun gerade darin, daß dievermöge einer Entwicklung (41) 
zusammengehörigen Funktionen f(x) und »(k) als Komponenten eines ab- 
strakten Vektors |p> bezüglich verschiedener Basisvektoren interpretiert werden 
[G1. (39)]. Künftig bezeichnen wir die Komponenten f(x) und 9(k) desselben 


Vektors |p) mit 9 (x) und P(k), obwohl es sich natürlich um verschiedene 
Funktionen handelt. 


Zweites Kapitel 
Lineare Operatoren 


$ 1. Definition und Eigenschaften linearer Operatoren 


Erweitert man die Definition der Tensoren auf das Komplexe, und läßt man 
außerdem wieder unendlich viele Dimensionen des unitären Raums zu, so ge- 
langt man zu dem für die Quantentheorie so wichtigen Begriff des Operators: 
Wird ein Vektor |p) auf einen anderen Vektor |y> abgebildet (Fig. 31), so be- 
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schreiben wir diese Vektorzuordnung durch einen Operator £/ 1!) 


EZ 
I — Io = 2 | ) 
Für den neuen Vektor schreiben wir statt |y) auch | £ 9). 
1122 Projizieren wir die Vektorzuordnung (1) auf eine 
Basis |v,), so hat der Vektor |x> die Komponenten 
10-219» «| = «vu, | £ 9). Durch den Operator / wird 


also der Funktion p(k) = <v,|p> die Funktion 
x(k) = <v, | x) zugeordnet, 


dr) L pi |. 2) 


Fig. 31. Reelle Darstel- 
lung der Vektorzuord- Das Symbol Z% bedeutet also lediglich eine andere 


nung durch einen Opera- Schreibweise für das Funktionszeichen x. 


a Werden die Vektoren insbesondere in sich überge- 


führt, so stellen wir diese triviale Vektorzuordnung 
durch den Einheitsoperator 1 dar. Die Abbildung auf den Nullvektor erfolgt 
durch den Nulloperator ©. 


Es ist nicht notwendig, daß die Wirkung von Z£ für alle Vektoren |p) des Hın.BERT- 
Raumes definiert ist. Jene Vektoren |p), für die die Anwendung von 2 erklärt ist, bilden 
den sogenannten Definitionsbereich von Z/, und die Gesamtheit der sich ergebenden Vek- 
toren |£ 9) nennt man den Wertevorrat von £.?) 


Die betrachteten Operatoren sollen im folgenden dadurch eingeschränkt sein, 
daß durch sie eine lineare Vektorzuordnung vermittelt wird, d. h., es soll gelten 


2 \at+p9 = led + lg 
und (3) 
2 ap =a 2 | 
(a beliebige komplexe Zahl). 
Unter der Summe £ + M zweier Operatoren / und # versteht man einen 
Operator, für den gilt (Fig. 32) 


L+M\»=-L m» +M |: (4) 


Unter dem Produkt £/M soll ein Operator verstanden werden, der dasselbe 
bewirkt, wie wenn man zuerst M |p> = |.# p> bildet und dann auf diesen 


1) Operatoren bezeichnen wir durchweg mit Skriptbuchstaben. 

2) Wenn der Definitionsbereich eines Operators nicht der gesamte HıLBErT-Raum ist, 
sind — insbesondere bei der Lösung des Eigenwertproblems (Kap. 2.3) — detailliertere 
mathematische Untersuchungen notwendig, als wir hier in dieser Einführung in die Quan- 
tentheorie bringen wollen. Der Leser sei in dieser Hinsicht auf Lehrbücher der Funktional- 
analysis verwiesen. 
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Vektor den Operator / anwendet (Fig. 33) 
LAD=-LIND-I1 LM. (5) 


Die Wirkung von. £.# muß aber nicht mit jener vor „A £/ übereinstimmen. 


Fig. 32. Summe zweier Operatoren Fig. 33. Produkt zweier Operatoren 


Die Operatordifferenz 4 £ — £ M, die man abkürzend 


| ML—- LM =IM,SL)_ oder einfach [M, £] | (6) 


schreibt, bezeichnet man als Kommutator zwischen .# und £. Verschwindet der 
Kommutator, so ist .4Z£ = S£/ A, und man nennt die beiden Operatoren 
miteinander vertauschbar!). Als unmittelbare Folge der Definition des Kommu- 
tators gelten folgende Rechenregeln: 


[L,M=- MS) 


(7) 

[2,2] =0 (7) 

[L,aM]) = al/, M] (%) 

[I,a1] =0 (74) 

FI, +2» M= [LM + 1L, M] (%) 

LI LM = [L, MLa+Lıl» M] (7) 
[H,FLı FL) = 1M,Lı)L2+ Fıl#, 23] (7) 
EZIEZENESEZIEFERN E, EZAEZEZ =0 (78) 


(a = beliebige komplexe Zahl). Man beachte in Gl. (75) und (7,) die Reihenfolge 
der Faktoren! 


Für die Operatorsumme A £ + £/ A schreibt man manchmal auch 
ML+LM=M, SZ), (8) 
und nennt sie Antikommutator zwischen # und 2. 
Mit Summe und Produkt von Operatoren sind auch Polynome erklärt. 


3). Aus [4, £]=0 und [4, £]= 0 folgt im allgemeinen nicht die Vertauschbar 
keit von .4 mit 1! 
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Über Potenzreihen lassen sich damit auch Operatorfunktionen $ (Z) definieren 
FL = + Fr, Lrr+.--, (9) 


z. B. versteht man unter der Exponentialfunktion eines Operators die Reihe 
oo 


1 
et = Sr er (10) 
n=0 
Aus Polynomen in mehreren Operatoren £,,-£,, ... lassen sich entsprechend 
Operatorfunktionen 7 (Z,,£,,...) definieren. Dabei ist jedoch die Anord- 
nung der Faktoren wegen der im allgemeinen nicht gegebenen Vertauschbarkeit 
der Operatoren von Wichtigkeit, z. B. ist 
efıtrfı + efıef:, wenn [£, £,] #0 
(vgl. Aufg. 31). 
Unter der partiellen Ableitung einer Operatorfunktion 7(Z,,£,, ...) nach 
£/, versteht man den Operator 
EU FRE ae) A a) 
u Ve (1) 


dabei ist e eine gewöhnliche Zahl.!) Hieraus ergibt sich nach den Methoden der 
Differentialrechnung für Summe und Produkt 


° 07 0% 
wernN=-gtrr7 
° 07 06 

wrN- tr F: 


wobei man aber wieder auf die Reihenfolge der Faktoren achten muß. Für die 
Differentiation einer Potenz folgt 


ZL=ng (13) 


(12) 


und hieraus durch gliedweises Differenzieren von Gl. (10) für die Exponential- 
funktion 


get =ef. (14) 


Aufg. 29: Man zeige: Wenn .4 mit / vertauschbar ist, so ist .4 auch mit einer Potenz- 
reihe F(£/) vertauschbar. 


Aufg. 30: Man beweise die Beziehung 


(15) 


ı) Hängt ein Operator 7 von einem Zahlenparameter t ab, Z = #(t),so bedeutet seine 
Differentiation nach t 
44 _ „. Fli+9-70) 


dt e>0 [3 (11a) 
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wenn 
IL, Aa =4 19, Au = [9,4 [L,Mla = [2 [£, 4] 


und allgemein 
[£; Mn == [2, [Z; Mia] 
gesetzt wird. 


Aufg. 31: Man beweise mit Hilfe von Gl. (15) die Relation 


| et t+M et ot er 14:4] | (16) 


falls [£, [£, 4] = [4 [£; -4]] = 0 erfüllt ist. 


$ 2. Dyadisches Produkt. Zerlegung des Einheitsoperators 


Wie in der gewöhnlichen Tensorrechnung kann man auch im unitären Raum 
aus zwei Vektoren |u) und |v) ein dyadisches Produkt 


lu <o| (17) 


definieren, das — im Gegensatz zum Skalarprodukt «u |v) — ein Operator ist: 
Wendet man |u> <v| auf einen Vektor |9> an, so soll, wie die Schreibweise schon 
andeutet, der Vektor |y> = |w) <v | 9) entstehen 


I 1 = lu «wle>]. (18) 


Der neue Vektor |x> ist also parallel zu |w) und unterscheidet sich von |) um 
den Zahlenfaktor <v |p). Die Reihenfolge der Vektoren im dyadischen Pro- 
dukt (17) ist wesentlich, weil |v) <u| i. allg. einen anderen Vektor |x’> = |v> <u |p) 
ergibt. Im folgenden wollen wir zeigen, daß ein beliebiger Operator / als Summe 
(bzw. Integral) dyadischer Produkte geschrieben werden kann. 


In Kap. 2.1 sahen wir, daß ein beliebiger Vektor |p) eines unitären Raumes 
nach irgendeinem vollständigen, normierten Orthogonalsystem von Basisvek- 
toren |v,> entwickelt werden kann 
IP) = E Ivo u Ip) dk. (19) 

k 
Ziehen wir auf der rechten Seite den Vektor |p) hinter die Summe, so sehen 
wir, daß der Ausdruck $ |v,> <v, | dk auf jeden Vektor |p) wie der Einheits- 


k 
operator wirkt.!) Man erhält damit die dyadische Darstellung des Einheits- 


1) In Gl. (19) ist an sich die Reihenfolge von |v,> und <v, | p> gleichgültig. Die gewählte 
Reihenfolge ist jedoch für den Übergang von der Vektorgleichung (19) zur Operatorglei- 
chung (20) deshalb zweckmäßig, weil dann automatisch dierichtige Nomenklatur des dyadi- 
schen Produktes entsteht. 
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operators 
= Fl on |ar |, (20) 
k 


die man als die Zerlegung der Einheit nach irgendeinem Satz vollständiger Basis- 
vektoren bezeichnet. Diese Gleichung, die einerseits als Bedingung für die Voll. 
ständigkeit eines Systems von Basisvektoren gelesen werden kann, ist anderer- 
seits auch für die Ausführung vieler quantentheoretischer Rechnungen von gro- 
Ber Bedeutung: Man kann nämlich in irgendeiner Vektor- oder Operatorglei- 
chung den Einheitsoperator / einschieben, ohne daß sich dadurch an der Gültig- 
keit der Gleichung etwas ändert. Ersetzt man dann diese / nach Gl. (20) durch 
die Zerlegung nach irgendeinem geeigneten, vollständigen Basissystem |v,), 
so ergibt sich dadurch häufig eine zweckmäßige Umformung der Ausgangsglei- 
chung. Wir werden von diesem Trick, den man in physikalischer Sprechweise 
auch ‚‚Einschieben von Zwischenzuständen |v,)‘“ nennt, im folgenden häufig Ge- 
brauch machen. 

1. Beispiel: Liest man das Skalarprodukt (<p |x> = «p| 1x), so folgt aus 
GI. (20) unmittelbar die Beziehung (2.1-31). 

2. Beispiel: Schreiben wir für einen Operator /= £1, so erhalten wir 
nach Gl. (20) für den Operator Z die Darstellung 


= Sb E2 U) <oy| dk, (21) 
k 


also eine Summe (bzw. ein Integral) der dyadischen Produkte | v,) <v. |. 


$ 3. Matrixelemente eines Operators 


Zur zahlenmäßigen Erfassung eines Operators ist es notwendig, seine „Kom- 
ponenten‘ bezüglich eines (vollständigen, orthonormierten) Basissystems zu 
kennen. Dazu betrachten wir die Wirkung eines 
Operators£ auf Basisvektoren |v,) : Jedem Basis- 
vektor |v,) wird durch Z ein neuer Vektor |£ v,> 
zugeordnet (Fig. 34) 


Lw=-YIin)La,rdae. (22) 


m» Die Komponenten L(k’, k) der Vektoren |} £ v,) 
Lan nennt man die Matrixelemente des Operators / 
Fig. 34. Zur Definition der Ma- in der Basis |v,) 


trixelemente L(k’, k) eines Ope- 
rators £ L(k,k)=<y|Z£u)|. (23) 


Sind die Vektoren |v,) und |£ v,) in einer anderen Basis |u,> vorgegeben, d.h. 
ihre Komponenten (Funktionen) 


“u, | =ry(la)=v(e, k), 


(24) 
Ww,lLip=Lyle) = Lv, k) 
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bekannt, so folgt aus 


£=-1/= £ Iu,> <u,|£ dx 
62 


für die Matrixelemente <v;- | £ v,) die Beziehung 


| Lk, = Lie) Lore) de | (25) 


Durch die Angabe der (i. allg. komplexen) Zahlen L(k’, k) ist der Operator £/ 
bestimmt. Ist der zugrunde liegende unitäre Vektorraum n-dimensional, so ist 
L(k', k) eine Matrix L,., mit n Zeilen und n Spalten. Im Fall eines unendlich- 
dimensionalen Raumes hingegen liegt eine Matrix mit unendlich vielen Zeilen 
und Spalten vor, wenn das Basissystem |v,> abzählbar unendlich ist [wenn also 
in Gl. (22) eine unendliche Summe steht]; ist jedoch % kontinuierlich veränder- 
lich — in Gl. (22) steht dann ein Integral —, so ist L(k', k) eine Funktion der 
kontinuierlichen Variablen k’ und k. Wir werden auch in diesem Fall häufig von 
einer Matrix sprechen. 

Jeder Gleichung zwischen Operatoren wird durch Gl. (23) eine Gleichung in 
Matrixelementen zugeordnet. Im Gegensatz zur Operatorgleichung bezieht sich 
die Matrizengleichung jedoch auf eine bestimmte Basis des unitären Raums. 

Das Transformationsverhalten der Matrixelemente eines Operators beim Über- 
gang zu einer anderen Basis [unitäre Transformation (2.1 $ 6) — z. B. FOURIER- 
Transformation —] erhält man sofort, wenn man von 


L=1ILI=SL u) ir | Lv (| dk’ dk 
K _%k 


die Matrixelemente (u, | £ u,» bildet, 


L(®,) = EL vl‘, k') L(k', k) o* (m, k) AR’ de |. (26) 
k’k 


Die Umkehrung dieser Formel lautet 
Lk, = EL va, W) Lie‘, 2) v(w, k) da’ de. (26a) 
X = 


Mit Hilfe der Matrixelemente eines Operators / kann man die durch ihn 
vermittelte Vektorzuordnung |p> > | £Y> explizit angeben. Der Zusammen- 
hang zwischen den Komponenten des Vektors |.£ 9) in der Basis |v,), 


ww £p=L yik), 


mit jenen von |p) ergibt sich unmittelbar, wenn man Gl. (21) auf |p) anwendst 
und auf einen Basisvektor |vy.) projiziert, 


Lpk)= Lk, pik)ar |. (27) 
k 
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Zwischen den Komponenten (Funktionen) p(k) und Z/o(k) besteht also ein 
durch die Matrixelemente L(k', k) vermittelter linearer Zusammenhang. 


Ist im Fall von kontinuierlichem k die Funktion L(k’, k) eine Linearkombina- 
tion von Ableitungen der Drracschen d(k’ — k)-Funktion (mit k’-abhängigen 
Koeffizienten) 

Lie, k) = Alk) $k —k) + B(k) Sk — k) + CK)" (k — k) + ---, (288) 
so erhält man 
Spk) = [Aw + Bw) Zr +Ok) Gar + | J dW — m pl%) dk 
Pe dr der x } 


d.h., die Funktion /gp(k) entsteht in diesem Fall aus p(k) durch Differential- 
operationen 


Lyk)= [am + Bm + em + em]. (28) 


Bei Funktionen mehrerer kontinuierlicher Veränderlicher, @(k}, kg, ...), steht in 
der Klammer ein partieller Differentialausdruck 


ö ” 
Alkp ka) 4% Bilka ko ag + % Cu a + 
° e %J : 


Aufg. 32: Wie lauten die Matrixelemente des Einheitsoperators ? 


Aufg. 33: Man bestimme die Matrixelemente des Produkts £/ 4 aus denen der Faktoren 
£/ und 4 (Matrizenmultiplikation). 
Aufg. 34: Wie lauten die FOuRIER-transformierten Matrixelemente von 
d 


a) UK, =AR)SK—k, b)LE,k= Wi 


Aufg. 35: Wie ist die Gl. (28b) zu erweitern, wenn p,(k) außer von der kontinuierlichen 
Variablen %k noch von einer Größe o abhängt, die zwei Werte annehmen kann ? 


Aufg. 36: Unter der Spur eines Operators versteht man die Summe der Diagonalelemente 


nz k) dk | (29) 
k 


Man zeige, daß diese (komplexe) Zahl unabhängig von der zugrunde gelegten 
Basis ist. 


Aufg. 37: Man beweise 
PLINA=PAL. 
-& 4. Lineare Operatoren mit speziellen Eigenschaften 
a) Zueinander inverse Operatoren 
Ist die Vektorzuordnung |y> = £ |p) umkehrbar eindeutig, so ist durch die 
Umkehrung !p) = .£-! |y) ein Operator Z-1 (oder z ) definiert, den man zu 
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£ invers nennt. Hieraus ergeben sich sofort die Operatorgleichungen 


Bazzz (30) 


LHY)1=9J/, (a L= n £/-! (a = komplexe Zahl), (31) 
(LM) = M 12-1 (Reihenfolge!). 


Die letzte Beziehung folgt aus £.4(Z/ 4)! = 1 durch Multiplikation (von links) 
mit 2-1 und anschließender Multiplikation mit 4-1. Weil die Operatoren nicht ver- 
tauschbar zu sein brauchen, ist auf die angegebene Reihenfolge zu achten. 


Die Operatoren £ und £-! seien von einem Parameter t abhängig. Die Diffe- 
rentiation von 1 nach t läßt sich auf jene von £/ zurückführen, wenn man 
GI. (30) differenziert 


d nn _IL 95M db 
4: LLN) = Ar L1+$L Fra (U) 
und mit /-! von links multipliziert 
az id MN 
4 =” 4 GE ZA. (32) 


In den quantentheoretischen Anwendungen sind ‚transformierte‘“ Opera- 
toren 7’ von Interesse, die aus 7 durch einen Operator „/ gemäß der Bezie- 
hung 


P'=-HAF GN (33) 
entstehen. Ist der Operator 7 = f(F,, 7,, ...) eine Funktion von Operatoren 
FF -.., so erhält man den transformierten Operator 7°’, indem man im 


Argument die transformierten Operatoren 7, 7, ... einsetzt: 


[77.4219 9294 9,49]: (34) 


Diese Behauptung ist richtig, wenn f eine Summe oder ein Produkt ist 
AFı + F)ST=-AF AI2+AF,AT, (348) 
a 
ÄAFF,3AT= HAFT, AN. AS,AT. 


Sie gilt daher auch für Polynome und schließlich durch Grenzübergang auch für 
Potenzreihen. 


b) Zueinander adjungierte Operatoren 


Bildet man mit zwei beliebigen Vektoren |p) und |x) das Skalarprodukt 
<4|£ >, so kann man nach dem Operator .£! fragen, für den gilt 


EEZErZITN (35) 


9 Fick, Quantentheorie 
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Den hierdurch definierten Operator £? nennt man den zu Z£ adjungierien Ope- 

rator. Ersetzen wir |p) durch |y) und umgekehrt, so erhalten wir 
Wl£n=L'plp. 

Gehen wir jetzt durch Vertauschen der Reihenfolge im Skalarprodukt zur kon- 

jugiert Komplexen Gleichung über, so ergibt sich die mit (35) gleichwertige Be- 

a Lıla=ulLp. (36) 

‚Wenn man in einem Skalarprodukt einen Operator nach vorne bzw. hinten zieht, so 


geht der Operator in seinen adjungierten über. Unter Berücksichtigung von Gl. (20) 
lautet Gl. (36) in Komponenten bezüglich einer Basis 


L(LxW)*pk)ar = x*(k) L'pik) dr. (37) 
k k 


Für die Matrixelemenie folgt aus Gl. (36) 
ILL || Lyr* 
L!(k',k) = Li(k, k')*, (38) 

d.h., die Matrix des adjungierten Operators £? ist gleich der adjungierten Ma- 
trix von /, die man durch Transposition (Vertauschung von Zeilen und Spal- 
ten) und Übergang zum Konjugiert-komplexen erhält. 

Der Leser überzeuge sich selbst (Aufg. 38) von der Gültigkeit der One 
beziehungen 


oder 


ELLE = ER, 
LM! = LM, (LM = M!L! ie 2 


e) Hermitesche Operatoren 


Ist ein Operator mit seinem adjungierten ‚Operator identisch, so heißt er 
selbstadjungiert oder HERMITEsch 


Diese in der Quantentheorie besonders wichtigen Operatoren haben die Eigen- 
schaft, daß man sie ohne weiteres im Skalarprodukt , durchziehen‘ kann 


Hım=ulHp. (41) 
In Komponenten lautet diese Gleichung 
L (9 2()* Pk) dk = Lx*(k) Hp (k) dk. (42) 
k k 


Aus Gl. (38) und (40) folgt, daß die Matrixelemente HERMITEscher Operatoren 
die Relation 

H(k',k)—= H(k, k')* (43) 

erfüllen, d. h., Elemente, die symmetrisch zur Hauptdiagonale liegen, sind zu- 

einander konjugiert-komplex; die Diagonalelemente sind reell. Da diese Bedin- 

gung im Reellen auf eine symmetrische Matrix führt, sehen wir, daß die HEr- 
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MITEschen Operatoren gerade die komplexe Erweiterung der symmetrischen 
Tensoren sind. 

Für einen HermıTeschen Operator 5 ist das Skalarprodukt <p | #F 9) stets 
reell. Entwickelt man |p) nach einer Basis |v,), so erhält man die sogenannte 
HERrMITEsche Form 


IFM=LL HR E)p*k) ik) drdk. (44) 
| z 


Setzt man diesen Ausdruck gleich einer Konstanten, (p |3F 9) = const, so 
haben wir die mehrdimensionale, komplexe Verallgemeinerung der Mittelpunkts- 
gleichung einer Kurve 2. Ordnung 
Hpi+ 24,919 + Hz2p2 = const 

in den laufenden Koordinaten 9, = @(k) vor uns. Im Reellen kann man bekannt- 
lich diese ‚‚Tensorellipse‘‘ bzw. im Dreidimensionalen das ‚Tensorellipsoid‘‘ zur 
Konstruktion der Vektorzuordnung |p> — | 5% 9) benutzen: Bezeichnet |p) 
als Radiusvektor einen Punkt auf dieser Kurve bzw. Fläche, so gibt die Nor- 
male an dieser Stelle die Richtung des Vektors | # 9) an (Fig. 35). — Wenn- 
gleich für unitäre Vektoren eine solche geometrische 
Konstruktion natürlich nicht möglich ist, vermittelt 
dieses Analogon doch eine gewisse anschauliche Vor- 
stellung von dem Begriff eines HERMITEschen Operators 
(vgl. dazu Fußnote !) S. 110). Wir werden daher in den 
weiteren Abbildungen die Ellipse als den reellen Re- 
präsentantenfürden HERMITEschen Operator verwenden. 


<pleP Ip>-c 


Wir stellen nun einige Formeln für HERMITEsche 
Operatoren X, X zusammen, deren Richtigkeit un- Fig.35. Reelle Inter- 


mittelbar aus den Gl. (39) und (40) ersichtlich ist Pretation eines HER- 
(Aufg. 38): MITEschen Operators 5## 


# +%X = HErRMITEsch 
aS# = HErMITEsch, falls a reell 


X" = HERMITEsch (n positiv oder 
negativ ganz) 
F#)=da, #" = HerMTEscC‚h, falls a, reell 


AHHHH=IH, X) = Hermmesch (45) 
+ 


# X — Hermtessch, fals KZAH=HH 
KHH—- KH H)=il#,#X]) = Hermıtesch 
3/ # s]| = HERMITEsch für einen beliebigen 
Operator ./ 


EG 
u —= HERMITEsch. 


9* 
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d) Unitäre Operatoren 


Ein Operator % heißt unitär, wenn sein inverser Operator gleich ist dem 
adjungierten, 


U=U' 


oder (46) 


UU=-UU-I| 


Es gilt dann für beliebige Vektoren |p) und |x> 
lm = Ute ud la = al" p; (47) 


UplUp=K|\o|- (48) 


Die Skalarprodukte sind bei unitären Transformationen invariant; insbesondere 
bleiben orthogonale Vektoren orthogonal. 


sowie 


Schreibt man die zweite Gl. (46) in Matrizenform, so erhält man 


£ U(k,)) Uk', *r d= F U(l, k* Ull,k) d=d(k,k'), (49) 
l [1 


eine Beziehung, die wir bereits bei den unitären Basistransformationen (2.1 $ 6) 
kennengelernt haben. 


Für unitäre Operatoren %, Y gelten die folgenden, leicht einsichtigen Sätze 
(Aufg. 38) 
aUY = unitär, falls aa = 1 


%" = unitär (n positiv oder negativ ganz) 


UV = unitär a0) 
U—1 
iyyi — HERMITEsch , 
und falls 37 HerMITEsch ist, 
U SH U. = Hermmtesch 
ei” — unitär (51) 
J 7 : z = unitär. 


e) Projektionsoperatoren 
Projiziert man einen beliebigen Vektor |p) auf einen vorgegebenen Einheits- 
vektor |u) (also ||w|| = 1), so entsteht in Richtung von |u) der Vektor |u> <w |) 
(Fig. 36). Den diese Vektorzuordnung bewirkenden Operator nennt man Pro- 
jektionsoperator F|,, auf |u) 


Fu | = |w <u|p. (52) 
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Da diese Gleichung für jeden Vektor |p) gelten soll, ist der Projektionsoperator 
das dyadische Produkt ($ 2) des Einheitsvektors |w) mit sich selbst, 


Im [ur <u] |- (53) 


Dieser Operator ist linear, HERMITEsch und hat die 1uxculp> 
Eigenschaft 
n Fig. 36. Reelle Dar- 
P u) 7 ? w)* (54) stellung der Wirkung 
eines Projektionsope- 
Die HERMITEIzität ist aus rators Pu) 


lFyo=- hu wlp = p|wrwulnr = Ay ot=<Amyx|m 
ersichtlich. Die Beziehung (54), die sogenannte ‚‚Einzeloperator-Eigenschaft‘‘ oder ‚„Idem- 
potenz“‘, folgt nach 


Piu) = Fu,w <ul = |u> <a | u <u | = |w <u | = Pu). 
Für orthogonale Vektoren |w,) und |w,> gilt die auch anschaulich unmittelbar 
einsichtige Beziehung 
Fi Fun = 0: (65) 


Die Gleichungen (54) und (55) lassen sich zusammenfassen in die für orthonor- 
mierte Vektoren |w,) gültige Gleichung 


Pan) Pr) =, Pu (56) 

Die Matrixelemente von 9, in einer Basis |v,) lauten 
| Pu a) = Ur | uw <u | vo = uk’) u*(k). (57) 
Die Normierung ||w|| = 1 bedeutet, daß die Spur [Gl. (29)] von 9,, eins ist 
P9Au=1. (58) 


Nun wollen wir dazu übergehen, die Definition der Projektionsoperatoren auf 
Vektoren |up) im Diracschen Sinn zu erweitern. Der in 2.1 $ 3 dargestellte 
Grenzübergang von HILBERT-Raum-Vektoren |u,,.,> zu Dirac-Vektoren |up> 
liefert 


Fiunar) = |%,ar> (Urar | art |up> ug | Ak. (59) 


Es ist daher sinnvoll, ‚Projektionsoperatoren‘ auf Dirac-Vektoren durch 


(60) 


zu definieren. Diese Operatoren erfüllen nun zwar Gl. (54) nicht mehr, aber die 
Gl. (56) bleibt weiterhin bestehen, wenn man das KRoNECKER-Symbol durch die 

!) Der Operator 9,,?, hat damit die Eigenschaft einer Dichte auf der k-Achse (bzw. im 
k-Raum). 
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Drracsche d-Funktion ersetzt. In einheitlicher Schreibweise gilt also 


Pi Pur) — 86, k) Ps . (61) 


Neben der Projektion eines Vektors |p) auf einen Vektor |w) ist für die Quan- 
tentheorie auch die Projektion auf einen unitären Teilraum u des Raumes U 
von Interesse (Fig. 37). Wird dieser Teilraum u 
durch orthonormierte Vektoren |u,)> aufge- 
spannt), so ist der Projektionsoperator 9, auf 
den Teilraum u durch die Summe (bzw. das In- 
tegral) der Projektionsoperatoren auf die Vek- 
toren |w,> gegeben, 


F,=Liuru|de |. (69 
Fig. 37. Reelle Darstellung der “ 
Projektion von | auf einen 
zweidimensionalen Teilraum u, Dieser Operator macht also aus einem beliebi- 
gen Vektor |p) in U einen Vektor |, p), der in 

u liegt und die Projektion von |p> auf u darstellt. Für alle Vektoren, die in u 
liegen, wirkt 9, wie der Einheitsoperator; für diejenigen, die senkrecht auf dem 
Teilraum u stehen, verhält sich 9, wie der Nulloperator (weil dann <w, |) 
für alle & verschwindet). 

Der Projektionsoperator 9, ist ebenfalls HermITEsch und hat die Einzel- 
operator-Eigenschaft 


PP.) (63) 
Die Definition des Projektionsoperators (62) ist unabhängig vom speziellen 
Basissystem |w,> des Teilraumes ıt (Aufg. 47). 
Aufg. 38: Man beweise die Relationen (39), (45), (50) und (51). 
Aufg. 39: Man zeige Sp F4.1=8Sp 9. 


Aufg. 40: Wie viele unabhängige, reelle Parameter besitzt die Matrix eines beliebigen 
HerMmITEschen bzw. unitären Operators in einem n-dimensionalen unitären 


Raum? 
Aufg. 41: Man beweise die Unitarität der Matrix 
1 «  Bß ze 
——— &, ß beliebig komplex). 
| Ver rar (= ar) (9 elichig konpie) 
Aufg. 42: Man untersuche die HERMITEizität des Operators %, dargestellt durch 


Ay) = - a (Impulsoperator, vgl. 4.1 $ 1), 


wenn x alle reellen Werte — © < x< + oo annehmen kann. 


1) Bezüglich des Teilraumes u seien also die Vektoren |%.> vollständig. 
In PM = T y' us) <ux | ur> <uy | da de’ führt <a, | u) = (u, a’) auf 9,. 
& 0 
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Aufg. 43: a) Wie lautet der zu |w> <v| adjungierte Operator ? 


b) Man bestimme den Operator (4 + |w> <v])-! und löse mit ihm die Integral- 
gleichung 


b 
PR) + ul) [vr @)p@’)de’=x(e) 
nach (x) auf. 


Aufg. 44: Besitzt der Projektionsoperator 9|,, ein Inverses ? 


Aufg. 45: Welche Fläche 2. Ordnung ist im dreidimensionalen, reellen Raum einem Pro- 
jektionsoperator 9, zugeordnet ? 


Aufg. 46: Der unitäre Raum U werde in zwei orthogonale Teilräume ıt, und ı1, aufgeteilt. 
Welche Relationen bestehen zwischen 9,, und 9, ? 


Aufg. 47: Man zeige, daß die Definition (62) unabhängig ist von dem zugrunde gelegten 
Basissystem des Teilraums ı. 


Drittes Kapitel 


Das Eigenwertproblem eines Operators 


& 1. Die Eigenwertgleichung 


Ein Operator £ erzeugt aus einem beliebigen Vektor |p) einen Vektor |£ p), 
der nicht dieselbe Richtung haben muß wie |p). Wir wollen jetzt nach jenen 
speziellen Vektoren |u) fragen, für die | £ u) parallel zu |u) ist (Fig. 38). Diese 
Vektoren, die man die Eigenvektoren des Operators / 1) 
nennt, genügen also der Gleichung 12u> 


| Lu» =A [a4 | (1) 7 


(Eigenwertgleichung von £). Die (i. allg. komplexen) 
Proportionalitätsfaktoren A heißen die Eigenwerte des Yp 
Operators £. Den zum Eigenwert A gehörigen Eigen- 

vektor bezeichnen wir mit |w,). Gehören mehrere Fig. 38. Zur Veranschau- 
Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert, so heißt dieser jichung des Eigenwert- 
Eigenwert entartet.‘) Die Gesamtheit aller Eigenwerte problems eines Opera- 
nennt man das Spektrum des Operators. Es kann dis- tors £ 

kret oder/und kontinuierlich sein. 


In? 


Zur Festlegung des Eigenwertproblems eines Operators sei hier folgendes er- 
wähnt: Die Observablen eines physikalischen Systems werden in der Quanten- 
theorie — wie wir noch genauer sehen werden — auf (HERMITEsche) Opera- 


1) Auf diesen Fall, in dem zur Kennzeichnung der Eigenvektoren neben A noch eine 
weitere Zahl nötig ist, kommen wir im $ 5 noch ausführlich zu sprechen. 
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toren abgebildet. Die physikalischen Relationen zwischen den Observablen wer- 
den damit zu Operatorrelationen. Erst diese Relationen bestimmen die Eigenwerte 
und Eigenvektoren der einzelnen Operatoren und führen damit auch zur Konstruk- 
tion des unitären Raumes, der für die quantentheoretische Beschreibung des 
speziellen physikalischen Systems notwendig ist. — An dieser Stelle wollen wir 
jedoch diese Fragen noch zurückstellen und uns den notwendigen unitären 
Raum bestimmter Dimension vorgegeben denken. Desgleichen seien in diesem 
Raum die Operatoren durch ihre Matrixelemente bekannt. 


Projiziert man die Eigenwertgleichung (1) auf Basisvektoren |v,) des uni- 
tären Raumes, so erhält man für die Komponenten <v, | uı> = uı(k) der Eigen- 


vektoren die Gleichung 
[Lu <A]. (2) 


Führt man mittels Gl. (2.2-27) die Matrixelemente L(k, k') ein, so ergibt sich 


I L(k, k') u,(k')dk = Au,(k) |, (3) 
% 


Ist der zugrunde liegende unitäre Raum n-dimensional, so handelt es sich dabei 
um ein System von n homogenen, linearen Gleichungen für die Komponenten 
u,(k) = u.a. Wählt man im Fall eines unendlich dimensionalen Raumes als 
Basissystem |v,> HrL.BERT-Raum-Vektoren, so stellt die Gl. (3) ein abzählbar 
unendliches, lineares Gleichungssystem dar, benutzt man hingegen DirAcsche 
Vektoren vr», so ist % kontinuierlich veränderlich, und man erhält eine komo- 
gene, lineare Integralgleichung für die Eigenfunktionen u ,(k). 


Betrachten wir zunächst den n-dimensionalen Raum. Das Gleichungssystem 
n 
> (pp — A dp) ya = 0 (3a) 
K'=1 


hat bekanntlich nur dann Lösungen u4.,= 0, wenn die Determinante der 
Koeffizienten verschwindet, \ 
det (Zu — A dur) = 0. (4) 


Diese Bedingung ist eine algebraische Gleichung n-ten Grades in A, deren Wur- 
zeln dien Eigenwerte 

An Asse 5 A, 
ergeben. Setzt man diese Eigenwerte der Reihe nach in Gl. (3a) ein, so erhält 


man für jeden Eigenwert nach Auflösung die Komponenten 


Us Um +: Yan 
der Eigenvektoren 


es: Ta a nd. 
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Wenn man voraussetzt, daß die Eigenwerte nicht entartet, d.h. also, daß die 
Wurzeln alle verschieden sind, so sind die Komponenten zu jedem Eigenwert 
durch das homogene Gleichungssystem nur bis auf einen komplexen Faktor. be- 
stimmt. Sein Betrag wird festgelegt, wenn man fordert, daß die Eigenvektoren 
auf eins normiert sein sollen: |u,|| = 1. 


Im unendlich-dimensionalen Fall kann man sich bei der Behandlung des un- 
endlichen Gleichungssystems bzw. der Integralgleichung (3) weitgehend von der 
Theorie endlicher Gleichungssysteme leiten lassen. Wir wollen jedoch hierauf 
nicht näher eingehen und den Leser auf mathematische Lehrbücher verweisen. 


In den physikalisch interessierenden Fällen ist es meistens möglich, solche 
DirAc-Vektoren |vP) einzuführen [etwa die Orts- oder Impulseigenvektoren 
(4.1 8 1)], daß in ihnen die Matrixelemente L(k, k') eine Linearkombination von 
Ableitungen der Diracschen $(k — k')-Funktion, also von der Form (2.2-28a) 
sind. Dann läßt sich die Integration über k ausführen, und man erhält für 
SZ u,(k) einen Differentialausdruck (2.2-28b), so daß die Eigenwertgleichung (2) 
zu einer Differentialgleichung für die Eigenfunktionen u ,(k) wird, 


d d? 
[Aw + BR) gg + 00 zu +] um = Au, m. (3b) 
Im Fall mehrerer kontinuierlicher Veränderlicher k,, k,, ... entsteht eine par- 


tielle Differentialgleichung.‘) Ein Beispiel hierfür bietet die SCHRÖDINGER-GIei- 
chung (1.5-7), deren Eigenwertproblem wir im Eindimensionalen in 1.5 $ 4 aus- 
führlich diskutierten. 


Läßt man als Eigenvektoren |w ,) nur HıLBERT-Raum-Vektoren zu, so erhält 
man die diskreten Eigenwerte A (weiles nur abzählbar unendlich viele HILBERT- 
Raum-Vektoren gibt). Die Eigenfunktionen «,(k) = <v, |u,> müssen dann 
quadratintegrabel sein (2.1 $ 5), sie dürfen also z. B. für k — + oo nicht divergie- 
ren. Wir erinnern uns, daß diese Bedingung schon in 1.5 $ 4 aus der allgemeinen 
Lösungsmannigfaltigkeit der SCHRÖDINGER-Gleichung die Eigenfunktionen aus- 
gesondert hat. — Die (endliche) Länge ||w, || des Eigenvektors wird durch die 
Eigenwertgleichung nicht festgelegt, weil mit |u,) auch a |w,)> (a = komplexe 
Zahl) die Eigenwertgleichung erfüllt. Den Betrag von a setzt man wieder so 
fest, daß die Eigenvektoren auf eins normiert sind 


wu =L lud = 1. (5) 
k 
Die Phase von a hingegen bleibt unbestimmt. 


3) Ist ,41(k), außer von kontinuierlichen Variablen k noch von Größen o abhängig, die 
nur diskrete Werte annehmen können, so entsteht wegen der Summe in Gl. (3) ein Diffe- 
rentialgleichungssystem (vgl. Aufg. 35). 
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Um in einfacher Weise zu den kontinuierlichen Eigenwerten A zu gelangen, 
lassen wir auchnoch Eigenvektoren |w,) im Diracschen Sinne zu.1) Wir werden 
nämlich im nächsten Abschnitt sehen, daß für HERMITEsche Operatoren (und 
ebenso auch für die unitären) die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten 
orthogonal sind, (u, | u.) = 0 für A + A’, so daß bei kontinuierlichem A die 
Orthonormierung der Eigenvektoren auf ö(A — A’) möglich ist. Die Bedeutung 
dieser Eigenvektoren im Dıracschen Sinn liegt darin, daß man durch Integra- 
tion über ein kleines A-Intervall einen HıLeert-Raum-Vektor erhält (2.1 8 3) 


1 Aa+&AA e 
una = Yan Y lu) dA’, (6) 


der aber nur noch näherungsweise Eigenvektor ist (vgl. Aufg. 49). Diese Me- 
thode der „Wellenpakeibildung‘‘ und die damit verbundene Begründung der 
Verwendung der auf d-Funktion normierten Eigenfunktionen ist uns bereits von 
der Behandlung der SCHRÖDINGERschen Feldgleichung (Kap. 1.5) her bekannt. 
Wir werden in der Quantentheorie ebenfalls darauf zurückkommen. 


$ 2. Sätze über das Eigenwertproblem Hermitescher Operatoren 


Für HERMITEsche Operatoren wollen wir einige allgemeine Aussagen über ihre 
Eigenvektoren und Eigenwerte beweisen, die für die Anwendungin der Quanten- 
theorie von fundamentaler Bedeutung sind. Dabei werde zunächst von einer 
Entartung der Eigenwerte abgesehen. 

Multipliziert man die Eigenwertgleichung (1) mitirgendeinem Eigenvektor, so 
erhält man unter Benützung der jetzt vorausgesetzten HERMITEIzität von / 


(Ur EZ up = AKur | u) 
LE Up | un = 4* (Up | u) 
(A— 4%) Cuy |un = 0. (7) 


Im Fall A’ = A ergibt sich hieraus — weil ||w || + 0 sein soll —, daß die Eigen- 
werte HERMITEscher Operatoren reell sind, 


t) In der strengen Theorie des HILBERT-Raumes gibt es zu den kontinuierlichen Eigen- 
werten keine Eigenvektoren. Um das Kontinuum zu erfassen, ersetzt man dort die Lösung 
der Eigenwertgleichung durch die Bestimmung der ‚‚Spektraldarstellung‘‘ [vgl. Gl. (2.3-15)] 
von /£,in der man die Eigenvektoren vermeiden kann (v. NEUMANN). Für die praktischen 
physikalischen Probleme ist jedoch die DirAcsche Methode einfacher und wirkungsvoller. — 
An dieser Stelle sei außerdem erwähnt, daß das Eigenwertproblem wesentlich vom Defini- 
tionsbereich (S.122) des Operators im HıL.BERT-Raum abhängt. Es kann sogar passieren, 
daß ein Operator damit überhaupt kein lösbares Eigenwertproblem mehr besitzt. HER- 
MITEsche Operatoren, bei denen jedoch das Eigenwertproblem lösbar ist, nennt man — aus 
einem Grund, den wir hier nicht erläutern können — hypermaximal. Wir wollen unsere Be- 
trachtungen auf solche beschränken. 


oder 
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Für A’ = A hingegen muß in (7) das Skalarprodukt verschwinden: Die Eigen- 
vektoren eines HERMITEschen Operators sind zueinander orthogonal. Zusammen mit 
der Normierung der Eigenvektoren auf 1 bzw. ö-Funktion können wir daher 


schreiben 
“ur |u» = 84, A)]|- (9) 


Setzt man in diese Gleichung die Entwicklung der Eigenvektoren nach einer 
Basis |v,) ein, 
un = i |v,> u1(k) dk, 
k 


so erhält man wegen der Orthonormierung der |v,) 
£ u*, (k) u,(k) dk = 3(4',A). (10) 
k 


Das heißt, die Komponenten der Eigenvektoren bzw. die Eigenfunktionen u |(k) 
bilden eine unitäre Matrix, u,(k) = u(k, A). 


Aus der Eigenwertgleichung und Gl. (9) folgt 


ur | Lu = AA, A)|. (11) 


Das heißt, die Matrix eines Operators, gebildet mit seinen Eigenvektoren, ist dia- 
gonal. Die Diagonalelemente sind seine Eigenwerte. Setzt man auf der linken Seite 
wieder die Entwicklung der |w,) nach einer Basis |v,) ein, so ergibt sich 


EL ur) Lie‘, k) u„(k) dk dk’ = AS(A', A), (12) 
k k 
d. h., die Diagonalisierung der Matrix eines Operators geschieht durch die uni- 
täre Transformation, die aus den Komponenten der Eigenvektoren bzw. aus 
den Eigenfunktionen besteht. 


Aufg. 48: Wie lauten die Eigenwerte und Eigenvektoren einer zweidimensionalen Matrix 


we | Fon = ( ee q 


2ı L2 


Unter welcher Bedingung fallen die Eigenwerte zusammen ? 
Aufg. 49: Wie lauten die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Impulsoperators (Aufg. 42) ? 
Welcher HILBERT-Raum-Vektor ergibt sich, wenn man über ein Intervall 
p...p + Ap integriert ? 
Aufg. 50: Man beweise die Relation 
er a 


Aufg. 51: Man zeige, daß die Operatoren /-1 und £t dieselben Eigenvektoren besitzen 
wie £, und daß ihre Eigenwerte A-! bzw. A* sind. 
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Aufg. 52: Man zeige, daß die Eigenwerte eines unitären Operators komplexe Zahlen vom 
Betrag 1 sind. 


$ 3. Die Z-Darstellung des unitären Vektorraumes 


Wir wollen jetzt voraussetzen, daß die Eigenvektoren |w,) des Operators / 
nicht nur orthonormiert, sondern auch vollständig in dem zugrunde liegenden uni- 
tären Raum sind. Es gilt also 


<ur|ur) = 8A, A) und L lun w,|lda=4 2 (13) 
ä 


Damit ist gewährleistet, daß sich jeder Vektor |p) des unitären Raumes nach 
den Eigenvektoren |w,> entwickeln läßt 


Im = jun plA4)dA, YA) = «u, |e) |. (14) 
A 


Die Eigenvektoren u, von / übernehmen die Rolle der Basisvektoren. Man 
spricht von der ‚„£-Darstellung‘‘ des unitären Raumes. Die Komponenten eines 
Vektors |p> sind in der £-Darstellung Funktionen p(A) der Eigenwerte A des 
Operators £. — Da in der Quantentheorie die physikalisch meßbaren Größen, 
wie Ort, Impuls, Energie durch Operatoren beschrieben werden, spricht man 
also speziell von Orts-, Impuls- oder Energiedarstellung, wenn die Eigenvektoren 
einer dieser Operatoren als Basis zugrunde gelegt werden. Die Komponenten eines 
Vektors sind dann Funktionen der Orts-, Impuls- oder Energieeigenwerte. Der 
Vorteil einer unitär-vektoriellen Formulierung der Quantentheorie — unabhän- 
gig von einer speziellen Darstellung — liegt nun gerade darin, daß man je nach 
der Fragestellung eines individuellen Problems in die jeweils zweckmäßigste 
Darstellung durch entsprechende Skalarproduktbildung übergehen kann. 


In seiner eigenen Darstellung hat ein Operator sehr einfache Eigenschaften. 
Die dyadische Schreibweise [G!. (2.2-21)] eines Operators / vereinfacht sich in 
seinen Eigenvektoren |w,) zu der wichtigen Beziehung 


L=-JAu)wld4A= FA, 4 s (15) 
A A 


die man die ‚‚Spektraldarstellung‘‘ von £ nennt.!) Sie führt einen Operator zurück 
auf die Gesamtheit der zu seinen Eigenvektoren gehörigen Projektionsoperatoren. 
Wegen der einfachen Eigenschaften der Projektionsoperatoren kann man sich 
bei manchen Rechnungen der Spektraldarstellung mit Vorteil bedienen. 


1) Für den Einheitsoperator 4 ist jeder Vektor ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. Daher 
ist die Zerlegung der Einheit [Gl. (2.2-20)] ein Spezialfall von Gl. (15). 
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Für das Skalarprodukt <o |.£ 9) folgt damit in der Z/-Darstellung unmittel- 
bar 


WlLm=LArlAglA)dA, (16) 
A 


eine Formel, die analog zur Hauptachsenform bei Kegelschnitten!) ist. 


Für die Komponenten des Vektors |) in der .Z-Darstellung ergibt 
Gl. (15) 


ar | LP = ZASA,A u, |pPdd=A ur |P) 
oder ö 
Lyld) =Agpld) |. (17) 
Das heißt, die Funktion ZoY(A) enisteht aus p(A) einfach durch Multiplikation 
mit dem Zahlenfaktor A. 
Das Quadrat eines Operators £ hat nach Gl. (15) die Spektraldarstellung 


= I I Aa Pu Pu dAdA', 
Aa 


die sich jedoch wegen der Produkteigenschaft (2.2-61) der Projektionsoperatoren 
zu 


F-TPA,A4 
A 


vereinfacht. Eine entsprechende Beziehung erhält man für die n-te Potenz 
von £. Für eine Operatorfunktion F (Z£'), die durch eine Potenzreihe darstellbar 
ist, ergibt sich daher 


FAN=-1 + L+,L:+.- 
=, +9,A+2,A+:.)9,,d4, 
+ 


d. h., es gilt die Spektraldarstellung 


Der Operator 7 = F (SL) hat also dieselben Eigenvektoren wie der Operator L. 
Die Funktion, als Zahlenfunktion gelesen, liefert die zugehörigen Eigenwerte 
FL) u» = Fi) |u»- (19) 


1) Die Eigenwerte A sind proportional zu den reziproken Achsenabschnitten des Kegel- 
schnitts. 
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Die Spektraldarstellung (18) kann man andererseits auch zur Definition einer 
beliebigen Operaiorfunktion 7(£) — die nicht mehr durch eine Potenzreihe 
darstellbar zu sein braucht — benutzen, indem man auf der rechten Seite der 
Gleichung diese Funktion als F (A) einsetzt und 7 = 7 (£) dadurch definiert. 


Fordert man z. B., daß die Funktion F(A) für alle A + A’Nullund für A = A’ entweder 
eins oder unendlich ist (je nachdem, ob das Spektrum von £ an der Stelle A’ diskret oder 
kontinuierlich ist), 

F(A) = 8(A, 4’), (20a) 


so läßt sich in G1. (18) die Summe (bzw. das Integral) ausführen, und man erhält 
FL) = Pupr (20b) 


Der Projektionsoperator auf einen Eigenvektor von £ wird als Funktion von £ gelesen. 


$& 4. Die gemeinsamen Eigenvektoren vertauschbarer Operatoren 
Wendet man auf die Eigenwertgleichung 
2 sei) 
einen Operator .# an, der mit £ vertauschbar ist, so ergibt sich 
ALZLus= FM ww) AM ud: (21) 


Die letzte Gleichung bedeutet, daß .# |u,)> ebenfalls Eigenvektor von / zum 
Eigenwert A ist, d. h. — wenn wir den Fall einer Entartung zunächst ausschlie- 


(4 Ben (vgl. $ 5) —, .% |u,) ist proportional |u,), 


ur AM \u» =Mı lwn- (22) 
Die |w,> sind also auch Eigenvektoren von „#4. Damit 
haben wir den wichtigen Satz gewonnen: Vertauschbare 

M Operatoren haben dieselben Eigenvektoren (Fig. 39). Ihre Ma- 
9 trizen sind also in derselben Basis diagonal. 


Fig. 39. Vertausch- Außerdem gilt auch die Umkehrung dieses Satzes: Haben 
bare Operatoren zwei Operatoren £ und M denselben (vollständigen) Satz 
haben a von Eigenvektoren, so sind sie miteinander vertauschbar. Aus 
BIBI EN den Spektraldarstellungen 


L=JA9,„aA md A=-EM, Pa 
A A 


folgt nämlich wegen Gl. (2.2-61) für das Produkt 


LM=-ZEEAM: Fup Pu AM =ML. 
A 
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85. Entartung 


Bisher wurde vorausgesetzt, daß das Eigenwertproblem nicht entartet ist, 
d.h., daß zu jedem Eigenwert genauein Eigenvektor gehört. Wirddie Eigenwert- 
gleichung für einen Eigenwert A durch mehrere, linear unabhängige Eigenvek- 
toren |u4) erfüllt, 


Fee, alas (23) 


so heißt der Eigenwert A entartet. Wir sagen, der Eigenwert A ist i ,-fach!), wenn 
genau i, unabhängige Vektoren |u4) die Eigenwertgleichung befriedigen. Wegen 
der Linearität von / ist auch jede Linearkombination dieser Vektoren 


Z 
un = 2 une (24) 
u=l 
mit beliebigen (komplexen) Koeffizienten c4 wieder Eigenvektor von / zum 
Eigenwert A. Die t, Eigenvektoren |u4%) spannen einen ! ‚-dimensionalen, unitä- 
ren Teilraum ı,, in U auf, den man den zum Eigenwert A gehörigen Eigenraum 
nennt). 


Im anschaulichen Bild des Tensorellipsoids bedeutet etwa ein zweifacher 
Eigenwert, daß zwei Hauptachsen gleich lang sind: Es liegt ein Rotations- 
ellipsoid vor. Die Ebene dieser Hauptachsen schneidet das Ellipsoid in einem 
Kress. Daher ist jeder Vektor dieser Ebene ein Eigenvektor, YA 
die Ebene ist der zwei-dimensionale Eigenraum u, (Fig. 40). 


Im $2 wurde gezeigt, daß die Eigenvektoren eines 
HERMITEschen Operators aufeinander senkrecht stehen. 
Dieser Beweis der Orthogonalität bleibt im Fall einer Ent- 
artung bezüglich der Indizes A der Eigenvektoren |u4) 
bestehen (Orthogonalität der Kigenräume). Er versagt jedoch 
bezüglich der Entartungsindizes u, weil wegen des Ver- 
schwindens der Eigenwertdifferenz aus Gl. (7) nicht mehr 
auf die Orthogonalität der |u4) (bei festem A) geschlossen Fig. 40. Der zwei- 
werden kann dimensionale Eigen- 


’ ‚ raum u, eines Rota- 
ur u a BE 
UA war FM. tionsellipsoids 


1) In der mathematischen Literatur sagt man ‚‚er ist (£, — 1)-fach entartet“. 

2) Wennder Eigenwert oo-fach ist, wird aus der endlichen Summe in Gl. (24) und in den 
folgenden Gleichungen eine unendliche Summe oder ein Integral über die Eigenvektoren 
|4>, die den zum Eigenwert A gehörigen oo-dimensionalen Eigenraum u (Teilraum von 1) 
aufspannen 

2» = L jur) ck du. (24a) 
u 
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Es ist jedoch im Eigenraum u,, nach GI. (24) möglich, an Stelle der |w4> andere 
Eigenvektoren 
ta e 
Wm= 23 wi Ww=Ll...t) (25) 


ul 


einzuführen, die ebenfalls diesen Eigenraum aufspannen. Wenn man nun fordert, 


daß die |%4) orthonormiert sein sollen, müssen die Koeffizienten c#* so gewählt 
werden, daß sie die Bedingungen 


177 ” > NY er 
|) = >. Aus | u) Ci a — Jun (26) 
77 
erfüllen. Dies sind für a=yw’ t,reelle Gleichungen, für u > w alı ZI kom- 


plexe Gleichungen, also insgesamt £, reelle Bedingungsgleichungen!). Anderer- 
seits besteht die Koeffizientenmatrix c“* aus £?\ komplexen oder 2t2, reellen 
Zahlen, so daß man sicher solche c““ finden kann, damit Gl. (26) erfüllt ist. Damit 


ist es auch im Fall eines entarteten Eigenwertproblems immer möglich, ortho- 
normierte Eigenvektoren einzuführen, 


ur | War = 814,4) dw). (27) 
Für die praktische Durchführung der Orthogonalisierung entarteter Zustände kann man 
sich des Schmiptschen Verfahrens bedienen: Hat man einen Satz nichtorthogonaler, aber 
normierter Eigenvektoren |w!), |u2), ... (A = fest) des Eigenraums, so findet man ortho- 
ß normierte Eigenvektoren |%!), |42, ..., indem man will- 
Kun? Wan  Kürlich 

1d2> u=10,5 |) = |ul) 

wählt, und für |%°) eine Linearkombination aus |w!> und 
[u%), 
a|ü) = [u b+ us, 


” ansetzt (Fig. 41). Die Orthogonalitätsforderung (#! | #2) = 0 
; führt auf 
Fig. 41. Zum Sommıprtschen 0= uud) b+<u| un, 
Orthogonalisierungsverfah- 
ren im Eigenraum 1, d. h. wegen (u! | ul) =1 


=—- (ulu. 


Die Normierungsbedingung <«? | @2) = 1 liefert den Betrag von a. Damit sind zwei ortho- 
normierte Eigenvektoren |%!1) und |%2) gefunden. Gibt es noch weitere Eigenvektoren zum 
gleichen Eigenwert, fährt man so fort. 


Durch die Orthonormierungsbedingung (26) werden von den 212, reellen Be- 
stimmungszahlen der Matrix c#” nur !?, festgelegt. Die verbleibenden t% unbe- 


1) Die Gleichungen » < u’ sind konjugiert komplex zu jenen mit > w’ undliefern daher 
keine weiteren Bedingungen. 
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stimmten Anteile bedeuten, daß die orthonormierten Eigenvektoren |44) nur 
bis auf unitäre Transformationen im Eigenraum u , bestimmt sind, da eine solche 
gerade {2, reelle Bestimmungszahlen besitzt (Aufg. 40). Hat man irgendeinen 
Satz orthonormierter Eigenvektoren |#4> vorliegen, so sind alle durch unitäre 


Transformationen daraus entstehenden Vektoren 23 
a ER 12> 5 
ur = 2 lu) aa“ (28) , 1b 
g 
wieder orthonormierte Eigenvektoren (Fig. 42). 
Abschließend wollen wir den im $4 angegebenen dr 
Satz, wonach vertauschbare Operatoren dieselben Eigen- ” 
vektoren besitzen, für Operatoren / und .# mit u 


entartetem Eigenwertspektrum ‚modifizieren. Nach Fig,42, Oftlohormnerte 
dem vorher Gesagten können wir voraussetzen, daß Eigenvektoren |ü“) und 
die Eigenvektoren |u4) von Z, |#4 im Eigenraum u, 
2er = A 

bereits orthonormiert sind. Aus der zu Gl. (21) analogen Gleichung 

LM u = AM un 
folgt wieder, daß |. u“) Eigenvektor von / zum Eigenwert A ist. Wegen der 
Entartung von A kann man aber jetzt zunächst nur schließen, daß |.# u4) 
im Eigenraum u,, von / liegt, also eine Linearkombination ! 

ta 

4 um = 2 In Mir ea 

ist. Die Matrix wi 
ER 

kann man aber — jedenfalls wenn wir uns auf HERMITEsche oder unitäre Ope- 
ratoren beschränken — in diesem Eigenraum durch eine unitäre Transformation 


1a = 3 [ui U 
Br 
diagonalisieren. Damit geht Gl. (29) in die Eigenwertgleichung für den Opera- 
tor „4 über hi r 
|# u = Mu |wn- (30) 


Je nach den individuellen Eigenschaften des Operators .# können die Eigenwerte 

4 alle verschieden oder auch einige gleich sein. Jedenfalls erhalten wir das Er- 
gebnis, daß man es immer so einrichten kann, daß vertauschbare Operatoren 
SL und M ein gleiches System von Eigenvektoren besitzen. 


$ 6. Beispiel: Die Eigenwertgleichung von Projektionsoperatoren 


Die Eigenwertgleichung eines Projektionsoperators 9, der auf einen Ein- 
heitsvektor |u) projiziert, hat die einfache Gestalt 


Pu un = |w w|un =A lu: (81) 


10 Fick, Quantentheorie 
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Hieraus folgt unmittelbar, daß ein Eigenvektor die Richtung von |w) hat, und 
der zugehörige Eigenwert 1 ist, 

A=1, 122 alle) (32) 
Die anderen Eigenvektoren stehen alle senkrecht auf |w) und gehören zum ent- 
arteten Eigenwert 0), 
ru A=0, lu =0 (33) 
(Fig. 43). In einem U, spannen also die (n — 1) unab- 


hängigen Vektoren |u5)> den u„_, auf, der senkrecht zu 
|w> ist. 


u 


lu>=|14> 


3 
. Die Projektionsoperatoren 9,,, die auf die Basis- 


vektoren eines unitären Raumes projizieren, haben also 


Fig. 43. Zum Eigen- diese Basisvektoren als Eigenvektoren, 
wertproblem eines Pro- 


jektionsoperators 91,) Pen |vy> = 8(k, k') |yy>. (34) 
Wie die Schreibweise schon andeutet, bleibt diese Glei- 


chung auch für DirAc-Vektoren richtig, wenn man für die Eigenwerte $(k, k') 
die Diracsche d-Funktion $(k — k’) setzt. 


$ 7. Das Eigenwertproblem transformierter Operatoren 


Wir untersuchen die Eigenwertgleichung der Operatoren £', die aus £ durch 
PRZM LH (35) 
entstehen (2.2 $ 4a). Dazu denken wir uns das Eigenwertproblem von / 
£Z\|u> =4Alu» 
bereits gelöst und bilden die Vektoren | %/ u,). Wenden wir auf diese den 
Operator Z’ an, so ergibt sich 
24 uw» = 4 L/ up =-Al£fu) (36) 
d.h., |.%/ u) ist Eigenvektor von £' zum Eigenwert A. £ und 2’ haben diesel- 
ben Eigenwerte. 


Ist insbesondere der transformierende Operator / unitär, so sind mit der 
Orthonormierung der Eigenvektoren |u > von £ auch die Eigenvektoren |/ u ,> 
von £” orthonormiert, weil Skalarprodukte bei unitären Transformationen in- 
variant bleiben [Gl]. (2.2-48)], 


<A u | ur) = <a |ur) = 8A, 4). (37) 


$ 8. Differentiation der Eigenwertgleichung nach einem Parameter 


Hängt der Operator .£ von einem Parameter t — z. B. der Zeit — kontinuier- 
lich ab, so werden seine Eigenwerte und Eigenvektoren ebenfalls Funktionen 


[2.4 $ 1] 2.4. Der Produktraum 147 


dieses Parameters. Durch Differentiation [vgl. Gl. (2.2-11a)] der Eigenwertglei- 
chung 


Zu» =Aluu) 
nach dem Parameter erhält man 
Sun +Llan=Alup +4 len (38) 


oder nach Multiplikation mit (u. | 


wur |L up tur | LZup =ASA,A +AKur |: 
Setzen wir voraus, daß .£ HErMITEsch ist, so läßt sich für den zweiten Term 
auch schreiben j 
rl Lam = Lu. la —=A Kur |ün, 

und man erhält 

Ur |Lup—-ASKA,A) = (A— 4')<ur |uD. (39) 
Hieraus ergibt sich für A + 4’ 

y ul Lu) 
Kur |) = — In (40) 


wodurch die Komponenten von |%,) in der Basis |u > festgelegt werden. Setzt 
man in Gl. (39) A= A’, so erhält man, unter der Voraussetzung, daß diskrete 
Eigenwerte vorliegen, 


Äi=W,)2r). (41) 


also die Veränderung des Eigenwertes A (t). 


Viertes Kapitel!) 


Der Produktraum 


Bei vielen physikalischen Problemen besteht das betrachtete System aus Teilsystemen,,. 
zwischen denen eine Wechselwirkung herrscht. Um die bereits vorhandenen Kenntnisse 
über die Teilsysteme ausnützen zu können, ist es für die quantentheoretische Beschreibung 
häufig zweckmäßig, von den unitären Räumen U!,12,... der unabhängigen Teil- 
systeme (1), (2),... auszugehen und aus diesen den unitären Raum U des zusammen- 
gesetzten Systems, das auch Wechselwirkungen zwischen (1), (2),.... umfaßt, aufzubauen 
(3.4 $3). 


$ 1. Die Vektoren des Produktraumes 
Wir greifen aus den Vektoren zweier verschiedener, unitärer Räume U! und. 
U? je einen Vektor |p!) und |?) heraus und bilden aus ihnen formal ein Pro- 


t) Die Kenntnis dieses Kapitels wird erst ab Kap. 3.4 erforderlich. 
10* 
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dukt (kein Skalarprodukt!), das kommutativ sein soll, und für das wir schreiben 
ir» = IP PD = Ip?) Ip) | 69) 
Dieses Produkt, auch direktes Produkt genannt, soll wieder ein Vektor sein, d.h. 
die Rechenregeln eines unitären Raumes (Kap. 2.1) erfüllen. Die Vektoren 
|9!92) liegen aber nicht in U! oder U, es wird vielmehr durch sie ein neuer Raum, 
der sogenannte Produkiraum 
= wmxu? (2) 
definiert: Er besteht aus allen Vektoren (1) und ihren Linearkombinationen 
mit komplexen Koeffizienten.!) 


Aus der Distributivität |p! = a |u!) + b !) in U! soll folgen 
pp) = a up?) +5 |vtp). 
Entsprechendes soll sich aus der Distributivität in 1? ergeben. 


Unter dem Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren |p!9?) und |x!x2>, 


Kal EC EU DEE DER (3) 


verstehen wir das Produkt der Skalarprodukte in den Räumen U! und U2., 


Sind |vt> Basisvektoren in 11! und |vf) solche in 112, so sind |vgv7> Basisvek- 
toren in U = U!xX 11? (sie spannen U auf). Im Produktraum numerieren also die 
Indexpaare k, 1 die Komponenten eines Vektors. Haben die Räume ll! bzw. 12 
die Dimensionen n! bzw. n?, so ist also n!n? die Dimension von U; z. B., ist der 
Produktraum zweier zweidimensionaler Räume vierdimensional, seine Basis- 
vektoren lauten |vlv}), |v1v3), |vL v7), |vlv3). Neben endlich-dimensionalen Räu- 
men wollen wir aber auch unendlich-dimensionale mit in die Betrachtung ein- 
schließen. — Aus der Orthonormierung der Basisvektoren |v}) und |v7) in U! 
bzw. 12 folgt nach Gl. (3) die der |vtv?), 


& lvl.) = 8(k, k') (1, ) | (4) 


Mit der Vollständigkeit der Basisvektoren |vl) und |vf> von U! und U? sind 
die |vlv7) definitionsgemäß vollständig in U, 


LI un un dkdl=4 (5) 
kl 


Ein beliebiger Vektor |p> aus U (der nicht die Struktur |p!9?) besitzen muß!) 
hat also die Zerlegung 


Im = LE ur plk,l) akdl |, (6) 
ka. 


ı) Es sind also nicht alle Vektoren aus U!x1l2 ein bloßes direktes Produkt |p!> |p%. 
Gerade hierin liegt die Ursache, daß in U!xU? auch Wechselwirkungen zwischen den 
physikalischen Systemen (1) und (2) erfaßt werden können. 
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seine Komponenten sind eine Funktion der Veränderlichen k und I), 


p(k, I) = <upvf |. ) 
Ist |p) speziell ein direktes Produkt |p!p2), so ergibt Gl. (3), daß seine Kompo- 
nenten 
yk,)y) = | WI = (8) 
die Produkte der Komponenten von |p!) und |p2) aus U! bzw. U? sind. 


Die in 2.1 $6 für einen beliebigen unitären Raum erläuterte unitäre Basis- 
transformation kann man natürlich auch im direkten Produktraum ausführen. 
Es ist dabei möglich, zu Basisvektoren überzugehen, die nicht mehr direkte 
Produkte sind! 


Schließlich sei noch darauf hingewiesen, daß die Konstruktion eines Produkt- 
raumes 


u=WÜUxWx.. u! (9) 
aus mehreren Räumen U!, U, ..., UN in völlig analoger Weise mittels der Vek- 
toren 

tet =) Ir IP) (10) 


— in denen es wieder nicht auf die Reihenfolge ankomme — möglich ist. Da 
diese Erweiterung keinerlei Problematik bietet, wollen wir auf das Anschreiben 
der entsprechenden Formeln verzichten. 


$ 2. Operatoren im direkten Produktraum 


Alle in Kap. 2.2 u. 2.3 angestellten Überlegungen über die Operatoren in 
einem unitären Raum gelten natürlich auch im Produktraum. 


Bildet man die Matrixelemente speziell mit den direkten Produkt-Basisvek- 
toren |vtv?), so werden sie durch die doppelte Indizierung [bzw. im Fall (9) 
durch die N Indizes] lediglich etwas umfangreicher. So numeriert in 


L(k, 1; K, 1) = (u? | Low) (11) 
das Indexpaar k, I die Zeilen und k', !’ die Spalten der Matrix. Die durch den 


Operator £ vermittelte Vektorzuordnung |p) — |.£ 9) lautet daher in den 
Komponsnten (7) 


Pk) > LokY- ELLE LK,U) pl, U) ar dr. (12) 
vr 
Ein Operator £/!, der zunächst nur im Raum ll! definiert ist, 
2!) =|rD; 
1) Wenn % und bereits repräsentativ für mehrere Variable k,,%,,... und l,l,... 


stehen, s0 ist Pfky, kys +. us las +.) = (Oh Yale IP: 
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soll im Produktraum U = UlxX U? die Wirkung 


| 2! pp) = [at] (13) 


besitzen. Manchmal schreibt man für den Operator £!, wenn er in U1xX U? 
angewendet wird, auch 1x1, (14) 


was gerade die Wirkung (13) zum Ausdruck bringen soll. (Das Zeichen x ist 
nicht mit dem Vektorproduktsymbol zu verwechseln!). — Entsprechend gilt 
für einen Operator #? aus Ü?in 141 xAM?), 


AM = pe. (15) 
Für die Matrixelemente (11) von Z!ergibt GI. (13) 
Lk, LK, Tr) = D(k,k) $(l,V). (16) 


In Gl. (12) eingesetzt, heißt dies, daß durch /! nur bezüglich der Variablen k 
eine Veränderung bewirkt wird 


L!9k) = SF Lk, K) pe’, 1) dk‘. (17) 
e 


Aus Gl. (13) und (15) ist ersichtlich, daß das Produkt /1.,4? irgend zweier 
Operatoren aus den Räumen ll! und U? unabhängig von der Reihenfolge ist.!) 
Es kommutiert also jeder Operator £! mit jedem Operator M?, 


Für die Matrixelemente des Produkts £!1.%? ergibt sich in einer direkten Pro- 
duktbasis nach Gl. (13) und (16) 
| LM? ol) = (L!x M3) (k,l; K,l) = Il(k, k') M*(l,V) (19) 
(‚„Produktmatri«‘“‘). 
Hat ein Operator £!im Raum ll! die Eigenvektoren |u!,), so sind seine Eigen- 


vektoren im direkten Produktraum UlxXx 1? wegen der Vertauschbarkeit mit 
allen Operatoren £? aus U? die Linearkombination 


>} a|vpp>di = £ c |ulh or dl. (20) 
ı I 
Ist der Eigenwert A von Z/l in U! t,-fach, so wird dieser in U1xX 1? also 
(tı R,)-fach. 
Aufg. 53: Man gebe für eine Funktion p(k, I) die Entwicklung nach einem vollständigen 
Satz von Produktfunktionen x;(k) AU) an. 


Aufg. 54: Man schreibe die Produktmatrix (19) explizit für den Fall an, daß L! und M? 
zweidimensionale Matrizen sind. 


1) In der Nomenklatur (14) schreibt man dafür 


(LINUX) = LIxM. 


DRITTER TEIL 


Formulierung und Interpretation der Quantentheorie 


Vorbemerkung 


Im ersten Kapitel wird eine Einführung in die Grundgedanken der Quantentheorie 
gegeben, die dann in den weiteren Kapiteln ihre mathematische Formulierung erfährt. Die 
Kenntnis des im 2. Teil entwickelten Kalküls des unitären Vektorraums ist hierfür uner- 
läßliche Voraussetzung. 


Erstes Kapitel 
Das Konzept der Quantentheorie 


$ 1. Die Interpretation mikroskopischer Eigenschaften 


Der Versuch, mit einer rein feldtheoretischen Beschreibung atomarer Vor- 
gänge auszukommen, mißglückt, weil die Teilcheneigenschaften im Wellenbild 
nicht in widerspruchsfreier Weise untergebracht werden können. Dasselbe gilt 
mutatis mutandis für die der Mechanik zugrunde liegende Partikelvorstellung. 

Eine gleichzeitige Verwendung von Teilchen- und Wellenbild wird aber durch 
die Experimente (Kap. 1.1) eigentlich gar nicht gefordert. Es ist vielmehr so, daß 
sich z. B. Elektronen nur bei bestimmten Versuchsbedingungen wie Teilchen 
(etwa mit einem bestimmten Ort) verhalten, während sie sich bei anderen Ver- 
suchsbedingungen wie Wellen (etwa mit einer bestimmten Wellenlänge) äußern. 
Die Materie — und ebenso die Strahlung — besteht also nicht gleichzeitig aus 
Wellen und Korpuskeln, sondern sie besitzt je nach den Versuchsbedingungen 
entweder Wellen- oder Korpuskeleigenschaften. Hierin liegt nun gerade die Mög- 
lichkeit, den gordischen Knoten des Dualismus zu zerschlagen und zu einer in 
sich konsistenten Beschreibung des atomaren Geschehens zu gelangen. 

Die Begriffe der Mechanik bzw. Feldtheorie sind entstanden aus der unmittel- 
baren Anschauung des Alltags (z. B. aus der Bewegung eines Steines bzw. der 
Ausbreitung von Wasserwellen) und sind daher sicher zweckmäßig für die Be- 
schreibung makroskopischer Phänomene. Wenn nun die Experimente mit mi- 
kroskopischen Objekten zeigen, daß sich unter bestimmten Versuchsbedingun- 
gen ein Teilchencharakter und bei anderen ein Wellencharakter manifestiert, 
so heißt dies, daß die unserer makroskopischen Anschauung entstammenden 
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Begriffe des Teilchen- bzw. Wellenbildes nicht ohne weiteres auf mikroskopische 
Phänomene übertragen werden können. Da wir für atomare Vorgänge keine 
direkte Anschauung besitzen, könnte man daher meinen, daß es ein aussichts- 
loses Unterfangen ist, dafür eine widerspruchsfreie Theorie zu gewinnen. Es ist 
jedoch möglich, die in den Experimenten sich äußernden Wirkungen der mi- 
kroskopischen Objekte widerspruchsfrei zu behandeln, wenn man darauf ver- 
zichtet, Begriffe für den Mikrokosmos selbst zu finden. Wenn man von einer be- 
stimmten, sich in einem Experiment zeigenden Eigenschaft spricht (etwa vom Ort 
eines Elektrons), so bedeutet dies nur, daß sich das mikroskopische Objekt in diesem 
Versuch so verhält, als ob es ein makroskopisches Objekt mit dieser Eigenschaft 
wäre.!) In dieser Interpretation ist es verständlich, daß sich die aus der Dualität 
ergebenden scheinbaren Widersprüche auflösen, weil eben das mikroskopische 
Objekt nicht mit den jeweils gemessenen Eigenschaften selbst behaftet ist, son- 
dern weil die sich zeigenden Eigenschaften von den Versuchsbedingungen abhän- 
gen. Elektronen sind — ebenso wie Photonen — also weder Teilchen noch Wellen, 
sondern sie verhalten sich bei bestimmten Experimenten so, als ob sie makrosko- 
pische Teilchen wären, während sie sich in anderen Versuchsanordnungen wie 
makroskopische Wellen äußern. Jede darüber hinausgehende Frage nach der 
Natur des Elektrons ‚an sich“, d. h. unabhängig von der Meßapparatur, ist 
experimentell nicht entscheidbar und daher physikalisch sinnlos. Dasselbe gilt 
für alle anderen mikroskopischen Formen der Materie, wie Protonen, Neutronen, 
Atome und Moleküle. 


& 2. Der Einfluß der Meßapparatur 


Die Feststellung einer bestimmten physikalischen Eigenschaft eines Systems 
bedeutet die Ausführung einer Messung mit einer Apparatur, d.h. mit einer 
bezüglich dieser Eigenschaft geeignet präparierten Anordnung (z. B. Zählrohr, 
Photoplatte o. ä.). Durch eine Wechselwirkung zwischen Meßobjekt und Meß- 
apparatur wird die Messung vollzogen. Bei makroskopischen Meßobjekten ist 
der Einfluß der Wechselwirkung auf das Meßobjekt kontrollierbar und kann im 
Prinzip so klein gemacht werden, daß der Einfluß der Messung auf die Bewe- 
gung des Objekts vernachlässigt werden kann. Zum Beispiel läßt sich der Ort 
eines Planeten dadurch feststellen, daß man das vom Planeten gestreute Licht 
mittels eines Fernrohrs beobachtet. Der bei der Streuung der Lichtquanten an 
den Planeten abgegebene Impuls ist so klein, daß die Bewegung des Planeten 
nicht merklich verändert wird. Man kann also von der Meßapparatur und 
ihrer Wechselwirkung mit dem Meßobjekt völlig abstrahieren. 

Bei der Messung einer Eigenschaft an einem mikroskopischen System hin- 
gegen erleidet dieses durch die Wechselwirkung mit der notwendigerweise ma- 
kroskopischen Meßapparatur verhältnismäßig große, z. T. unkontrollierbare 
Veränderungen. Man kann zwar nach Ausführung der Messung behaupten, daß 


!) Wenn wir dennoch häufig der Kürze halber ‚von einer Eigenschaft des mikroskopi- 
schen Systems‘‘ sprechen, so ist dies stets in dieser Interpretation zu verstehen. 
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das Meßobjekt die durch die Meßapparatur angezeigte Eigenschaft besitzt (bzw. 
im obigen Sinn genauer: daß es sich unmittelbar nach dieser Messung wie ein 
makroskopisches System mit dieser Eigenschaft verhält), aber der Einfluß der 
Messung ist so stark, daß dadurch die in früheren Messungen gewonnenen Eigen- 
schaften. mehr oder weniger zunichte gemacht werden. Bei der Messung an 
mikroskopischen Objekten ist es also prinzipiell nicht möglich, vom Einfluß der 
Meßapparatur zu abstrahieren. Eine beobachtete Größe resultiert aus einer Be- 
ziehung zwischen Objekt und Meßapparatur. Mit dem Begriff einer physikali- 
schen Größe (Observable) ist also letztlich stets eine diese Größe messende Appa- 
ratur verknüpft. 


$ 3. Die Unschärferelationen 


Der Umstand, daß die Messung einer physikalischen Größe die durch frühere 
Messungen gewonnenen Kenntnisse anderer Größen illusorisch machen kann, 
bedeutet, daß für die gleichzeitige Bestimmung gewisser Größen eine endliche Ge- 
nauigkeitsgrenze existiert, die nicht unterschritten werden kann. Während die 
klassische Mechanik gerade darauf fundiert ist, daß z. B. die Größen von Ort 
und Impuls eines Teilchens gleichzeitig durch eine Messung bestimmt werden 


Fig. 44. a) Ort und Impuls in der klassischen Dear ; 
Mechanik; b) Ort und Impuls im Rahmen der u Mi 
Unschärferelation: Liegt der Endpunkt des 
Ortsvektors rirgendwo im 4 -Bereich, so kann 
der Endpunkt des Impulsvektors p nicht 
genauer bestimmt werden, als der X-Bereich 
angibt. (Der ‚‚Angriffspunkt‘‘ der p Vektoren 
ist willkürlich in die Mitte des r-Bereichs gelegt) 


d) 


können, so daß eine eindeutige Beschreibung der Bewegung möglich wird, ist 
eine solche gleichzeitige, beliebig genaue Messung dieser Größen am mikroskopi- 
schen Objekt nach der Unschärferelation (1.1 85a) 


Ap, Az > hj2 


nicht möglich (Fig. 44). Sie verlangt, daß im Rahmen der Unschärfe einer 
x-Messung die der p2,-Messung vorgeschrieben ist; d. h., die Genauigkeit der 
Impulsmessung kann nicht gesteigert werden, sofern man nicht gleichzeitig eine 
Verringerung der Ortskenntnis in Kauf nehmen will. Es ist also unmöglich, eine 
Meßapparatur zu konstruieren, die es erlaubt, von einem Elektron Ort und 
Impu!s gleichzeitig beliebig scharf zu messen. 


Die Unschärferelationen geben die Grenzen an, bis zu denen die Größen der 
klassischen Physik gleichzeitig angewendet werden können. Jeder über diese 
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Grenzen hinausgehende, gleichzeitige Gebrauch von Größen der klassischen 
Physik führt auf Widersprüche mit den Experimenten und ist daher physikalisch 
sinnlos. 


$ 4. Der Spaltversuch. Wahrscheinlichkeitsaussagen 


Für das Verständnis der Quantentheorie ist es zweckmäßig, ein Experiment 
noch einmal genauer zu analysieren, in dem nach der klassischen Vorstellung 
die Dualität zwischen Teilchen und Welle zum Ausdruck kommt. Wir werden 
dabei das statistische Verhalten der Meßergebnisse kennenlernen, das für die For- 
mulierung der Quantentheorie wesentlich ist. Als Experiment dient die Inter- 
ferenz von Elektronen oder Neutronen an den Atomen eines Kristalls (1.1 $ 4a). 
Zur Vereinfachung der Verhältnisse setzen wir aber statt des Kristalls einen 
Doppelspalt (Fig. 45). Verwen- 
det man statt ElektronenLicht, 
so haben wir gerade eine op- 
tische Beugungsanordnung vor 
uns. 


Lassen wir einen Elektronen- 
strahl von links (A) auf den 
Kristall bzw. Doppelspalt Sp 
auftreffen, so ergibt sich auf 
einem Schirm B rechts vom 
Spalt die aus der Optik be- 

A Sp kannte Interferenzerscheinung. 
Fig. 45. Zum Doppelspaltversuch Nun verringern wir die Inten- 
sität der einfallenden Strahlen 
so stark, daß nur mehr ein Teilchen einfällt. Dies kann man z. B. dadurch nach- 
weisen, daß man vor dem Spalt an der Stelle A eine Wırson-Kammer auf- 
stellt und in ihr die Bahn dieses Teilchens im Rahmen der Unschärferelation 
findet. Um nun feststellen zu können, an welcher Stelle x (von B) sich das 
Teilchen nach Durchlaufen des Spaltes befindet, stellen wir in B längs x eine 
Reihe von Zählrohren Z (in Koinzidenzschaltung mit A) auf. Führt man dieses 
Experiment durch, so ergibt sich, daß genau ein Zählrohr anspricht. Die Inter- 
ferenzfigur ist also bei Verwendung eines Elektrons im Rahmen dieser Ortsmes- 
sung nicht vorhanden. 


Führt man das Experiment mit einem einzigen Teilchen unter denselben An- 
fangsbedingungen öfters hintereinander aus, so ergibt sich, daß von den Zähl- 
rohren in B keineswegs immer dasselbe anspricht. Trägt man die Ansprechrate der 
einzelnen Zählrohre bei vielen solchen Versuchen über x auf, so stellt man fest, 
daß die Häufigkeitsverteilung der x-Messungen gerade mit dem Interferenzbild 
der Wellenvorstellung übereinstimmt. 


Im Gegensatz zur klassischen Mechanik läßt sich also aus den Anfangsbedin- 
gungen A das Verhalten des einzelnen Elektrons bei späteren Messungen B nicht 
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in determinierter Weise vorhersagen. Man kann nur Wahrscheinlichkeitsaussagen 
über den Ausgang von Messungen machen. Das einzelne (!) mikroskopische Objekt 
zeigt ein statistisches Verhalten bezüglich der Observablen. 


Würde man das Elektron als ein Teilchen auffassen, so könnte man sich bei 
dem Doppelspaltexperiment darüber wundern, daß die Häufigkeitsverteilung 
der x-Werte die des Doppelspaltes und nicht jene des einfachen Spaltes ist, da ja 
nach der Partikelvorstellung ein Teilchen nur entweder durch die Öffnung I oder 
durch die Öffnung II gehen kann. Das Experiment zeigt aber, daß das Elektron 
sowohl durch I als auch durch II geht. Im Rahmen des entwickelten Konzepts, 
wonach der Begriff ‚Ort‘ nicht dem Elektron an sich zugeordnet werden kann, 
sondern es stets einer geeigneten Meßapparatur bedarf, um vom Ort eines Elek- 
trons sinnvoll sprechen zu können, ist dieses Verhalten keineswegs verwunder- 
lich. Durch den Doppelspalt erfolgt nämlich (in der Spaltebene) nicht die Orts- 
messung ‚entweder durch I oder durch II“, sondern die weniger einschneidende 
Messung ‚sowohl durch I als auch durch II“ (die im Wellenbild anschaulicher 
verständlich ist als im Teilchenbild). Würde man im Doppelspalt eine weitere 
Meßapparatur anbringen, die feststellt, daß das Elektron gerade durch die Öff- 
nung I tritt, so würde diese einen solch starken Eingriff bedeuten, daß dadurch 
auch die Häufigkeitsverteilung in B verändert wird. Am einfachsten läßt sich 
eine solche Ortsmessung im Spalt dadurch vornehmen, daß man die Öffnung II 
schließt. Die Häufigkeitsverteilung in B stimmt dann mit der Beugungsfigur 
eines Spaltes überein. 


Die Unschärferelationen zwischen Orts- und Impulskomponenten zeigen, daß 
die „Bewegung“ eines Elektrons nicht durch eine Bahn im Sinne der klassischen 
Mechanik beschrieben werden kann. Das statistische Verhalten eines einzelnen 
Elektrons im Doppelspaltversuch legt es vielmehr nahe, an Stelle der Bahn eine 
„‚ Wahrscheinlichkeitsamplitude‘‘ ® (x, t) für jeden Raumpunkt r zur Zeit t aufzu- 
suchen, die es erlaubt, die Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen eines Meßwertes 
einer Observablen (repräsentiert durch eine bestimmte Meßapparatur) zu berech- 
nen, z. B. im Doppelspaltversuch die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das Elektron 
zur Zeit ti ein Zählrohr an der Stelle x auf B auslöst. Da die Wahrscheinlichkeits- 
verteilung für eine Ortsmessung — wenigstens für ein Elektron — mit der Inten- 
sitätsverteilung o (t, £) übereinstimmt, die sich ergibt, wenn man nach der klassi- 
schen Feldtheorie [SCHRÖDINGER-Gleichung ohne elektromagnetische Selbst- 
wechselwirkung (1.3-32)] Beugung und Interferenz am Doppelspalt berechnet, 
so kann man erwarten, daß die Wahrscheinlichkeitsamplitude © (t, t) die SCHRÖ- 
DINGER-@leichung erfüllt, so daß die Wahrscheinlichkeit für das Antreffen des 
Elektrons im Volumelement d?x am Ort x zur Zeit t gegeben ist durch |Ö (x, t) |? d?x. 
Aus der Tatsache, daß das klassische Materiefeld (rt, t) und die Wahrschein- 
lichkeitsamplitude S(t, £) für ein Elektron formal derselben Gleichung genügen, 
kann man natürlich nicht schließen, daß es sich um dieselben Größen handelt. 
Sie sind begrifflich völlig: verschieden! Der Unterschied wird ganz besonders 
augenfällig bei der Behandlung mehrerer Elektronen, für die die Wahrschein- 
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lichkeitsamplitude ®(t,, t,, ..., ) allein deshalb nicht mehr mit dem klassischen 
Feld y(t, t) übereinstimmen kann, weil dieses nur von einer Ortsvariablen t ab- 
hängt. Wie in diesem Fall die Differentialgleichung für ©(t,, tz, ..., ) lautet, 
werden wir in 4.1 $ 6 sehen. 


Wegen des statistischen Verhaltens kann man für den Ausgang der Messung 
einer Observablen — vor Ausführung der Messung! — nur Wahrscheinlichkeits- 
aussagen machen. Hat jedoch die Messung stattgefunden, hataalso z.B. ein Zähl- 
rohr den Ort eines Elektrons an einem Zählwerk fixiert, so geht durch den 
Meßprozeß die Wahrscheinlichkeit in die Sicherheit dafür über, daß die Obser- 
vable den gemessenen Wert hat und keinen anderen. Ist der Meßprozeß zur Zeit i, 
beendet, so wird durch ihn die Wahrscheinlichkeitsamplitude $(rt, t,) festge- 
legt. Der Eingriff durch den Meßprozeß liefert also für die Wahrscheinlichkeits- 
amplitude neue Anfangsbedingungen. Für spätere Zeiten t > 1, wird die Wahr- 
scheinlichkeitsamplitude D(t, ti) wieder durch die SCHRÖDINGER-Gleichung be- 
stimmt, sie erlaubt Wahrscheinlichkeitsaussagen für den Ausgang der Messung 
einer Observablen zur Zeit t. 


In den folgenden Kapiteln soll die Quantentheorie inihr mathematisches Kleid 
gebracht werden. Diese Aufgabe gliedert sich im wesentlichen in die drei 
Probleme: 


1. Mathematische Beschreibung der physikalischen Observablen (Kap. 3.2). 

2. Behandlung des statistischen Verhaltens bei der Messung der Observablen 
(Kap. 3.3). 

3. Dynamik des quantenmechanischen Systems (Kap. 3.5). 


Zweites Kapitel 
Die Quantisierung 


$ 1. Beschreibung der Observablen durch Hermitesche Operatoren 


In der klassischen Physik werden die Meßwerte der verschiedenen Observab- 
len gleichzeitig durch das betrachtete physikalische System realisiert, sie hängen 
funktionell voneinander ab. Zum Beispiel läßt sich das Ergebnis einer Dreh- 
impulsmessung aus den Meßwerten von Ort und Impuls bestimmen, weil die 
Apparatur der Drehimpulsmessung das Meßobjekt praktisch nicht stört. Bei der 
Messung an mikroskopischen Objekten hingegen ist eine solche Abstraktion von 
der Meßapparatur prinzipiell nicht mehr möglich. Man ist nicht imstande, ir- 
gendwelche Observable dss physikalischen Systems gleichzeitig zu messen. Nur 
den Meßwert derjenigen Observablen, die man gerade gemessen hat, kann man dem 
mikroskopischen Objekt zuordnen. Die Meßwerte einer Observablen dürfen also 
i. allg. nicht aus den Meßwerten anderer Observabler berechenbar sein. Es gilt 
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einen mathematischen Kalkül zu entwickeln, der diesem Sachverhalt Rechnung 
trägt. Das bedeutet, daß die physikalischen Observablen in anderer Weise zu er- 
fassen sind als in der klassischen Physik. Quanientheoretisch ist also zwischen der 
Beschreibung der Observablen und der ihrer Meßwerte zu unterscheiden. 


Es hat sich gezeigt, daß die Operatoren eines unitären Raumes (Kap. 2.2) für 
die quanientheoretische Beschreibung der Observablen die geeigneten mathematischen 
Gebilde sind.!) Wie wir noch genauer sehen werden (3.3 $ 8), erlaubt nämlich 
z.B. die im allgemeinen gegebene Nichtvertauschbarkeit zweier Operatoren 
die mathematische Erfassung der nicht beliebig scharfen, gleichzeitigen Meß- 
barkeit zweier Observabler wie Ort und Impuls. 


Da es sich ferner erweisen wird (3.3 $ 4), daß die Eigenwerte der Operatoren 
die möglichen Meßwerte der Observablen bedeuten, beschränkt man sich auf 
HERMITEsche Operatoren, weil deren Eigenwerte reell sind (2.3 $ 2), wie man es 
von physikalischen Meßdaten verlangen muß. 


Die Observablen der klassischen Physik — wie Energie, Impuls, Drehimpuls, 
Ort — sind über Erhaltungssätze definiert, dieeine Folge bestimmter Symme- 
trietransformationen in Raum und Zeit sind (1.2 $3 u. 1.7 $ 4). Formuliert man 
diese Transformationen in der Sprache der Quantentheorie (Kap. 3.6), so wird 
man auf HERMITEsche Operatoren geführt, die bei Vorliegen der Symmetrie wie- 
der die Eigenschaft von Erhaltungsgrößen besitzen. Da diese Operatoren also 
demselben allgemeinen Prinzip entspringen wie die klassischen Größen, ist es 
sinnvoll, sie als denselben physikalischen Begriff aufzufassen und diesen Opera- 
toren Namen wie Energie, Impuls, Drehimpuls, Ort usw. zu geben. Auf diese 
Weise wird also der Zusammenhang zwischen den klassischen Größen und den 
quantentheoretischen vermittelt. Da in der Quantentheorie nicht nur kontinuier- 
liche, sondern auch diskrete Symmetriegruppen zu Erhaltungssätzen führen, 
besitzt man quantentheoretisch eine größere Anzahl von Observablen als in der 
klassischen Physik, ein Beispiel dafür ist die „Parität‘‘ (3.6 $ 3). Die Durchfüh- 
rung dieser Symmetrieüberlegungen erfordert jedoch bereits eine gewisse Ver- 
trautheit mit der Quantentheorie, so daß wir sie auf später verschieben 
(Kap. 3.6) und zunächst einfach fordern: 


Die Observablen L eines physikalischen Systems werden beschrieben durch HER- 
MiTEsche Operatoren £ = $£t in einem unitären Raum 1U.?) Dieser unitäre 
Raum wird selbst durch die Struktur des speziell betrachteten, physikalischen 
Systems, d.h. durch die Relationen zwischen den Operatoren, bestimmt 
(Kap. 3.4). 


1) Beim Übergang von der klassischen zur quantentheoretischen Behandlung werden 
also die Begriffe beibehalten, aber für ihre Beschreibung neue mathematische Größen, die 
Operatoren, eingeführt. 

2) In einem zweidimensionalen, reellen Vektorraum könnte man sich die den physikali- 
schen Observablen zugeordneten Operatoren einfach als Ellipsen vorstellen (Fig. 35, S.131). 
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Die Observable „i-te kartesische Komponente des Ortsvektors‘‘ eines Elek- 
trons wird also durch einen Ortsoperator 


BE a) 


beschrieben. Die Operatoren beziehen sich — ebenso wie die entsprechenden 
klassischen Größen — auf ein bestimmtes, vorgegebenes Koordinatensystem. Das 
Transformationsverhalten der Operatoren beim Übergang zu einem anderen 
Koordinatensystem besprechen wir in Kap. 3.6. Über die Probleme, die bei 
Operatoren von krummlinigen Komponenten entstehen, vgl. Fußnote 2) S. 122. 


Entsprechend werden die Komponenten des Impulses durch Operatoren 


Ah: (2) 
die des Drehimpulses durch 

14 En /! (3) 
dargestellt. Liegen N Elektronen vor, so läuft der Index ö von 1 bis 3N. 


Eine der wichtigsten Observablen ist die Energie, sie wird durch den HamiıL- 
TON-Operator 
HE =H#t (4) 
erfaßt. 


Entsteht in der klassischen Interpretation eine Observable G durch (totale) 
zeitliche Differentiation aus einer Observablen ZL, so wird die Observable @ 
quantentheoretisch durch einen Operator $ beschrieben, der ‚AuBuehnt nichts 
mit dem Operator / zu tun hat, z. B. 


L=Ortz, — £ = Ortsoperator z,. 
G = Geschwindigkeit v, — 9 = Geschwindigkeitsoperator »,;. 
Um die physikalische Bedeutung des Operators 9 besser zum Ausdruck zu 


bringen, schreiben wir L an Stelle von 9 


[e=i > 9=2] (5) 


L ist also jener Operator, der die Observable ‚Zeitliche Veränderung der Obser- 


vablen L‘“ beschreibt. Er ist kein Differentialquotient des Operators 2. £ ist 
lediglich eine andere Schreibweise für 9, z. B. schreiben wir für den Geschwin- 
digkeitsoperator v,= &, oder für den Beschleunigungsoperator ,= 4, =2;- 


Neben den bekannten Observablen, wie Ort, Impuls oder Energie sind in der 
Quantentheorie noch andere Observable wichtig, denen man in der klassischen 
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Physik wegen ihrer fast trivialen Fragestellung kaum Aufmerksamkeit schenkt. 
Man kann nämlich durch eine Messung P, entscheiden, ob von einer Obser- 
vablen L ein vorgegebener Wert A eingenommen wird. Die Messung der Obser- 
vablen P liefert also nur Ja-Nein-Aussagen, denen wir die Meßwerte 1 oder 0 
zuordnen. Diese Observable wird quantentheoretisch durch den Projektionsope- 
rator Pu = |ua Ua | auf den zum Eigenwert A gehörigen Eigenvektor |u,> 
des Operators / beschrieben, weil die Projektionsoperatoren den Eigenwert 
(= Meßwert!) 1 zum Eigenvektor |u,> und 0 zu allen anderen Eigenvektoren 
besitzen (2.3 $ 6). 


Bei der Quantisierung eines Feldes werden die reellen Komponenten des klassi- 
schen Feldes y, zu HERMITEschen Operatoren 
Y=Yi. (6) 
Da die Observablen eines Feldes, wie Schwerpunkt, Gesamtimpuls, Gesamtdreh- 
impuls, Gesamtenergie durch die Feldamplituden gegeben sind (Kap. 1.4), wer- 
den durch die Quantisierung (6) auch die Feldobservablen zu (HERMITEsche) 
Operatoren. Wir werden in Kap. 4.6 auf die speziellen Fragen der Feldquantisie- 
rung (am Beispiel des ScHRÖDINGERschen Materiefeldes) näher eingehen. Aus- 
drücklich sei an dieser Stelle jedoch darauf hingewiesen, daß die allgemeine For- 
mulierung und Interpretation der Quantentheorie, die in diesem dritten Teil des 
Buches gegeben wird, für alle Observablen gilt, gleichgültig, ob sie dem klassi- 
schen Teilchenbild oder dem klassischen Feldbild entstammen. Wir werden se- 
hen (Kap. 4.6), daß die Quantisierung der klassischen Teilchenvorstellung auf 
dieselben Aussagen führt wie die Quantisierung der klassischen Feldvorstellungen 
— jedenfalls wenn wir in beiden Fällen dieselbe, definierte Anzahl von Teilchen 
vorliegen haben. 


| Klassische Teilchenmechanik | ---— | Klassische Feldtheorie 
e= — 


Der mittlere, gestrichelte Pfeil symbolisiert die in Kap. 1.3 gegebene Herleitung 
der SCHRÖDINGERschen Materiefeldgleichung. Der linke Pfeil führt auf die 
„Quantentheorie des Teilchenbildes‘‘, der rechte auf die ‚‚Quantenfeldtheorie‘‘. Die 
genannte Äquivalenz bedeutet, daß in der Tat das Problem der Dualität von Welle 
und Korpuskel in der Quantentheorie gelöst ist. 


$ 2. Die Vertauschungsrelationen 


Man bedient sich in der Quantentheorie der Operatoren, weil sie nicht ver- 
tauschbar zu sein brauchen und es daher möglich ist, einen Kalkül zu entwickeln, 
der es automatisch verhindert, daß alle Observablen gleichzeitig scharf gemessen 
werden können. Es ist also wichtig zu wissen, ob zwei Operatoren £ und 4, 
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die bestimmten physikalischen Observablen zugeordnet sind, miteinander ver- 
tauschen oder nicht — genauer gesprochen, man muß angeben, welcher physika- 
lischen Observablen 4 der Kommutator 


| IL, M=ALM- MIN | (7) 


zuzuordnen ist (der Faktor i ist notwendig, damit 4° wieder HERMITEsch ist). 
Diese spezifisch quantentheoretische Frage der Vertauschungsrelationen kann 
natürlich nicht durch rein klassische Überlegungen beantwortet werden. 


Die Vertauschungsrelationen zwischen den Operatoren bilden die fundamentale 
Grundlage der gesamten Quanteniheorie: Wie wir später noch genauer sehen wer- 
den (4. Teil), werden durch sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Operato- 
ren bestimmt und dadurch Aussagen über die Messung der Observablen er- 
möglicht. Gleichzeitig legen die Vertauschungsrelationen auch den für die quan- 
tentheoretische Beschreibung eines bestimmten physikalischen Systems notwen- 
digen unitären Raum U, d.h. ein vollständiges System von Basisvektoren, fest 
(Kap. 3.4). 


Die im $ 1erwähnte Definition der physikalischen Observablen über Symme- 
trietransformationen führt auf die Vertauschungsrelationen zwischen den Obser- 
vablen. Ausdem dort genannten Grund wollen wir jedoch diese Überlegung auf 
Kap. 3.6 verschieben und hier die Ergebnisse vorwegnehmen. Zum Beispiel gelten 
für die Hermiteschen Operatoren der kartesischen Orts- und Impulsopera- 
toren die Vertauschungsrelationen 


(2, 2] = 0 (8) 
[u Al = 0 (9) 
alt |. (10) 


Die verschiedenen Komponenten des Ortsoperators sind also alle untereinander 
vertauschbar. Dasselbe gilt für die Impulskomponenten. Die Komponenten von 
Ort und Impuls in derselben Richtung (i = k) hingegen vertauschen nicht, ihr 


BR? . . . a 
Kommutator ist > 1. Der Faktor % ist schon aus Dimensionsgründen erforder- 


lich. Die Komponenten von Ort und Impuls in verschiedenen Richtungen (i + k) 
sind vertauschbar. Die Gl. (8) bis (10) gelten auch für die Komponenten von N 
Teilchen; die Indizes : und & laufen dann von 1 bis 3N. 


$ 3. Die Observablen als Operatorfunktionen 


a) Übersetzung klassischer Funktionen 
Die Observablen der klassischen Mechanik sind als Funktionen 


F= Fin... Pa...) (11) 
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gegeben. Es erhebt sich die Frage, wie in der Quantentheorie der zugehörige 
.HERMITEsche Operator 7 aus den Operatoren =, ..., #1, ... aufzubauen ist.!) 
Wegen der Nichtvertauschbarkeit der =, und %, erhält man diese Operator- 
funktion 


F= Fan. fo) (12) 


im allgemeinen nicht einfach dadurch, daß man die Funktion (11) zwischen den 
Orts- und Impulsoperatoren anschreibt. Es bestehen bis heute sogar verschie- 
dene Ansichten darüber, ob und wie man bei komplizierteren Funktionen (11) 
die zugehörigen Operatorfunktionen (12) eindeutig angeben kann.?) Die physika- 
lisch interessierenden Observablen besitzen jedoch eine so einfache Abhängig- 
keit von Ort und Impuls, daß diese Probleme praktisch bedeutungslos sind. 


Setzt sich klassisch die Observable F additiv aus einer reinen Orts- und Im- 
pulsfunktion zusammen, so verlangt man, daß der Operator 7 dieselbe Funk- 
tion in den Orts- und Impulsoperatoren ist, 


Pf. )tae) > Fear + gl) 


(13) 


f, gund £ 9 bedeuten also auf beiden Seiten die gleichen funktionellen Abhän- 
gigkeiten. Befindet sich etwa ein Teilchen unter dem Einfluß eines Potentials, 
so erhält man für seinen HAMILTON-Operator 


1 1 
A amint Vanipa) >H = Im2 fat Y (@1,2,2) | 2). (0 


wobei der Operator der potentiellen Energie genauso von den Ortsoperato- 
ren abhängt wie im klassischen Fall V von den Ortskoordinaten. Entsprechendes 
gilt für mehrere Teilchen, zwischen denen eine ortsabhängige Wechselwirkung 
(z. B. CouLomg-Wechselwirkung) besteht. 


Für Funktionen, die aus Produkten von Ort und Impuls aufgebaut sind, ist 
eine so einfache Übersetzung nicht mehr möglich. Betrachten wir z. B. die Funk- 


!) Hat man eine Observable 7 als Operatorfunktion von Ort und Impuls vor sich, so 
ist zu beachten, daß die zugehörige Meßapparatur die Observable stets als Ganzes mißt. 
Es wäre völlig falsch zu glauben, daß man etwa durch ein Nacheinandermessen der in der 
Operatorfunktion enthaltenen Größen eine F-Messung ausführt, weil mikroskopisch eine 
zweite Messung das Meßergebnis der ersten zunichte machen kann. Zum Beispiel ist also 
eine Energiemessung nicht etwa dadurch zu bewerkstelligen, daß man zuerst die potentielle 
Energie und dann die kinetische Energie ausmißt. 

2) Dies ist auch die Ursache, daß man sich in der Quantentheorie kaum der Methode der 
kanonischen Transformationen X = X(2z,p), P= P(z,p) bedient, die in der klassischen 
Mechanik von so großem Nutzen ist. 

2) In einer nicht-relativistischen Theorie ist die Masse m konstant und wird daher in der 
quantentheoretischen Behandlung durch eine e-Zahl (gewöhnliche, ‚‚klassische‘‘ Zahl) be- 
schrieben. 


11 Fick, Quantentheorie 
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tion F = px: Der Operator % = ist wegen der Nichtvertauschbarkeit von Ort 
und Impuls nicht mehr HErMITEsch, aber man kann die HERMTTEizität durch 
eine symmetrische Schreibweise erreichen und übersetzt daher 


1 Rh 
Entsprechendes gilt für die Funktionen 
(16) 
B (2,94: +) + Filfı: ---)2;) 


> (nz Be) + /f:ı za) fi) 


und für Linearkombinationen solcher Funktionstypen. 


b) Die Berechnung von Kommutatoren 
Aus den Vertauschungsrelationen (8) bis (10) der Orts- und Impulsoperatoren 


lassen sich mit Hilfe der Rechenregeln für Kommutatoren [Gl. (2.2-7)] die Ver- 
tauschungsrelationen einer Operatorfunktion 


F=F (en... far +.) 
mit =, und £, herleiten. Zum Beispiel erhält man für 7 = =? 


[23, =] = [e,2]» + z[z, z] = 0, 
[2% = le, le + 2la, 1-4 28. 


Für eine kompliziertere Funktion 7 ergibt sich der Kommutator durch Opera- 


tordifferentiation 
khOF 
| [F, 2] = 182 (17) 
rn OF 
| Fr, =-7:: |- (18) 


Diese Gleichungen lassen sich zunächst für reine Orts- oder Impulsfunktionen 
F (@,; ...) bzw. 7 (%,,...) beweisen, wobei die Differentialquotienten durch 
Gl. (2.2-11) definiert sind und die üblichen Regeln der Differentialrechnung er- 
füllen. Wir führen den Beweis durch Induktion: Gilt etwa die Gl. (17) für zwei 
Funktionen 7, (4, -..) und 7, (%,,...), soistihre Gültigkeit auch für #, +9, 
und 7, 7, gewährleistet; aus Gl. (2.2-7,) und (2.2-7,) folgt nämlich 

[Fı + 932] == [7 + [F, &,] = ( +) 


1 
LEIGEER) 


i Op (19) 
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und 


Ah (07 07 
Fa Fl Fr+ Frl an= (9 Fr +F1 2%) 


Ben (20) 
i dr 


Weil die Gl. (17) für 7 = %, auf Grund der Vertauschungsrelation (10) erfüllt 
ist, ist damit die Gültigkeit für jedes Polynom 7 (%,, ...) nachgewiesen. Für 
beliebige Funktionen 7 (4, ...) und 7 (z,,...) kann man die Gl. (17) und (18) 
aus der Spektraldarstellung beweisen. 


Auch in dem Fall, daß 7 eine Potenzreihe in den Orts- und Impulskoordina- 
ten ist, lassen sich die Kommutatoren mittels Gl. (17) und (18) berechnen. 
Bei der Produktdifferentiation ist auf die Reihenfolge der Faktoren zu achten 
[G1. (20)!]). Zum Beispiel ist 


my _ 5 82" f* 
[or = 


h 1 
=nZe" ns 


e) Beispiel: Der Drehimpuls 


Die Operatoren der Komponenten des Drehimpulses eines Teilchens (ohne 
Spin) lauten 
= % fs 423 fa: 


lt, = 2% fa — 27 fs: 5 (21) 
(= 21 fa — 2 fh- 


Eine Symmetrisierung ist dabei unnötig, weil die Komponenten von Ort und 
Impuls mit verschiedenen Indizes vertauschbar sind. 


Aus den Beziehungen (17) und (18) folgen unmittelbar die Vertauschungs- 
relationen 


828 z;] —— [28 fa) =0 
aeetrah (22) 


(dı zz] Sen: i 


ee ae 


Die Punkte sollen die Gleichungen andeuten, die durch zyklische Vertauschung 
der Indizes entstehen. Für die Vertauschung der Drehimpulskomponenten unter- 


11% 
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einander erhalten wir hieraus 
[lol = [a3 A lol —- 25 fr Cal = 2glfa, Cal — [23 Co] fa 
r 
— (2, fa 17 fa): 


dl = —- = Ca... |- (23) 


Im Gegensatz zu den Komponenten von Ort und Impuls sind also die des Dreh- 
impulses nicht untereinander vertauschbar. 


Der Operator des Drehimpulsquadrates, definiert durch 
(RA (24) 


ist vertauschbar mit allen Komponenten /, 


2 
GOELZE (25) 
denn es gilt z. B. 


2 
Eee ee 
-Abhtsh-AG-tld=0. 


d) Vektoroperatoren 


Es ist üblich, die Operatoren der Komponenten eines Vektors durch Hinzu- 
fügen der gewöhnlichen (kartesischen) Einheitsvektoren e, zu einem ‚‚Vekiorope- 
rator‘‘ zusammenzufassen, z. B. 


zer p=Ih% Pie (26) 
q ® T 


Man darf aber nicht meinen, daß ein solcher Vektoroperator als Ganzes i. allg. 
eine Observable ist. Zum Beispiel zeigt die Nichtvertauschbarkeit der Dreh- 
impulskomponenten, daß nicht alle Komponenten gleichzeitig scharf meßbar 


sind (Kap. 4.3), so daß es gar keinen Sinn hat, dem Vektoroperator ? — als 
Repräsentanten für die Gesamtheit seiner Komponenten /, — eine Meßappa- 
ratur zuzuordnen. Für den Orts- bzw. Impulsoperator hingegen tritt wegen 
Gl. (8) bzw. (9) eine solche Schwierigkeit in (kartesischen) Komponenten nicht 
auf. 


Das Transformationsverhalten der Komponenten eines Vektoroperators bei 
Drehungen im Ortsraum wird in 3.6 8 6 besprochen. 
Aufg. 55: Man beweise 
n-1 
[9,4] = I MLL,A A, (n = positiv ganz). 
1=0 
Was folgt hieraus für [/", =°] (r,s = positiv ganz) ? 
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Aufg. 56: Man berechne den Kommutator [47', =]. 


er RS 2 
Aufg. 57: Man zeige, daß / mit = und mit % vertauscht. 


$4. Analogien zum Poisson-Klammer-Formalismus der klassischen Physik 


Vergleicht man die Rechenregeln der Poısson-Klammern [Gl. (1.2-59 bis 64)] 
mit jenen der Kommutatoren [Gl. (2.2-7)], so stellt man eine Analogie im 
algebraischen Sinn (also abgesehen von ihren verschiedenen Definitionen) fest. 
Im Gegensatz zu den klassischen Gleichungen ist in den Gl. (2.2-7,) und (2.2-7,) 
jedoch die Reihenfolge der Faktoren wesentlich. 


Eine solche Analogie besteht aber nicht nur mathematisch. Auch die physi- 
kalischen Vertauschungsrelationen (8) bis (10) zwischen Ort- und Impulskompo- 
nenten stimmen mit den Poısson-Klammer-Relationen [Gl. (1.2-66)] formal 
überein. Man könnte daher meinen, daß man eine völlige Abbildung der klassi- 
schen Physik auf die Quantentheorie erhält, wenn man fordert, daß die Poısson- 
Klammer-Relationen zwischen den klassischen Größen in Kommutatorrelatio- 
nen zwischen den entsprechenden HERMITEschen Operatoren übergehen, 


{L,M=N> + II, M=M. (27) 


Diese ‚Quantisierungsvorschrift‘‘, die in der geschichtlichen Entwicklung der 
Quantentheorie eine gewisse Rolle gespielt hat, stimmt für alle praktisch vor- 
kommenden, einfachen Funktionen; z. B. gehen die Vertauschungsrelationen der 
Drehimpulskomponenten direkt aus den Poısson-Klammer-Relationen (Aufg. 7) 
hervor. Dies ist die Ursache dafür, daß zwischen der klassischen Physik und der 
Quantenphysik formal eine weitgehende Analogie besteht (vgl. z.B. $6). In 
voller Allgemeinheit aber führt die Vorschrift (27) auf Widersprüche, die auf der 
Nichtvertauschbarkeit der Operatoren beruhen. 


Ein Beispiel möge dies erläutern. Wir setzen 
L=ps > 4-3 Pete). 
“=: >=. 


Dann ist die Poısson-Klammer N = {L, M} = 6p?x?. Um dieses Produkt entsprechend 
der Vorschrift (27) zu übersetzen, schreiben wir es einerseits als Poısson-Klammer 
N=31) > 1-4 Be] 3Per te) +2 
(zur Auswertung dieses Kommutators vgl. Aufg. 55). Berechnet man andererseits den 
Kommutator + [£, .#], so findet man unter Berücksichtigung der Rechenregeln von 
Kommutatoren 
HM =Ra+@RHm, 


also einen Ausdruck, der sich um %? 4 von 4 unterscheidet. 


r 
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$& 5. Die Rolle der Zeit in der Quantentheorie 


Eine Meßapparatur kann eine bestimmte Observable eines physikalischen 
Systems zu verschiedenen Zeiten messen. Dabei ist die Zeit durch die Zeiger- 
stellung einer makroskopischen Uhr gegeben. Diese Zeit ist also keine Obser- 
vable des quantenmechanischen Systems selbst, sondern ein Parameter, der 
durch eine gewöhnliche, reelle Zahl t beschrieben wird.!)?) 


Die die Observablen des Systems beschreibenden HERMITEschen Operatoren 
£ sind Funktionen dieses Parameters 


L=LN). (28) 


Die Relationen zwischen den Observablen sind — sofern nichts anderes angege- 
ben — zum gleichen Zeitpunkt gemeint. 


Im Gegensatz zur klassischen Theorie ist es nicht einfach so, daß die Funk- 
tion (28) bereits die dynamische Entwicklung der quantentheoretischen Meß- 
werte und ihrer Wahrscheinlichkeiten angibt. Wie wir nämlich im nächsten 
Kapitel sehen werden, ist zu einer solchen Angabe noch eine weitere Größe 
— der Zustandsvektor oder der statistische Operator — notwendig, die den 
momentanen Zustand des physikalischen Systems beschreibt. Erst durch das 
Zusammenwirken von £ und der den Zustand beschreibenden Größe gelangt 
man zu physikalischen Aussagen. 


Die Zeitabhängigkeit (28) der Operatoren kommt auf zweierlei Weise zu- 
stande: 


1. Durch ihre explizite Zeitabhängigkeit: In der HamıtTonschen Beschrei- 
bungsweise der klassischen Physik (1.2 $4 und 1.7 $ 9) ist eine Observable L 
gegeben als Funktion der kanonischen Variablen und möglicherweise einer expli- 
ziten Zeitabhängigkeit, die nichts mit der Zeitabhängigkeit vermöge der klassi- 
schen Bewegung zu tun hat, z.B. L= L(x,, ..., ?1, -..,t). Diese explizite Zeit- 
abhängigkeit überträgt sich bei der Quantisierung auf die zugeordneten HEr- 
MITEschen Operatoren £. Sie ist eine wesentliche Eigenschaft der Observablen. 


2. Durch zeitabhängige unitäre Transformation der Operatoren (3.2 $7): 
Durch eine willkürliche, unitäre Transformation aller Operatoren bleiben die 
Relationen zwischen den Operatoren erhalten. Je nachdem, welche Zeitabhän- 


1) Diese Interpretation der Zeit t ist der Grund, warum die Energie-Zeit-Unschärferela- 
tion (3.5 $ 4d) von anderer Natur ist als etwa jene zwischen Ort und Impuls (3.3 $ 8). Die 
Frage, ob andererseits auch ein die Observable ‚Zeit des quantenmechanischen Systems‘ 
beschreibender Zeitoperator — kanonisch konjugiert zu #° — existiert, führt auf mathema- 
tische Probleme, die hier nicht diskutiert werden sollen. 

2) Völlig analoge Verhältnisse gelten bei der Feldquantisierung für die Zeit- und Raum- 
koordinaten: Die Feldoperatoren hängen von den c-Zahl-Parametern tr und tab, die angeben, 
in welchem Raum-Zeit-Punkt die Feldgröße gemessen wird. 
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gigkeit man für diese unitäre Transformation zugrunde legt, resultieren für die 
Operatoren ganz verschiedene totale Zeitabhängigkeiten /(t) („Bilder“). Wir 
werden jedoch sehen ($ 7 und Kap. 3.5), daß alle physikalischen Aussagen der 
Quantentheorie bildunabhängig sind. 


Schließlich sei noch auf eine dritte Art von zeitlicher Veränderung in der 
Quantentheorie hingewiesen: Unter dem Einfluß des Meßprozesses ergeben sich 
Veränderungen, die nicht durch den HAmItLTon-Operator des mikroskopischen 
Objektes beschreibbar sind (Kap. 3.3). 


$ 6. Der Zusammenhang zwischen den Operatoren Zund £ 


a) Die allgemeine Beziehung 
Den Operator, der die Observable ‚Zeitliche Veränderung von L‘ beschreibt, 
haben wir mit SL bezeichnet ($ 1). Wir verlangen nun, daß zwischen den Opera- 


toren £ und £ der folgende, durch den HAMILTON-Operator 5f des Systems 
vermittelte Zusammenhang besteht 


nr) es 


ex 


Diese Gleichung steht in enger Beziehung zu der Tatsache, daß der HAMILToNn- 
Operator 5 mit einer infinitesimalen Zeittranslation verbunden ist [vgl. Fuß- 
note!) S. 241]. Benützt man die Übersetzungsvorschrift (27), so entsteht sie 
einfach aus der Bewegungsgleichung einer klassischen Observablen Z [Gl. (1.2-69) 
und (1.7-99)]. 


In der fundamentalen Relation (29) spiegeln sich sämtliche dynamische Ge- 
setze der Quantentheorie wider. Wir wollen sie für alle physikalisch interessan- 
ten HERMITEschen Operatoren voraussetzen, also auch z. B. für den Fall, daß 
SZ ein Projektionsoperator ist. 


Im Gegensatz zur klassischen Gleichung (1.2-69 und 1.7-99) handelt es sich 
aber bei Gl. (29) nicht um eine Differentialgleichung für die totale zeitliche Ver- 


° q 
änderung von /(t), weil ja £ keine Differentiation nach dem Parameter t be- 
deutet. 


Ist insbesondere 


o 


P=;0, (30) 


so nennen wir wie in der klassischen Physik die Observable eine Erhaltungs- 
größe. Auf die physikalische Bedeutung dieser Aussage in der Quantentheorie 
kommen wir in 3.5 $ 4c zurück. 
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Identifiziert man speziell mit den Operatoren , bzw. %,, so erhält man die 
den HamıtTonschen Gleichungen entsprechenden Operatorbeziehungen 


(31) 


Wenngleich der Operator .S nicht durch zeitliche Differentiation aus dem 
Operator £ hervorgeht, lassen sich doch vermöge der rechten Seite von Gl. (29) 
Rechenregeln aufstellen, die den Differentiationsgesetzen entsprechen. Es gilt 
z. B. 


= 5 i 
GP = LP EcH, 
— ° o (32) 
2, +9,=-f4 + 25, 
o " & 
SL La = Li FL + Fi, (Beihenfolge!). 


Beweis: Die Gleichungen folgen unmittelbar aus den Kommutatorregeln (2.2-7) 
und Gl. (2.2-11a). Zum Beispiel verläuft der Nachweis der letzten Beziehung fol- 


gendermaßen: 


m ; 92.2 
2 I,= 3 1. SL) +( Fr 2) 


- [9.21 A ++ Sl, 2)+ FI. IL, +L, Con 


- LS IL, MS. 


b) Erstes Beispiel: Ein Teilchen in einem Potential 


Wir betrachten ein Teilchen in einem Potential, so daß der HAMILTON-Opera- 
tor lautet 


L, 3% = 
# =, A+7 (2). (33) 
Aus den GI. (31) ergibt sich damit 
o * 22 ER 
De f; =] — = f =” (Geschwindigkeit), (34) 
f = = lv (2), ri = — grad_ V = Ä (Kraft), (35) 


H = (3 ist Erhaltungsgröße). (36) 
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Für den Operator der zeitlichen Änderung des Drehimpulses erhält man 
= + [7 (2).7] =z2x = M (Moment), (37) 
BR DER 
dabei ist berücksichtigt, daß [% ‚{] = © (Aufg. 57) und 


9, dl = 23[%; fs] -2[%, fie] u 2 (z x gradY ), 
ist. j 
Die Gleichungen zeigen, daß die Grundgesetze der klassischen Mechanik also 
quantentheoretisch durch die zugeordneten HErRMITEschen Operatoren erfüllt 
werden. Die Kommutatorrelationen stimmen in diesem Fall völlig mit den 
Poısson-Klammer-Relationen überein. 


c) Zweites Beispiel: Ein geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld 
Die klassische Dynamik eines geladenen Teilchens in einem vorgegebenen 
elektromagnetischen Feld 
(38) 
Blr,t) = rot A 
wird nach Gl. (1.2-84) durch die (explizit zeitabhängige) HamıLTon-Funktion 


1 2 
Hp. =5,(P -LUN) +gPlı) (39) 
beschrieben. 


Beim Übergang zur quantentheoretischen Beschreibung des Teilchens werden die 
Teilchenvariablen 


to z, 2» f 
zu kanonisch konjugierten HERMITEschen Operatoren, so daß die Feldgrößen 
e(2,1, 8(2.1), a(z.1), p(2, 1) (40) 


Funktionen des Ortsoperators werden.!) Der HAmILTon-Operator des Teilchens 
lautet dann 


(41) 


1) Dies bedeutet noch keine Quantisierung des elektromagnetischen Feldes (Lichtquan- 
ten)! Bei einer solchen werden vielmehr die elektromagnetischen Feldgrößen selbst zu 
Operatoren et, t), Hr, t),..., die von den Raum-Zeit-Koordinaten t,t (c-Zahl-Para- 
meter) abhängen. (Kap. 4.6). Damit keine Verwechslungen zwischen diesen verschiedenen 
Problemen auftreten, haben wir in Gl. (40) für die Funktionen des Ortsoperators die klassi- 
schen Bezeichnungen beibehalten und die Operatoreigenschaften im Argument zum Aus- 
druck gebracht. 
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Multiplizieren wir unter Berücksichtigung der Reihenfolge aus, so erhalten wir 


2 _ _ 2 
#5 hu) ++. (412) 


2m 2mc? 


Dabei liegt bereits die symmetrische Schreibweise vor, wie sie durch G!. (16) 
gefordert wird. Aus Gl. (18) folgt für den Kommutator zwischen X und f 


Fe: er - 
14 — fA=-*divalz,ı), (42) 
so daß man den HAMILTON-Operator auch in der Form 


u ala) ala) + ea) + anla.) 
(41b) 


schreiben kann.) 


Für den Operator der Geschwindigkeit eines Teilchens im elektromagnetischen 
Feld erhalten wir nach Gl. (31) und (17) 


En el q = 
„2-7 lh-24(20). 
Es besteht also zwischen dem mechanischen und dem kanonischen Impuls der- 
selbe Zusammenhang wie in der klassischen Mechanik, 


_ sr —_ q — 
m?= A-2121) |. (43) 
Als Funktion der Operatoren 2 und % nimmt damit der HAMILTON-Operator die 
einfache Gestalt 
2 - 
# =5% +qr (2, ) (44) 
an. 


Es ist zu beachten, daß die verschiedenen Komponenten der Geschwindigkeit 
— im Gegensatz zu denen des kanonischen Impulses — in einem magnetischen 
Feld nicht vertauschbar sind. Es gilt nämlich z. B. 


[v1 v3] = 4 [% _ zZ Ay am z A,] 


2 (—[Ay, fl — [fr A2)) 


mic 
_.g& — 
— mici\le, 9m)’ 
d.h., ; ; 
— [= — 1-3, (2,t) (45) 
F7 D La 1 m?c 3\%; 


und entsprechende Gleichungen bei zyklischer Vertauschung der Indizes. Ana- 
loge klassische Gleichungen gelten in Poıssox-Klammern (vgl. Aufg. 10). 


1) Wählt man für U insbesondere die transversale Eichung [GI. (1.2-77)], so ist 
div Az) = 0. 
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Für den Operator der Beschleunigung eines Teilchens im elektromagnetischen 
Feld 


,=i,=-+ [4,04 SR 1) 


erhält man, wenn man Gl. (44) einsetzt, 


mil-?2 gi q 0A, 
4,=% ? vw, ei U Are . 
Wegen Gl. (45) gilt z. B. 
i [-2 


al al =H8 Meneılor + orlen ei) 


= (Bu; — Bau; +0, B, — v3 B,) 


so daß man bei Berücksichtigung von Gl. (38) findet 


mö=2 (5x8 - %2.)x2) +g9€8(3,1)=%,(2,5%1)|, (46) 


d. h. also gerade jenen Operator, der sich auch direkt durch Übersetzung der 
klassischen LoREnTz-Kraft ergibt. 2) 


Aufg. 58: Man stelle den Operator der Beschleunigung ® durch # und = dar. 


Aufg.59: a) Welcher Zusammenhang besteht in der Energiedarstellung zwischen den Ma- 


° 
trixelementen von £ und £? b) Welche Beziehungen herrschen damit zwi- 
schen den Matrixelementen des Orts-, Impuls- und Kraftoperators eines Teil- 
chens in einem Potential? 


Aufg. 60: Man beweise für ein Teilchen in einem Potential, das bei Summation über 
alle Energieeigenvektoren | %0> gilt 


& 72 k2 
S, = L(E,— E,) Ku. | etz u, de = 
= 8 Kun | t@ un) |? da = 5, 


und 
12 
%,= Lı(E. — E,) Ku. | = u,) ? da = 5=. 


falls Z, ein diskreter Energieeigenwert ist (,‚Summenformeln‘‘). 
Aufg. 61: Man beweise den quantentheoretischen Virialsatz (vgl. Aufg. 2). 
1) Nach Gl. (43) kann # = # (2 %, t) explizit von t abhängen. 
2) Wegen (# x B=-—- (Bxeh)=—- (8x7) istder Operator 5 (#.x B—-Bx?) 


HERMITEsch. Er entspricht nach Gl. (16) der klassischen Größe vn x B= — xB-Bxp). 
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$ 7. Unitäre Transformationen 
a) Unitär-Äquivalenz 


Durch die Relationen zwischen den den Observablen zugeordneten HERMITE- 
schen Operatoren werden diese nicht eindeutig definiert. Führt man nämlich 
an allen Operatoren £/ eine unitäre Transformation S/ (s/! = SS!) aus 


L-L-ALH, (47) 


so erhält man einen neuen Satz von Operatoren £', die wieder HERMITEsch 
sind, dieselben Eigenwerte wie / besitzen (2.3 $7) und zwischen denen die- 
selben Relationen bestehen wie zwischen den ursprünglichen Operatoren 
[Gl. (2.2-34)]. Die Gesamtheit der die quantentheoretischen Observablen beschrei- 
benden HErmITEschen Operatoren ist also nur bisauf Unitär-Äquivalenz festgelegt, 
man kann statt der Operatoren / genausogut irgendwelche unitär transfor- 
mierte Operatoren Z/' verwenden. Wir werden in der Tat sehen (Kap. 3.3), daß 
sämtliche quantentheoretischen Aussagen über physikalische Ereignisse invariant 
sind gegenüber solchen unitären Transformationen aller HERMITEscher Operatoren. 


b) Bilder 


Man kann diese Freiheit in der Darstellung der Observablen noch dahin- 
gehend erweitern, daß man die unitären Transformationen von einem Parameter 
abhängen läßt. Als diesen Parameter wollen wir die Zeit t wählen. Man transfor- 
miert also alle HERMITEschen Operatoren mit einem zeitabhängigen unitären 
Operator s/ (t). Auf diese Weise wird eine Observable L zu jedem Zeitpunkt im 
allgemeinen durch einen anderen HErMITEschen Operator beschrieben. Diese 
Zeitabhängigkeit £/ (ft) hängt von der willkürlich gewählten unitären Transfor- 
mation x/(t) ab und hat mit der quantentheoretischen Dynamik zunächst 
nichts zu tun. Sie ist auch nicht zu verwechseln mit der expliziten Zeitabhängig- 
keit der Operatoren. Die aus einer bestimmten zeitabhängigen unitären Trans- 
formation .%/(t) entstehenden Operatoren /(t) nennt man ein „Bild‘“!). Ver- 
schiedene Bilder unterscheiden sich also durch verschiedene unitäre Transfor- 
mationen ./ (t). Dieselben Observablen werden in verschiedenen Bildern i. allg. 
durch verschiedene Zeitfunktionen £/ (t) erfaßt. Weil die Relationen zwischen 
den Operatoren bei einer unitären Transformation erhalten bleiben, gelten sie in 
jedem Bild, also z. B. 


SW 140204 (),0- (48) 


Welches Bild man für die Beschreibung zugrunde legt, ist physikalisch völlig irrele- 
vant. Die Auswahl eines bestimmten Bildes ermöglicht jedoch manchmal leichter 
die mathematische Bewältigung dynamischer Probleme (Kap. 3.5). 


1) Manchmal sagt man statt „‚Bild‘‘ auch ‚„Darstellung‘‘. Da dieser Begriff jedoch bereits 
in einer anderen Bedeutung vorkommt, wollen wir lieber das Wort ‚Bild‘ verwenden. 
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Wir wollen die Ausführung der unitären Transformation .„/(t) noch etwas 
genauer studieren. Zunächst betrachten wir z. B. die (explizit zeitunabhängigen!) 
Observablen Ort und Impuls und gehen etwa von einem Bild aus, in dem die 
Operatoren = und % keine Zeitfunktionen sind. Durch Anwendung einer be- 
stimmten unitären Transformation ./(t) ergeben sich dann für dieselben Ob- 
servablen in dem neuen Bild die Zeitfunktionen 


zit) = Al) !(t), 
PO=- IWF. 


Für einen Operator £/‘, der eine Funktion / (z, % sei, erhält man damit nach 
Gl. (2.2-34) 


ZW = AN Le MM AIW=- LANA pAN) 
= Llztt), £)), 


d. h., der unitär transformierte Operator Z (t) ergibt sich, indem man in Z (=, f) 
die Zeitfunktionen (49) einsetzt. 


(49) 


(50) 


Die Zeitabhängigkeit des Operators £ (f) bedeutet, daßseine Bigenvektoren | u ,> 
ebenfalls Zeitfunktionen werden. Setztman / = Piü p 50 sieht man, daß sich 


diese — bis auf eine uninteressierende Phase — entsprechend 
a1) = (t) |u4) (51) 
verändern. Die Eigenwerite 
A = <u,lt) FW ul) = (u 62 Ur (52) 
bleiben natürlich bei einer unitären Transformation invariant, sie werden keine 


Zeitfunktion. Für die Gültigkeit der Gleichungen (50) bis (52) ist wesentlich. 
daß der Operator £ nicht explizit zeitabhängig ist. 


In dem allgemeinen Fall eines explizit zeitabhängigen Operators Z(z, £, t) 
führt das Zusammenwirken der zeitabhängigen unitären Transformation ./ (t) 
und der expliziten Zeitabhängigkeit auf die totale Zeitabhängigkeit des Operators 


L)= AM) Le pt) SI} =L (tt), pl) i)|- (53) 


Weil die willkürliche unitäre Transformation /(t) mit der expliziten Zeitab- 
hängigkeit nichts zu tun hat, kann man die Gl. (53) noch etwas verallgemeinern: 
Man betrachtet den Operator /(z, %,r) zu einer Zeit und transformiert ihn 
mit .z/ (t). Dabei erhält man 


AM Le VI) = Llelt), LU, r). (54) 


In der geometrisch reellen Veranschaulichung der Operatoren £(t) durch Ellipsen be- 
deutet die zeitabhängige unitäre Transformation, daß sich diese im Laufe der Zeit drehen, 
wobei natürlich die Eigenvektoren diese Bewegung mitmachen. Eine Veränderung der Form 
der Ellipsen, d. h. eine zeitliche Abhängigkeit der Länge ihrer Hauptachsen (= reziproke 
Eigenwerte) kann sich jedoch nur bei Operatoren ergeben, die explizit zeitabhängig sind. 
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ce) Zeitabhängigkeit der Hermiteschen Operatoren in einem Bild 


Abschließend wollen wir noch nach der zeitlichen Veränderung eines Opera- 
tors in einem festen Bild fragen, d. h. nach der Veränderung gegenüber einem 
beliebig herausgegriffenen Zeitpunkt ti,. Schreibt man die Gl. (50) für die 
Zeiten i, und it an 


Pi) = At) Li (, ne (4); 
LU)= Al) Le, YA) 
so erhält man durch Elimination von £ (z, %) 
LH) = Al). L') Zi) I) SO: 


d.h., die Veränderung eines explizit zeitunabhängigen Operators, 


240) > Alt, bo) Li), bo); (55) 
erfolgt innerhalb des betrachteten Bildes durch den unitären Operator 
At) = LM) LKW): (56) 
/ (t,t,) hat die Eigenschaften 
Zt) =1, 
It) = Lid, (57) 
It) = Lt) SL ki bo): 


die unmittelbar aus Gl. (56) ersichtlich sind. Die letzte Gleichung besagt, daß 
man die Transformation schrittweise ausführen kann. Die Operatoren / (t, i,) 
sind das wesentliche eines Bildes. 


Im Fall einer expliziten Zeitabhängigkeit / (=, %, t) ist zu berücksichtigen, 
daß /(t) die explizite Zeitabhängigkeit nicht beeinflußt. Schreibt man die 
Gl. (54) einmal fürt—1,r—t 


At) Le, pt) Lt) = L (el), Felt); f) (58) 
und dann fürr=tan . 
Le, p)LW = Le) KW); (59) 
so erhält man 
L (et), yl),N) = Lt 4) Zelt), A) Lt) |. (60) 


Man beachte, daß auf der rechten Seite in dem mittleren Ausdruck die explizite 
Zeitabhängigkeit zur Zeit £ und nicht zur Zeit it, zu nehmen ist! Die explizite 
Zeitabhängigkeit ist eben eine Eigenschaft der Observablen selbst, die nicht 
durch die willkürliche unitäre Transformation . (f, i,) bestimmt wird. 
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Bevor wir auf die quantentheoretische Dynamik eines physikalischen Pro- 
blems eingehen können, müssen wir zunächst verstehen, welche Beziehungen 
zwischen den Operatoren und den im Experiment sich zeigenden physikalischen 
Eigenschaften eines Systems bestehen. 


Drittes Kapitel 


Die statistischen Aussagen der Quantentheorie 


Es ist Aufgabe dieses Kapitels, den Zusammenhang zwischen der mathemati- 
schen Beschreibung der Observablen durch Operatoren und den im Meßprozeß 
sich ergebenden Resultaten zu vermitteln. Da die mikroskopischen Objekte ein 
statistisches Verhalten bei der Messung einer Observablen zeigen (3.1 $ 4), gilt 
es, die Wahrscheinlichkeitsaussagen der Quantentheorie über den Ausgang einer 
solchen Messung zu formulieren. 


$ 1. Definition von Wahrscheinlichkeit und Erwartungswert 


Vorbereitend seien einige statistische Begriffe — unabhängig von der quan- 
tentheoretischen Fragestellung — angegeben. 


Führt man dieselbe Messung einer Größe L, die diskrete Werte A an- 
nehmen kann, unter gleichen Anfangsbedingungen öfters (n-mal) aus, und erhält 


man dabei n,-mal (In, = n) einen Meß- R 
a L 


wert A,sobazeichnet man denQuotienten n ,/n ” 5 
als relative Häufigkeit. In der Grenze sehr 
vieler Messungen!) nennt man 
n 
= lim —4 1 a | 
ie en (1) 
die Woahrscheinlichkeit des Meßwertes A . 4A Azds, A AsAs . 


Fig. 46). Es ist O<w,<s1l und Jw,=1. 
0) ne 2 > Fig. 46. Wahrscheinlichkeit w, dis- 


Ist für einen Meßwert A, insbesondere kreter Meßwerte A. Erwartungs- 
w,= 1 — und damit alle anderen w, = 0 wert<L> und Unschärfe AL 
(A=# A,) —, so heißt dies, daß der Meßwert A, 
mit Sicherheit?) eintritt und alle anderen Werte A + A, nicht eintreten. 


1) Es handelt sich hier nicht um einen Grenzwert im mathematischen Sinn, sondern um 
das empirische Prinzip der Stabilität der relativen Häufigkeiten in langen Versuchsreihen 
(Gesetz der großen Zahlen). 

2) „Fast-Sicherheit‘‘ im Sinne der Statistik. 
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Die Wahrscheinlichkeit, daß von einigen Meßwerten A,, A, ..., A, entweder 
A, oder A, oder A, .... eintritt, ist die Summe ihrer Wahrscheinlichkeiten 


WAAg = > ws. (2) 


Als Erwartungswert oder Mittelwert einer Meßreihe versteht man 
R 1 
<Ly m ad ad; (3) 
wobei A über alle möglichen Meßwerte läuft. Der Erwartungswert muß mit 
keinem Meßwert übereinstimmen (Fig. 46). 


Die Streuung ist definiert als die mittlere, quadratische Abweichung vom Er- 
wartungswert 


Str L = ‚lim = In, (A-<D)% = 2m (A —<Db)) (4) 


(A durchläuft alle möglichen Meßwerte). Die Streuung kann als Summe über 
lauter positive Größen nicht negativ werden. Für das Verschwinden der Streuung 
ist notwendig und hinreichend, daß ein Meßwert A, mit Sicherheit vorliegt: w,, = 1, 
w=0(A#+4A,,<D = 4. 


Unter der Unschärfe, Unbestimmtheit oder Unsicherheit der Messung von L 
versteht man die Wurzel aus der Streuung 


AL = YStrL. (5) 


Schließlich sei noch ein Wort fürden Fall gesagt, daß die möglichen Meßwerte A 
kontinuierlich sind. Erhält man bei einer Meßreihe zwischen A und A+dA 
n(A) dA Meßwerte, so tritt an die Stelle von w, die Größe 


w(A) dA. (6) 


Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, einen Meßwert zwischen A und A+dA vor- 
zufinden. Die Wahrscheinlichkeit, daß der Meßwert irgendwo in einem vorgege- 
benen, endlichen Intervall A, -- A, eintritt, ist dann — analog zu Gl. (2) — 
gegeben durch das Integral 
Ay 
w(A,A) = S wid)dA. 0) 


@ 


Umfaßt das Intervall alle möglichen Meßwerte, so ist das Integral 1 (Sicherheit) 
1l= ih: w(A)dA. (8) 


A 
Der Erwartungswert (L) ist gegeben durch das Integral über alle A-Werte 


<Ly = [wiA4)AdA. (9) 


A 
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Für diskrete und/oder kontinuierliche Meßwerte A lautet — in der auf S. 117 
erklärten zusammenfassenden Schreibweise — die Wahrscheinlichkeit in einem 
Intervall A, --- A, 


Ad 
w(AuA) = L wiA)dA, (10) 
Aa 
die Gesamtwahrscheinlichkeit 
le Ü w(A) dA (11) 
A 
und der Erwartungswert 
D=Ywia)AdA. (12) 
A 


$ 2. Zustandsvektor |D) und Erwartungswert <Z) 


Um über den Ausgang der Messung einer quantenmechanischen Observablen 
zu einem bestimmten Zeitpunkt Aussagen machen zu können, ist es notwendig, 
den Zustand, in dem sich das physikalische System unmittelbar vor der Messung 
befindet, zu beschreiben. Durch eine mathematische Verknüpfung zwischen der 
den Zustand erfassenden Größe und dem Operator, der die zu messende Obser- 
vable darstellt, muß es dann möglich sein, die gewünschten quantentheoreti- 
schen Aussagen über den Meßprozeß zu machen. 


Da die Operatoren Vektorzuordnungen in einem unitären Vektorraum ver- 
mitteln, ist es naheliegend — und durch den Erfolg gerechtfertigt — den Zu- 
stand des quantenmechanischen Systems durch einen Vektor |D), den Zustands- 
vektor, in diesem unitären Raum zu beschreiben. Eine der wesentlichsten Be- 
hauptungen der Quantentheorie ist, daß eine über die Beschreibung durch |®) 
hinausgehende. detailliertere Festlegung des physikalischen Zustands prinzipiell 
unmöglich ist. 


Wird der unitäre Vektorraum durch irgendwelche Basisvektoren |v,) aufge- 
spannt, so können wir den Zustandsvektor |®) nach ihnen zerlegen [G]. (2.1-30)] 


|8> -, |v.) D(k) dk. (13) 


Die Komponenten ®(k) sind gegeben durch die Skalarprodukte 
D(k) = <v,| ©), (14) 
von denen wir noch sehen werden, daß sie diein 3.1 $ 4 erwähnten Wahrschein- 
lichkeitsamplituden darstellen. 
Die weiteren Überlegungen werden außerdem zeigen, daß es genügt, einen 
auf 1 normierten Zustandsvektor in Betracht zu ziehen, 
IPl!=1, (15) 


12 Fick, Quantentheorie 
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d.h. in Komponenten 


LomWoRdk=1. (16) 
k 


Ist insbesondere der unitäre Vektorraum unendlich-dimensional, so heißt dies, 
daß |®) ein echter HıLBErT-Raum-Vektor sein muß — also kein im Sinne der 
ö-Funktion normierter DirAcscher Vektor (2.1 $ 3). Seine Komponenten ©(k) 
sind also quadratintegrable Funktionen. 

Es drängt sich sofort die Frage auf, in welcher Weise die „Richtung“ des 
Zustandsvektors |®) im unitären Raum festgelegt wird, wenn man durch Mes- 
sung an dem mikroskopischen Objekt eine gewisse Kenntnis über seinen Zu- 
stand erhalten hat. Wir wollen dieses Problem aber zunächst zurückstellen und 
umgekehrt fragen, welche Aussagen man über den Ausgang der Messung einer 
Observablen, beschrieben durch einen HErMmITEschen Operator /, erhält, wenn 
der Zustandsvektor |®) unmittelbar vor der Messung bekannt ist. Wie wir am 

16) Beispiel des Spaltversuches (3.1 $4) gesehen haben, er- 
1283 g- geben sich bei mehrmaliger Ausführung einer Messung 
<92P>-<2> derselben Observablen i. allg. ganz verschiedene Meß- 
ergebnisse, auch wenn das System vor der Messung immer 
im gleichen Zustand war. Wenn wir also wissen, daß sich 
das Meßobjekt in einem Zustand |®) befindet, so können 
wir über den Ausgang der Messung einer Observablen £/ 
nur Vorhersagen über den Mittelwert oder Erwartungswert 
<£%) der verschiedenen möglichen Meßwerte machen. Die 
fundamentale Behauptung der Quantentheorie (M. Born) 
ist, daß dieser Erwartungswert durch das Skalarprodukt 
der Vektoren |B) und | £ DJ gegeben ist (Fig. 47). Dieser 
Zusammenhang zwischen dem Meßprotokoll und den im 
mathematischen Kalkül der Quantentheorie vorkommenden Größen bestätigt 
sich in allen Experimenten. 


£ 
Fig. 4%. Zur Veran- 
schaulichung der Er- 
wartungswertberech- 
nung im Vektorraum 


Wir fassen die statistische Aussage der Quantentheorie in dem Postulat zu- 
sammen: 


Der Zustand eines quantenmechanischen Systems wird durch einen Einheits- 
vektor |D> im unitären Raum völlig beschrieben. Führt man an dem System die 
Messung einer Observablen £ sehr oft aus, und ist vor jeder Messung das System 
immer im gleichen Zustand |®), so ist der Mittelwert <£) der Meßergebnisse 
(Erwartungswert) gegeben durch 


<F>= 179 |. (17) 


Dieses Postulat zieht weitreichende Folgerungen nach sich, die im folgenden 
„besprochen werden sollen. 
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Die Hermıteizität von £ gewährleistet, daß der Erwartungswert eine reelle 


Zahl ist. 


Ist der Zustandsvektor |®) in einer Basis |v,> durch seine Komponenten 
D(k) =<v, |D> und der Operator / durch seine’ Matrixelemente L(k, k') = 
<v, | £ v„> gegeben, so erhält man aus Gl. (17) dureh zweimaliges Einschieben 


von/= L [0,2 <v, | dk [Gl. (2.2-20)] für den EEE 


re x L <D | <u | Buyılag | d) dk dk’ 
oder 


LI = EL Li, %) Br) DW) ar ak |, (18) 


k k 


Im Basissystem der Eigenvektoren |u,)> von £, 

Zus =4Alud: 
ist L(A,4') = A 8(A, A’) diagonal, so daß die Hermitesche Form (18) die 
Hauptachsengestalt 


Ly = LA |BA)PaA (B(A) = «u, |®)) (19) 
A 


annimmt (/-Darstellung). Sind die Eigenwerte A entartet (2.3 $ 5), so lautet die 
Entwicklung des Zustandsvektors |B) nach den orthonormierten Eigenvektoren 
|u4), die die Eigenräume u, aufspannen, 


18) = Ela BlAd,m)dudd (BA, u) = «ui | 99), (20) 
A,u 


so daß sich in der Basis |u4) für den Erwartungswert (Z) ergibt 


<Ly =-LAL BA, w? dudA. (21) 
A ia 
Es ist zweckmäßig, auch für die Beschreibung des Zustands einen HERMITE- 


schen Operator zu verwenden. Als solcher bietet sich der Projektionsopera- 
tor auf den Zustandsvektor 


| Po, |® ©] j | (22) 


auch statistischer Operator (des „reinen‘‘ Zustands [vgl. Kap. 3.7]) genannt, an. 
Die Matrixelemente von 9,,, bezüglich einer Basis |v,) sind das Produkt 


og | Po, U) = (% |D<D |) = Dlk) B*(k), (23) 
12* 
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so daß Gl. (18) als Spur [Gl. (2.2-29)] von P\o, gelesen werden kann. Man 
schreibt daher statt Gl. (17) auch häufig 


H=-p9AnL)|- (24) 


Die Reihenfolge der Faktoren 9, und / ist unter der Spur gleichgültig 
(Aufg. 37). Die Berechnung der Spur kann in irgendeinem vollständigen Basis- 
system |v,) erfolgen, 
D=Lm| Po, L m) Ak. (24a) 
k 
Die Erwartungswerte kommen also durch das Zusammenwirken zweier HERMITE- 
scher Operatoren zustande, des statistischen Operators Po, des Zustands des 
Systems und des Operators £ der zu messenden Observablen.!) 


Aufg. 62: Man zeige, daß der Erwartungswert invariant ist gegen eine unitäre Transforma- 
tion |d) = 4 |8), £’=- 4 LH. 


$ 3. Die Streuung einer Observablen 


D) 

Führt man die Messung einer Observablen / mehrmals aus (wobei dasSystem 

vor der Messung immer im gleichen Zustand sei), so streuen i. allg. die Meßwerte 

um den Mittelwert (£). Da die ‚Streuung‘ einer Observablen / als Erwar- 

tungswert der quadratischen Abweichung von (£) definiert ist, erhält man 
Str £ als Erwartungswert des Operators (Z — (£) 1)? im Zustand |®), 


Str £= ((L-Ly1Ny=B1(L - <ZLZY1%D,. (25) 
Wegen 
UMLE-KDNDECL I -KKLNYNHKLIELN KL) 
gilt auch 


(26) 
Mit £ ist auch :£ — (£) 1 HermItesch, so daß man statt (25) auch 
UL KZLyND|(Z — <Zy1)D> schreiben kann 
Str £=1(L —-ZLy1)B|? > 0. (27) 


1) Zwei Zustandsvektoren |®) und |®’), die sich nur um einen Phasenfaktor unterschei- 
den, |0’> = ei*|®), sind physikalisch gleichwertig: In den statistischen Operator Po, = 
|®> <P| geht die Phase überhaupt nicht ein, 99, = Fje,,. Die Erwartungswerte (24) 
sind unabhängig von der Phase des Zustandsvektors. Dasselbe gilt auch bezüglich einer 
Änderung der Phase der Basisvektoren: Die Spur (24a) ist invariant gegenüber der Trans- 
formation |v,> — |v;> = e!** |v,) (vgl. auch die Bemerkung am Ende von 2.1 $ 4). 
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Die Unschärfe AL = Str £ ist also nichts anderes als die Länge des Vektors 


(L—-<Py1)D), 
AL = |(£ -<£31)8]|2 0 |. (28) 


$ 4. Der Einfluß des Meßprozesses auf den Zustandsvektor 


Wir wollen jene speziellen Richtungen |® >) des Zustandsvektors betrachten, 
für die die Messung von £/ streuungsfrei wird. Dazu ist notwendig und hinrei- 
chend, daß |(Z — <Z£) 1) ®y> = 0 oder 


L \dy) = <P) |Bg) (29) 


gilt, d. h., |® %) muß Eigenvektor von £ und (.Z£) der zugehörige Eigenwert 

sein. Da wir andererseits wissen ($ 1), daß bei Streuungsfreiheit der Erwartungs- 

wert zu einem mit Sicherheit vorliegenden Meßwert wird, können wir schließen: 

Ergibt sich bei einer Messung von £/ ein Meßwert mit Sicherheit, so ist der 
Meßwert ein Eigenwert A von Z£‘, und der Zustandsvektor muß (vor der Mes- 

sung!) die Richtung des dazugehörigen Eigenvektors |w,)> gehabt haben. Na- 

türlich gilt auch die Umkehrung dieses Satzes: Ist vor der Messung |®) = |u,), 
so ergibt sich bei der Messung von / mit Sicherheit der Eigenwert A als Meß- 

wert. Ist der Eigenwert A entartet, so gilt Entsprechendes, wenn der Zustands- 

vektor im Eigenraum u, liegt. 


Wir wollen jetzt nach der Richtung des Zustandsvektors unmittelbar nach 
Ausführung einer Messung fragen. Dazu betrachten wir ein quantenmechanisches 
System, das vor der Messung der Observablen £ in einem beliebigen Zustand |®) 
war. Nach Ausführung der Messung, die einen bestimmten Meßwert L’ er- 
geben habe, laute der Zustandsvektor |®’). Unmittelbar nach dieser Messung 
denken wir uns die Messung von ’ wiederholt — also jetzt mit dem Ausgangs- 


zustand |®’): . 
.M IL 
Zustand: |®) on), |8'> » ID"), 
Meßwert: L L' (30) 


Wenn die Messungen überhaupt einen physikalischen Sinn haben sollen, so ist 
zu fordern, daß bei einer solchen unmittelbaren Wiederholung derselben Messung 
sich das Ergebnis der vorangehenden Messung nicht verändert (Meßaxiom 
einer „Idealmessung‘‘); d. h., bei der zweiten Messung ist das Meßergebnis L’’ 
mit Sicherheit gleich Z’. Nach dem oben Gesagten muß daher L’=_L’ ein 
Eigenwert A’ von £/ sein und |®’) die Richtung des 'Eigenvektors |u,.> 
haben — oder im Fall der Entartung von A’ im Eigenraum u, liegen.!) Damit 
haben wir — bezüglich der ersten Messung, die uns ja eigentlich interessiert — 


2. Messung von £ 


1) Zunächst beschränken wir uns auf diskrete Eigenwerte. 
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das wichtige Ergebnis gewonnen: Auch bei einem beliebigen Anfangszustand |®) 
vor der Messung sind die überhaupt möglichen Meßwerie einer Observablen die 
(reellen) Eigenwerte A des (HERMITEschen)) Operators £. Der Zustandsvektor geht 
vermöge der Einwirkung der Meßapparatur in die Richtung des Eigenvektors 
|us> von £ über, der zu dem gemessenen (diskreten, nichtentarteten) Eigenwert 
A' gehört (Fig. 48) 


Messung eines diskreten, nichtentarteten Eigenwerts A’: (31) 


& — !d% = |u.) 


|d> (‚Reduktion des Zustandsvektors‘‘ durch Mes- 
\d')=1u,> sung). Im Basissystem |u,> (£-Darstellung) 

heißt dies, daß der Zustandsvektor |®), der vor 

der Messung Komponenten ®(A) = <u, | ©) 

hatte, unter dem Einfluß der Messung von A’ zu 

einem Vektor wird, dessen Komponenten ®'(A) 

= (u, |®') für A + A’ alle verschwinden, wäh- 

rend fürr4A= 4 D’(A)=<u,lu» =1 wird. 


9 Eine Messung ist ausgeführt, wenn das Meß- 
ergebnis an der Meßapparatur makroskopisch 
fixiert ist. Es liegt z. B. eine Ortsmessung vor, 
wenn ein Teilchen im übersättigten Wasserdampf 
einer Wırson-Kammer die Kondensation eines 
(makroskopischen!) Wassertröpfchens ausgelöst 
und damit eine feststehende, makroskopische Veränderung hervorgerufen hat. 


Fig. 48. Reduktion des Zu- 
standsvektors | 8) — | 8’) durch 
eine Z-Messung 


Wird durch die Messung ein bestimmter Meßwert an der makroskopischen 
Meßapparatur fixiert, so ist der Zustandsvektor des mikroskopischen Objekts 
für den Zeitpunkt unmittelbar nach der Messung bekannt. Durch den Ausgang 
der Messung wird die Richtung des Zustandsvektors im unitären Vektorraum nach 
Gl. (31) festgelegt. 


Die Frage, auf welchem ‚‚Weg‘‘ sich der Zustandsvektor von |®) nach |®’) 
„bewegt‘‘ hat, läßt sich wegen des wesentlichen Einflusses der Meßapparatur 
überhaupt nicht im unitären Raum des Meßobjekts beschreiben. Für eine Be- 
handlung des Meßprozesses ist vielmehr der direkte Produktraum von Meß- 
objekt und Meßapparatur Uopj X Uapp notwendig. Wir wollen jedoch hierauf 
nicht näher eingehen. 


Ist das Eigenwertspektrum der zu messenden Observablen £ kontinuierlich, 
und wurde durch die Apparatur ein Meßwert im infinitesimalen Intervall 
A’: A’ + AA’ gefunden, so lautet der Zustandsvektor |®’) nach der Messung 
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[vel. 2.1 $3 und GI. (2.3-6)] 


ı Ara 
| — |®, = Yan [ WmdaA für AN'>0|. (32) 
ige 
Wegen 
, i Arad 5.» _ 1 A’+AA 
<D |D) = SJ <üg | war dAdA = a | dA=1 


ist |D’) ein Einheitsvektor. 


Weiß man hingegen vom Meßwertnur, daß er irgendwo in einem endlichen In- 
tervall $A liegt, das die Ungenauigkeit der realen Meßapparatur beschreibt, so 
istder Zustand des Systems nach der Messung nicht durch einen Zustandsvektor 
zu beschreiben, sondern durch den statistischen Operator eines Gemisches 
(3.7 83). 


Wenn der bei der Messung einer Observablen £ eingetretene Eigenwert. 4’ 
(jetzt wieder diskret angenommen) entartet (2.38 5) ist, so wissen wir bereits, daß 
|8’> nach der Messung im Eigenraum u. liegt. Wird dieser von irgendwelchen 
(orthonormierten) Eigenvektoren |u%> (u = 1,...,t4) aufgespannt, so gilt 
also 

tar 


ID = 5 jun) et. 
u=1 


Wir werden in $6 — unter Heranziehung einer 
plausiblen Voraussetzung — zeigen, daß die Koef- 
fizienten c4. nicht willkürlich, sondern proportional 
zu (uf |D> sind : 
By =e2 Wr u | DD, (33) Fig. 49. Projektion des Zu- 
i standsvektors auf den Eigen- 
d. h., der Vektor |D', entsteht aus |D) durch Pro- raum u,, bei Messung von A’ 
jektion auf den Eigenraum u. (Fig. 49). Bestimmt ; 
man den Betrag der Konstanten c aus der Normierungsbedingung (®’ |®'y = 1, 
so ergibt sich 


[2 [2 = Pr 
2 [ur Su | ©» 9. 


———— = e (34) 
Venlo ut 
u 


| = 193 = 


Die Meßapparatur filtert also gerade jene Komponenten von |®) heraus, die 
auf dem Eigenraum u, senkrecht stehen. 


Die Präparation des Systems durch eine Messung möge an Hand eines ein- 
fachen Beispiels erläutert werden. Bringt man ein Teilchen mit einem magneti- 
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schen Moment z in ein Magnetfeld ®, so lautet sein HAMILTON-Operator 
=—- m». 


Er ist proportional zur Komponente von zz in B-Richtung. Das magnetische 
Moment ist nach Gl. (1.2-88) mit einem Drehimpuls verknüpft. Wie wir noch 
sehen werden (Kap. 4.3), kann eine Komponente des Drehimpulses — hier die 
Komponente in ®-Richtung — als Folge der Vertauschungsrelationen nur 
einige diskrete Werte annehmen. Dasselbe gilt damit auch für die Komponente 
von #in ®-Richtung. Diese diskreten Einstellmöglichkeiten machen sich expe- 
rimentell bemerkbar, wenn man ein Teilchen mit einem magnetischen Moment 
durch ein inhomogenes Feld laufen läßt, weil dann auf das Teilchen eine Kraft 
wirkt, die eine dem magnetischen Moment proportionale Ablenkung der Teil- 
chenbahn hervorruft (STERN-GERLACH-Effekt). In Fig. 50 ist die Wirkung einer 

solchen Anordnung schematisch angegeben (durch ge- 

eignete Wahl der Inhomogenitäten werde dafür ge- 

sorgt, daß die Bahnen am Ende wieder parallel verlau- 
[#deiu> fen). Wir betrachten nun den speziellen Fall, daß der 
Drehimpuls /, gerade drei Eigenwerte mit den Eigen- 
vektoren |w;), |wo>, | %_) besitzt (dreidimensionaler 
unitärer Raum). Diese Möglichkeiten sind in Fig. 50 
durch die drei gestrichelten Linien gekennzeichnet. 
Sorgt man nun etwa durch einen Absorber A dafür, 
Fig. U rennung desZu- daß ein Teilchen, wenn es auf der Bahn (0) oder (—)} 
ni > en durch ankommt, absorbiert wird, so ist man sicher, daß 

Freien sich ein durchgehendes Teilchen im Zustand 


Apparatur 
8) = |ur> 


befindet, weil das System insgesamt nur drei Zustände aufweisen soll.!) Erst 
durch den Absorber A wird der Meßprozeß abgeschlossen: Vorher hat es keinen 
Sinn, von der „wirklichen Bahn“ des Elektrons zu sprechen. Die drei Bahnen 
sind nur Möglichkeiten, d. h. ein Ausdruck für die möglichen Meßwerte von /,. 
Sie sind daher in der Fig. 50 gestrichelt gezeichnet. 


Aufg. 63: Wie lautet der Einfluß des Meßprozesses auf den statistischen Operator 99, ? 


rs 
lz Apparatur 


$ 5. Die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten eines Meßwertes 


Vor Ausführung der Messung einer Observablen läßt sich nicht mit Sicher- 
heit sagen, welcher Meßwert sich aus der Vielfalt der Eigenwerte A ergibt — 
abgesehen von dem Fall, daß vor der Messung der Zustandsvektor |®) die 
Richtung eines Eigenvektors |«,> von £ hat [Gl. (29)]. Es sind vielmehr bei 


1) Wir behandeln nur die Drehimpulszustände. Von einer quantentheoretischen Beschrei- 
bung der Bahnbewegung sehen wir der Einfachheit halber ab. [In dieser wäre zu berück- 


sichtigen, daß — » B(z) auch vom Ortsoperator = des Teilchens abhängt.] 


[3.3 8 5] 3.3. Die statistischen Aussagen der Quantentheorie 185 


beliebigem Zustand |Ö) nur Wahrscheinlichkeitsvorhersagen möglich. Durch Ver- 
gleich der Definition des Erwartungswertes [Gl. (12)] 


Ly=-Lw Ad 
A 
mit der quantentheoretischen Gleichung (19) 
Ly = loAaPAdA 


A 
finden wir, daß die Wahrscheinlichkeit — bzw. im Kontinuum die Wahrschein- 
lichkeitsdiche — w, für das Eintreten eines (nichtentarteten) Eigenwertes A 


gegeben ist durch das Absolutquadrat der Projektion des Zusiandsvektors |®) 
(vor der Messung!) auf den Eigenvektor |u,), 


| ee Ida)? = |<uu I8)]? | 


Man nennt daher die Komponenten B(A) = <u, |) 
des Zustandsvektors |D> Wahrscheinlichkeitsamplituden 
für den Meßwert A (Fig. 51). 

Wenn |®> genau in Richtung eines Eigenvektors |w > liegt, 
ist das Skalarprodukt 1, und die Wahrscheinlichkeit wird für 
den Meßwert A zur Sicherheit. Ist andererseits |®) senkrecht 
auf einem Eigenvektor |), so verschwindet <u4 | ®>, und der 
Eigenwert A trifft mit Sicherheit nicht ein. 

Fig. 531. Die Wahr- 


Die Wahrscheinlichkeit (35) hat die Gestalt SR ; : 
scheinlichkeitsamplitu- 
<D|uı> <uı |) und kann daher als Erwartungswert des de. 2) ab Skalrpio- 
Projektionsoperators P, „— |ua> (u1| aufgefaßt werden, dukt <u, |®> 


w,=(<P >= «619, ,0,|.)” 
a Pu? = Pl Pay D|- (36) 


Wie bereitsin 3.2 $ 1 dargelegt wurde, entspricht dem Projektionsoperator Pup 
die Observable ‚Ist das System im Zustand |u,)?“. Da die Eigenwerte von 
Projektionsoperatoren nur 1 oder 0 sind (2.3 $ 6), bedeuten diese Meßwerte, 
daß das Experiment entscheidet, ob diese Frage mit Ja oder Nein zu beantwor- 
ten ist. Vor der Messung kann man aber i. allg. nicht mit Sicherheit vorhersagen, 
welche Antwort durch die Messung gegeben wird. Man kann vielmehr nur den 
Erwartungswert <P,,» = (® Pu „» ®» angeben, der sich einstellt, wenn man 
— immer wieder vom gleichen Zustand |D) ausgehend — die Frage häufig durch 


ı) Weil Pup= |ua> <uA| gegenüber einer Phasentransformation |u) — u» = 
eixA |w4> invariant ist, geht in die Wahrscheinlichkeit w, die Phase nicht ein (vgl. auch die 
Bemerkung am Ende von 2.1 $ 4). 

2) Im Fall eines kontinuierlichen A-Spektrums projiziert man auf DirAc-Eigenvek- 
toren |u4>. w, ist dann die Wahrscheinlichkeitsdichte für den Meßwert A, d.h., w, dA 
ist die Wahrscheinlichkeit, das System im Intervall A --- A + dA anzutreffen. 
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das Experiment beantworten läßt. Der Erwartungswert von 9, ‚ist aber als 
Mittelwert über viele Entscheidungen ‚Ist das System in [u 2 %* gedanklich 
gleich der Wahrscheinlichkeit w für das Eintreffen von A. Die Gleichung (36) 
ist also auch unmittelbar einsichtig. 


Ist ein Intervall A, --: A, vorgegeben, in dem mehrere diskrete Eigenwerte 
oder/und ein Kontinuum liegen, so ist nach Gl. (10) die Wahrscheinlichkeit da- 
für, daß irgendeiner von diesen als Meßwert eintritt, gegeben durch die Summe 
der einzelnen Wahrscheinlichkeiten, bzw. durch das Integral über die Wahr- 
scheinlichkeitsdichte!) 


Ab 
w(A. 4) = L |B(A) ?dA (37) 
Aa 


(Entweder-Oder-Wahrscheinlichkeit unabhängiger Ereignisse). Summiert bzw. 
integriert man über alle A, so bedeutet 


l= % \BNPad, (38) 
A 


daß sich irgendein Wert aus dem gesamten A-Spektrum mit Sicherheit einstellt. 
Da diese Bedingung durch die Normierung der Wahrscheinlichkeiten ($ 1) ge- 
fordert wird, mußten wir in Gl. (15) die Normierung des Zustandsvektors auf 
die Länge eins fordern. 


Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung einen entarteten Eigenwert A an- 
zutreffen, ist nach Gl. (21) 


(39) 


w,= % 1014, WP du =<9,,> = Sp Po, Pu, 
u 


wasalso wiederalsErwartungswert des Projektionsoperators I, a7 $ u <u4 dm 
auf den Eigenraum u, gelesen werden kann. u 


Die Wahrscheinlichkeitsaussagen mögen wieder an Hand eines konkreten 
physikalischen Beispiels besprochen wer- 
den. Wir betrachten zwei STERN-GER- 
LACH-Apparaturen hintereinander (Fig. 
52). Die erste bewirkt die im $4 er- 
läuterte Präparation: Durch den Ab- 
sorber A ist man gewiß, daß ein her- 
auskommendes Teilchen im Eigenzu- 
stand |%,,> von /, ist 


m 
Iz-Apporafur 

Fig. 52. Zwei STERN-GERLACH-Appara- 

turen: Nach /,-Messung Wahrscheinlich- 
keitsaussagen über / -Messung 


Rn 


1) Sind die Eigenwerte A nicht auf einer Achse, sondern in einem mehrdimensionalen 
(reellen) Raum angeordnet, so ist das Integral (37) über einem Bereich dieses Raumes aus- 
zuführen. 


[3.3 $ 6] 3.3. Die statistischen Aussagen der Quantentheorie 187 


In der zweiten Apparatur weist das Magnetfeld in x-Richtung, es liegt eine Meß- 
apparatur vor, die /, mißt. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein bestimmter 
der drei Meßwerte (+),, (0),, (—), von /,, eintritt (gestrichelte Linien in Fig. 52) 
ist nach Gl. (35) durch die Skalarprodukte von |®’) mit den Eigenvek- 
toren |u 42), |Wpe), |u_,> von /, gegeben 


W,. = Ku;, ®D, 5 = Kurz | un: 
Ur = |K%oz Kö F — |K%0z | %4.> ; 
W_, = \<u_, | ®', 2 == |<u_, | UL) IR; 


Die zahlenmäßige Auswertung erfolgt in Aufg. 101. — Würde man die zweite 
Meßapparatur ebenfalls in die z-Richtung stellen, so läge nur eine Wiederholung 
der ursprünglichen Messung vor, und man erhielte mit Sicherheit wieder den 
Meßwert (+), 

w,=1 w,=0, w_,=)0. 


Aufg. 64: Wie lautet die Wahrscheinlichkeit w4, wenn der Zustandsvektor |®) durch seine 
Komponenten ®(k) in irgendeiner Basis |v,> gegeben ist ? 

Aufg. 65: Bei einer Ortsmessung sei ein Teilchen in einem infinitesimalen Intervall x--- 
x -+ Ax angetroffen worden. Wie lautet die Wahrscheinlichkeit wz für die Mes- 
sung eines (diskreten) Energie-Eigenwertes E? Wasergibt sich umgekehrt nach 
der Messung des Wertes Z als Wahrscheinlichkeit %,....+4. für das Auffinden 
des Teilchens im Intervall x.--.x-+Ax? Man vergleiche die beiden Wahrschein- 
lichkeiten. 

Aufg. 66: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß ein Eigenwert A bei einer Messung von 
Z£ nicht gemessen wird ? 


$ 6. Die Verträglichkeit zweier Messungen 


Mißt man eine Observable / und unmittelbar danach eine andere Obser- 
vable.#, so macht i. allg. die zweite Messung das Resultat der ersten zunichte. 
Ist dies nicht der Fall, so nennt man die Observablen £/ und # ‚verträglich‘ 
oder „gleichzeitig meßbar‘‘. Es darf also das Resultat A der Messung von / 
durch die folgende Messung von .# nicht verändert werden; d.h., wiederholt 
man nach der .#-Messung nochmals die /-Messung, so muß sich als Resultat 
mit Sicherheit wieder der ursprüngliche Meßwert A einstellen. Ist hingegen / 
mit .# nicht verträglich, so ergibt sich bei der zweiten Messung von £/ irgend- 


ein Eigenwert A mit einer Wahrscheinlichkeit w A: 
Messung: L£ M L 
Zustand: |®) > |u,> > |vn? > |ur?- 


Meßwert: A M A 
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Im Falle der Verträglichkeit von Z£ und .# ist also notwendig, daß sich im 
Zustand |vy) bei einer Messung von ./ mit Sicherheit wieder der Eigenwert 
A=A ergibt. Nach Gl. (29) muß daher |vy> auch Eigenvektor von £/ zum 
Eigenwert A sein. Sind die Eigenwerte nicht entartet, so heißt das 


vn) = |w- (40) 
Da die Verträglichkeit für alle Meßwerte erfüllt sein soll, müssen also die Opera- 
toren 4 und £ dieselben Eigenvektoren besitzen (Fig. 39). Hieraus folgt nach 
2.3 $ 4, daß die Operatoren vertauschbar sein müssen, 


SM-ML|. (41) 


Wie dort gezeigt wurde, folgt umgekehrt aus Gl. (41) auch wieder Gl. (40). 


Ist der Eigenwert A des Operators £ entartei, so liegt nach seiner Messung 
der Zustandsvektor im Eigenraum u, ($ 4). Wird nun eine mit / vertauschbare 
Größe .4 gemessen, so kann sich nur ein Eigenwert M einstellen, dessen Eigen- 

u vektoren in u ‚liegen (die anderen Eigenvektoren von .# 
stehen senkrecht auf u, und liefern daher die Wahr- 
@) scheinlichkeit Null). Ist dieser Eigenwert M nicht entar- 
tet, so nimmt nach seiner Messung der Zustandsvek- 
tor |®’) in u, die Richtung des Eigenvektors |u4') 
Zi von AM an (Fig. 53). 


Es gilt allgemein: Die notwendige und hinreichende 
Bedingung für die Verträglichkeit zweier Observabler ist 
die Vertauschbarkeit ihrer Operatoren, die dann einen 
gleichen Satz von Eigenvektoren besitzen. 


An dieser Stelle wollen wir den Beweis der Gl. (34) nachholen, die die Richtung 
des Zustandsvektors |B’) nach Messung eines entarteten Eigenwertes A von Z/ 
im Eigenraum u, festlegt. Dazu betrachten wir einen mit / vertauschbaren 
HerMmITeschen Operator .#, dessen Eigenvektoren |uX) in u, zu nicht- 
entarteten Eigenwerten M gehören. Ausgehend von einem beliebigen Zustand |®) 
messen wir nun einerseits zunächst die Observable ./ mit dem entarteten Meß- 
wert A, so daß nach Ausführung dieser Messung der Zustandsvektor |®’) im 
Eigenraum u, liegt, 


2 


Fig. 53. Der Operator .4 
im Eigenraum des ent- 
arteten Operators Z£ 


93-3 lu), 
M 
und fragen dann nach der Wahrscheinlichkeit 
u = Ku ID? |? 
für das Eintreten des Meßwertes M bei Messung von .#. Andererseits bestim- 


men wir mit dem Ausgangszustand |®) direkt — also ohne Zwischenschaltung 
einer Z-Messung — die Wahrscheinlichkeit 


uUy-= Kur |®» 
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für denselben Meßwert, 
L AM 
|®> A Ki mM lwr>- 
#7 
M 


Macht man nun die plausible Annahme (!), daß sich die Relativwahrscheinlich- 
keiten für das Eintreffen der möglichen M-Werte durch das Messen der vertausch- 
baren Observablen £ nicht verändern, 
VUy = Üllın (42) 
so erhält man 
Ic# = a |<uf |9>]? 

oder 

HM — ya <uM | ®). (43) 


Für den Vektor |®’) heißt dies, daß man seine Richtung gerade durch Projek- 
tion von |D) aufden Eigenraum u , erhält, q. e.d. Diese Projektion ist unabhängig 
von den gewählten Eigenvektoren |uf} in u, (vgl. Aufg. 47). 


$ 7. Nichtverträgliche Observable 
Für zwei HErMITEsche Operatoren 7 und %, die nicht vertauschbar sind, 
FG-GE-=O0, (44) 


gibt es kein vollständiges Orthogonalsystem von Vektoren, das die gemeinsamen 
Eigenvektoren von F und % darstellt. Gäbe es nämlich ein solches, so müßte 
wegen der Spektraldarstellungen 


F = I FPnar, 9= £ EP, 40 
F @ 
in 
FG -GFE -ZE FF Pur — Fiuo) Fun) IF AO 
Fa 


jedes Glied der Klammer verschwinden, im Widerspruch zu (44)}). 


Es ist also i. allg. unmöglich, die Observablen 7 und G, die nicht vertauschbar 
sind, gleichzeitig zu messen. Mißt man nämlich 7, dann wird |®) durch die 
Messung zu einem Eigenvektor von 7, aber nicht gleichzeitig Eigenvektor von 
9. Für eine unmittelbar darauffolgende Messung von $ kann man den sich 
einstellenden Meßwert @ nur mit der Wahrscheinlichkeit 


wg = Kg | up>}? (45) 
vorhersagen, die Meßwerte @ streuen.?) Hat man andererseits einen bestimmten 
1) Gl. (44) erlaubt jedoch, daß einzelne Eigenvektoren von 7 auch Eigenvektoren von 

4 sind. 


2) Wegen der Symmetrie von |<w, | „>|? ist dieser Ausdruck auch die Wahrscheinlich- 
keit w,, nach einer $-Messung bei einer Messung von 7 den Wert F zu erhalten. 
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Wert @ durch Messung erhalten, so wird dadurch das ursprüngliche Meßresultat 
von 7 wieder zunichte; denn dann ist |®) = |ug) geworden, und eine nachfol- 
gende Messung von 7 ergibt nicht wieder mit Sicherheit den früheren F-Wert. 
Fig. 54 veranschaulicht dies: Die $- und %-Ellipsen liegen im Gegensatz zu 
Fig. 39 „schief“, d. h., ihre Eigenvektoren sind nicht orthogonal. 


453 
[up> 
F 
g Apparatur I -Apparatur 
Fig. 54. Nichtvertauschbare Fig. 55. Die /,-Messung macht das Ergebnis der 
Operatoren 7 und $ ersten /,-Messung zunichte 


Diesen Sachverhalt wollen wir wieder am Beispiel von Drehimpulsmessun- 
gen klarmachen. Wir schalten drei STERN-GERLACH-Apparaturen hintereinander 
(Fig. 55). Das Magnetfeld der ersten und dritten weise in 2-Richtung, das der 
zweiten in x-Richtung. Es wird also zuerst /,, dann /, und dann wieder /, ge- 
messen. Durch die erste Apparatur erfolgt die Präparation 


8’) = |a4,2- 


Von den drei Möglichkeiten, die der Drehimpuls /, in der zweiten Meßappara- 
tur besitzen kann, wird durch den Absorber A, nur der Zustand |w,.„> erlaubt. 
Es wird 


8”) == und 


Schickt man jetzt das Teilchen in die dritte Apparatur, so lauten die Wahr- 
scheinlichkeiten für das Eintreten der drei möglichen Eigenwerte von /,, 


ww), |Ku4z K2 | > Kur; | ULz) % 
%, = KOry Ka ? = KCP | U,z) r 
WW, Kr |8"> ? = Ku_, | ULz) r- 


Man kann also über den Ausgang der zweiten Messung von /, wiederum nur 
Wahrscheinlichkeitsvorhersagen machen, obwohl man früher bereits einmal eine 
/ „Messung vorgenommen hat. Durch die Nichtvertauschbarkeit von /, mit /, 
wird nämlich das Ergebnis dieser ersten Messung zunichte gemacht. Die Messung 
von f, bedeutet, daß die Wahrscheinlichkeit für die zweite /,-Messung mit 
|®”> = |u,;,> zu berechnen ist, das Ergebnis der ersten /,-Messung |®’) = |u,,> 
spielt keine Rolle mehr. 
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$ 8. Die Unschärferelationen 


Sind zwei Observable nicht verträglich, d.h. ihre Operatoren #7 und 
nicht vertauschbar, so existierti. allg. kein Zustand, für den die Streuung von Z 
und jene von 9 gleichzeitig Null ist. Es muß also eine Beziehung zwischen den 
Unschärfen AF und A@ bestehen, die das gleichzeitige Verschwinden von AF 
und AG ausschließt, die Unschärferelation. 


Zur Herleitung dieser Relation erinnern wir uns ($ 3), daß die Streuung von 7 
bzw. von 9 durch die (HErMITEschen) Operatoren 


E=-F - FA, g=$- 91 (46) 
gegeben ist 

Str? = ||/Ö!®, Str9 = |!g8l. (47) 
Für die weitere Abschätzung benötigen wir die sogenannte ScHwArzsche Un- 
gleichung für irgendwelche Vektoren |p) und |x), 


lol Il Pl: (48) 


Diese im Reellen selbstverständliche Beziehung (cos S 1!) läßt sich auch leicht im uni- 
tären Raum beweisen. Für irgend zwei Vektoren |p> und |x> definieren wir durch 


_ mp In f 
Ix> 7 [Ip |i? 2 + [> (43) A_16> 
einen Vektor |o), der orthogonal zu |p> ist / 1X 
@loa=0 1p> 
(vgl. Fig. 56). Berechnet man aus Gl. (49) <x | xD, so ergibt sich 
Ä 2 
ze = SRIRE + 1lell, (0) 


Fig. 56. Zur Herlei- 
tung der SCHWARZ- 
schen Ungleichung 


woraus sofort die SCHwARZsche Ungleichung (48) folgt. Das Gleich- 
heitszeichen gilt in ihr nur dann, wenn |o) = 0 ist, d.h., falls 
|x> mit |9> parallel ist, |x> = «a |p>. 


Durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung auf Gl. (47) findet man 
Str F- Str 9 = |/D]® -ly0|? 2 K/B | 4091: 
=SYBIIDGI | FD = GH D OH FD (51) 
EEPISIE 
Zerlegt man die Operatoren /7 und 3/ in die beiden HErmıTeEschen Operatoren 
RZ RE 17200777 
Y3 zierte HH 
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so geht (51) in die Ungleichung 
FED) u Be 
Str F 569 > (77 ) + (2 ) (53) 
über. Vermöge der Definition (46) erhält man z. B. 


FR =AFKFYNIG NM FIN -KFY9, 
so daß sich aus (53) ergibt 


Str F :Str 9 > Ge PN) + ET. (54) 


2i 
Läßt man den ersten quadratischen Ausdruck weg, so ergibt sich als untere 
Schranke von AF.-AG der Erwartungswert des Kommutators zwischen 7 


und $, 
AF-AGz | = <[F,9) | Unschärferelation.. (55) 


Mittels der Vertauschungsrelationen zwischen Ort- und Impulsoperatoren 
[Gl. (3.2-10)] sind damit die bekannten Unschärferelationen 


Apı Aa, 3 8%. (56) 


im Rahmen derQuantentheorie hergeleitet. Die Vertauschungsrelationen 3.2 $3u.6 
führen uns auf die Unschärferelationen 


Art Er |: AF:Ap, > Ken |, (57) 
AB-AF># KEY] (falts Gr 0), (58) 
Al A, > 3 Kl. (59) 


Aufg. 67: Welche Bedingung muß |) erfüllen, damit in der Unschärferelation (55) das 
Gleichheitszeichen steht ? 


Aufg. 68: Welche Unschärferelation besteht zwischen AE und Ax bzw. Ap? 


Viertes Kapitel 
Der unitäre Raum eines quantenmechanischen Systems 


$ 1. Ein vollständiger Satz verträglicher Observabler 


Die Nichtvertauschbarkeit zweier Operatoren bringt die nicht gleichzeitige, 
scharfe Meßbarkeit der zugehörigen physikalischen Observablen zum Ausdruck. 
Der Zustand eines quantenmechanischen Systems ist damit nicht wie in der 
klassischen Physik durch die genaue Angabe der Meßwerte aller Observabler 
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festzulegen. Es ist vielmehr so, daß der Zustand des Systems durch die gleich- 
zeitige Messung eines ‚vollständigen‘ Satzes verträglicher Observabler völlig be- 
stimmt wird; eine genauere Festlegung ist quantentheoretisch unmöglich. Was 
man unter einem vollständigen Satz vertauschbarer Operatoren versteht, werde 
nun erklärt. 


Ist ein Eigenwert A einer Observablen £ nicht entartet, so wird durch die 
Messung dieser Observablen bei Einstellung des Meßwertes A der Zustand nach 
der Messung eindeutig (bis auf einen physikalisch uninteressanten Phasenfaktor) 
festgelegt: |®’) = |u,). Besitzt ein Operator / lauter einfache Eigenwerte, 
so nennt man die Observable ‚vollständig‘‘ (oder auch ‚„maximal‘“), weil durch 
ihre Messung der Zustand des quantenmechanischen Systems vollständig fest- 
gelegt wird — eine darüber hinausgehende, genauere Information über den Zu- 
stand des Systems erlaubt die Quantentheorie nicht. 


Sind die Eigenwerte des Operators £ nicht alle einfach, so wird nach Gl. (3.3-34) 
durch die Messung eines seiner entarteten Eigenwerte A der Zustandsvektor |®) 
auf den zugehörigen Eigenraum u, projiziert. Die Richtung des entstehenden 
Zustandsvektors |®’) im Eigenraum hängt also von der Richtung von |®) 
vor der Messung ab. Kennt man diese Richtung aber nicht, d. h., hat man nicht 
bereits früher eine vollständige Observable gemessen, so weiß man nach der 
Messung von A nichts über die Richtung von |®’) im Eigenraum u, [es liegt ein 
„Gemisch“ vor (vgl. Kap. 3.7)]. Zur genaueren Festlegung von |®’) ist es dann 
nötig, neben der Observablen £ noch eine weitere, mit / verträgliche Obser- 
vable .# zu messen ([/,.4] = 0). Sind die simultanen Eigenräume von / 
und .# alle eindimensional, so legt die gleichzeitige Messung von £ und 4 
den Zustandsvektor eindeutig fest: |d’) = |u,m). Wir nennen die beiden ver- 
träglichen Observablen £ und .# dann einen vollständigen Satz von Observab- 
len; ihre simultane Messung hat dieselbe Wirkung wie die Messung eines nicht- 
entarteten Operators. 


Sind die simultanen Eigenräume von £ und „# jedoch noch nicht eindimen- 
sional, so sind noch weitere, vertauschbare Operatoren N‘, ... hinzuzufügen, 


L,M = IL, N]=---=0, 
bis schließlich die simultanen Eigenräume all dieser Opsratoren eindimensional 
sind. Durch die gleichzeitige Messung eines solchen vollständigen Satzes verträg- 
licher Operatoren wird der Zustand des Systems vollständig bestimmt, 
|D) = |unn..?- (2) 

Ob ein Satz vertauschbarer Operatoren vollständig ist, hängt natürlich von 
der Dimension des verwendeten unitären Vektorraumes ab, d.h. von der ‚‚An- 
zahl‘ linear unabhängiger Basisvektoren |v,), durch die ein beliebiger Vektor 
[®) des Raumes dargestellt werden kann. 
13 Fick, Quantentheorie 
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8 2. Konstruktion des unitären Raumes U eines physikalischen Systems 


In allen bisherigen Überlegungen gingen wir von der Vorstellung aus, daß der 
unitäre Raum U des betrachteten physikalischen Systems, d. h. seine Dimension 
und die Vollständigkeit seiner Basisvektoren, vorgegeben sei. Wir wollen nun er- 
läutern, wie man diesen Raum U eines bestimmten vorgegebenen physikalischen 
Systems konstruiert: Wir gehen davon aus, daß die Vertauschungsrelationen 
zwischen den HERMITEschen Operatoren der physikalischen Observablen des 
Systems bereits vorliegen (vgl. Kap. 3.2). Greift man einen Satz von Operatoren 
L,M, N,... heraus, die nach diesen Vertauschungsrelationen kommutativ 
sind, und gibt es keine weiteren, unabhängigen!) Operatoren, die mit diesen ver- 
tauschbar sind, so bilden diese Operatoren bezüglich des betrachteten physikalischen 
Problems einen vollständigen Satz verträglicher Observabler (vgl. z. B. Kap. 4.1). 
Die Forderung, daß ein solcher Satz von Observablen vollständig ist, bedeutet, 
daß der dem speziellen physikalischen System zugeordnete unitäre Raum U 
aus den Eigenvektoren |u,1x... dieser Operatoren aufgebaut werden kann.) — 
Die Eigenvektoren ihrererseits werden durch die nichtvertauschbaren Obser- 
vablen festgelegt [wie dies in speziellen Fällen geschieht, werden wir im Teil 4 
sehen]. Normiert man diese Vektoren auf eins bzw. auf die $-Funktion, so bilden 
sie ein vollständiges, orthonormiertes System von Basisvektoren, nach denen sich 
ein beliebiger Zustandsvektor |®) des Systems entwickeln läßt, 


|®) = % um... (un... |D) dAdMdN ... (3) 
AM.N-- 
(„2,4 , N, ...-Darstellung‘‘ des unitären Raumes). 


Der zu wählende unitäre Raum U hängt also wesentlich von der speziellen 
Struktur des betrachteten physikalischen Systems ab. Man muß eben wissen, 
welches System — z. B. Elektronen oder/und Photonen oder etwa nur ein 
Spinsystem (4.3 $4) — man untersuchen will, oder genauer .gesagt, welcher 
Teil des Universums am speziellen Experiment wesentlich beteiligt ist. 


Ein ähnliches Problem liegt bereits in der klassischen Mechanik vor, in der 
man auch von vornherein wissen muß, wie viele Freiheitsgrade f das betrachtete 
System hat, um die Dimension des klassischen Konfigurationsraumes (x}, ..., 27) 
bzw. jene des Phasenraumes (2},...,%7 Pj, ---, 7) angeben zu können. Auf den 
Zusammenhang zwischen der Anzahl der Freiheitsgrade und der Struktur des 
quantentheoretischen unitären Raumes kommen wir in 4.1 $6 zurück. 


$ 3. Die Systemzusammensetzung °) 


Für die Behandlung eines quantenmechanischen Systems, das aus Teil- 
systemen — z. B. aus mehreren (verschiedenen) Teilchen — zusammengesetzt 


1) Das heißt, solche, die nicht eine Funktion F(£,.4, VW, ...) sind. 

2) Es besteht nach den Vertauschungsrelationen kein physikalischer Grund, einen 
größeren Raum zu verwenden. 

3) Dieser Paragraph setzt insbesondere die Kenntnis von Kap. 2.4 voraus. 
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ist, zwischen denen eine Wechselwirkung besteht, ist es häufig zweckmäßig, von 
den unabhängigen Teilsystemen auszugehen. Der übersichtlicheren Schreibweise 
wegen beschränken wir uns hier speziell auf ein System, das sich aus zwei Teil- 
systemen zusammensetzt. Die Erweiterung auf mehrere Teilsysteme bietet keine 
zusätzlichen Schwierigkeiten. 


Damit die Teilsysteme (1) und (2) unabhängig sind, müssen alle Observab- 
len £1 von (1) mit allen Observablen „#2 von (2) verträglich sein, 


LM?) =0. (4) 


Die Observablen £/! sollen für sich durch ihre Vertauschungsrelationen nach 
$2 einen unitären Raum U! für das System (1) definieren: Die Eigenvekto- 
ren |w}) eines vollständigen Satzes vertauschbarer Operatoren des Systems (1) 
spannen U! auf. Entsprechend mögen die Observablen .#? des Systems (2) für 
sich einen Raum 1? definieren, der durch die Eigenvektoren |w5r) eines voll- 
ständigen Satzes vertauschbarer Operatoren aus (2) aufgebaut wird. 


Betrachtet man das aus den Teilsystemen (1) und (2) zusammengesetzte 
System — das Observable 7 (2/1, A?) besitzt, die von allen 2! und #? ab- 
hängen können —,so wird dieses im Produktraum 


Nette (5) 
quantentheoretisch beschrieben, der nach 2.4 $ 1 durch die direkten Produkte der 
Basisvektoren von U! und U? aufgespannt wird, 

una = lan) um)- (6) 


Ein beliebiger Zustand des zusammengesetzten Systems wird durch den Zu- 
standsvektor |®), der irgendeine Richtung in U haben kann, erfaßt, 


H- FL un DA, M)dAdM |. (9) 
AM 


Mit ihm lassen sich alle Wahrscheinlichkeitsaussagen über das zusammengesetzte 
System machen (vgl. etwa 4.1 86). 


Unter den Observablen 7 des zusammengesetzten Systems sind auch die 
Observablen /! des Teilsystems (1) — für die man in UIx1? auch Z!x1 
schreibt (2.4 $ 2) — und die Observablen „#2 (bzw. 1 x.#?) des Teilsystems (2) 
enthalten. Projiziert man den Zustandsvektor |®) insbesondere auf den Vek- 
tor |uh ug), so ergibt 


Ku u | OD F = Ita, my (8) 


die Wahrscheinlichkeit (bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte) dafür, daß bei einer 
gleichzeitigen Messung von £! und #? sich die Meßwerte A und M ergeben. 


13* 
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Summiert bzw. integriert man über alle möglichen Werte von M, so ist: 
$!0(A, Mj?aMm (9) 
M 

die Wahrscheinlichkeit (bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte) dafür, daß sich der 

Meßwert A und gleichzeitig irgendein Wert aus dem „#2-Spektrum ergibt [vgl. 

Gl. (3.3-39)]. 


Als wichtiges Beispiel für die Systemzusammensetzung betrachten wir zwei 
wechselwirkende Systeme, deren HAMILTON-Operator sich additiv aus den Ha- 
MILTON-Operatoren #1 und 4? unabhängiger Teilsysteme (1) und (2) und einer 
Wechselwirkung #1? zusammensetzt, 


HA +RH AR N) (10) 


Wir können dabei z.B. an zwei Teilchen (verschiedener Masse) denken, die sich 
in einem gemeinsamen Potential %° befinden, 


2 E 
=, 3A 4+Va, 
Bea H+Va, 


und zwischen denen als #12 etwa die CouLomBsche Wechselwirkungsenergie 
vorhanden ist. 


Zunächst untersuchen wir jedoch das System (1, 2) ohne Wechselwirkung, so 
daß der HAMILToON-Operator lautet 


Kuh r A. (11) 
Wir denken uns das Eigenwertproblem von #! und 4? gelöst, 
#\uy=ed|u), #|u) = E |u2). (12) 
Für das Eigenwertproblem von 3, in U = U1x U2, 
N |U5,) =E un (13) 
erhalten wir mit dem Produktansatz 
[12.2 = usw» (14) 
nach 2.4 82 
Ho lun) = (& + &) |un); 
d.h. 


EB,=d+g; (15) 


die Energie des Gesamtsystems ohne Wechselwirkung ist die Summe der Ener- 
gien der Teilsysteme. 


!) In der detaillierteren Schreibweise lautet dieser Operator 


HeAXIHIXA + AM, (10%) 
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Zur Lösung des Eigenwertproblems des Gesamt-HAmItLrTon-Operators (10) 
mit Wechselwirkung, 


# \u)>=Elu), (16) 


können wir die Eigenvektoren |u,) nach den Basisvektoren (14) von U ent- 
wickeln, 


>= EL wur) uz(a, b) da db |. (17) 
ab 


Für die Berechnung des Eigenwertes E der Gesamtenergie und der Koeffizienten 
ug(a, b) = (ulug |uz), die die Richtung des Gesamtenergieeigenvektors |uz) 
gegen die Basisvektoren |ulu3) angeben, bedient man sich verschiedener Nähe- 
rungsverfahren, z. B. der SCHRÖDINGERschen Störungstheorie (vgl. Anhang 
Kap. 5.3). 


Fünftes Kapitel!) 


Die Bewegungsgleichungen in der Quantentheorie 


$ 1. Die Problemstellung der quantentheoretischen Dynamik 


Die Rolle der Zeit in der Quantentheorie ist uns aus 3.2 $5 schon bekannt: Sie 
ist ein c-Zahl-Parameter t, der angibt, zu welcher makroskopischen Zeit die 
makroskopische Meßapparatur eine Messung an dem mikroskopischen Objekt 
vornimmt. 


In den Überlegungen des Kap. 3.3 betrachteten wir den Zustandsvektor und 
die Operatoren im unitären Raum zu einem bestimmten Zeitpunkt, etwa vor 
einer Messung. Ihre Lage gab uns Auskunft über die Wahrscheinlichkeit für das 
Eintreten von Meßergebnissen, wenn die Messung zu diesem Zeitpunkt an dem 
quantenmechanischen System ausgeführt wird. 


Analog zur Fragestellung der klassischen Mechanik wollen wir uns jetzt dem 
Problem zuwenden: Zur Zeit i, sei durch Messung an dem quantenmechanischen 
System sein Zustand bestimmt worden. Welche Wahrscheinlichkeitsaussagen 
können wir dann über den Ausgang einer Messung zu einem späteren Zeitpunkt 
t > 1, machen, wenn das System in dem Zeitintervall t, --- t nicht durch Messungen 
behelligt wird? Diese Frage wird durch die Bewegungsgleichungen der Quanten- 
theorie beantwortet, die im unitären Raum die Dynamik der Operatoren und 
des Zustandsvektors angeben. Diese wollen wir im folgenden aufsuchen. 


ı) Für den Anfänger ist es nützlich, vor dem Studium dieses Kapitels sich zunächst 
an Hand einiger Beispiele aus Teil 4 mit dem bisher Gelernten vertraut zu machen. 
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2. Der Operator P ‘, und die Grundgleichungen der Dynamik 
19) 


Im Rahmen der Quantisierung (3.2 $ 1) wurden den Observablen L HERMITE- 
sche Operatoren £/ zugeordnet. Insbesondere haben wir für den Operator, der 


die Observable „Zeitliche Veränderung der Observablen L‘ darstellt, 2 ge- 
schrieben, was aber nichts mit einer zeitlichen Differentiation des Operators £/ 


zu tun hat. Wie wir in 3.2 $ 6 gesehen haben, besteht zwischen dem Operator 2 
und dem Operator £/ der Zusammenhang 


ArENGN u 


8.2 
Dabei bedeutet Fi die zeitliche Veränderung des Operators vermöge seiner 


evtl. vorhandenen expliziten Zeitabhängigkeit. Die Größen Ort, Impuls, Dreh- 
impuls sind definitionsgemäß explizit zeitunabhängig. 


Um nun auch den Zustandsvektor |®) in diese allgemeine Beziehung mit ein- 
schließen zu können, betrachten wir den statistischen Operator Po, [G]. (3.3-22)]. 
Dieser stellt als Projektionsoperator die Frage dar: „Wird das quanten- 
mechanische System durch den Zustandsvektor |D> beschrieben ?‘, d.h., er 
behandelt die Zuordnung zwischen System und Zustandsvektor. Nach der statisti- 
schen Interpretation der Quantentheorie muß diese Zuordnung immer bestehen, 
die gestellte Frage ist stets mit Ja zu beantworten. 


Der Frage ‚‚Verändert sich die Zuordnung vom System zum Zustandsvektor 


zeitlich ?“ kommt also die Antwort Nein zu. Der zugeordnete Operator Po, 
muß daher gleich dem Null-Operator sein, weil unmögliche Eigenschaften durch 


diesen beschrieben werden, 


Diese Gleichung drückt also die dauernde Zuordnung des Zusiandsvektors zum 
physikalischen System aus. 


Wendet man die Relation (1) speziell auf den statistischen Operator 9%, an, 
so erhält man 


o ; 07 
I=- +. 9olt ( N) =# |; (8) 


2) Auf die Analogie zur klassischen Phasenraumdichte o, deren totale zeitliche Verän- 
derung 6 aus ähnlichen Gründen ebenfalls stets Null ist, gehen wir in Kap. 3.7 ein [vgl. 
insbesondere GI. (3.7-49)]. 
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Man ersieht aus dieser Gleichung, daß der statistische Operator wesentlich expli- 
zit zeitabhängig ist. !) 


Die explizite Veränderung der Operatoren £ und Io, beinhaltet bereits die 
gesamte quantentheoretische Dynamik. 


Neben der expliziten Zeitabhängigkeit, die ein wesentliches Charakteristikum 
eines Operators ist, haben wir in 3.2 $ 7 noch eine weitere Zeitabhängigkeit ken- 
nengelernt, die man jedem Operator — also £ und 99, — wegen der Unitär- 
äquivalenz der Operatorrelationen zusätzlich willkürlich durch eine zeitabhän- 
gige unitäre Transformation /(t) aufprägen kann. In den auf diese Weise 
[Gl. (3.2-53)] gewonnenen totalen Zeitfunktionen £/(t) und Po, (t) ist dann 
durch den Beitrag der expliziten Zeitabhängigkeit ebenfalls die quantentheoreti- 
sche Dynamik enthalten. Man spricht von der Dynamik in einem bestimmten 
Bild. Da die Operatorgleichungen (1) und (3) gegenüber unitären Transformatio- 
nen invariant sind, gelten sie in jedem Bild, 


Su-4 ro 201 +(F),0. 
A (4) 
0-10, 9,0) + (Te) ( 
r 4) dt Jex 


Während die totale Zeitabhängigkeit der Operatoren in den verschiedenen Bildern 
verschieden ausfällt, ergibt sich wegen der Unitär- Äquivalenz der Operatoren für die 
Erwartungswerte 


DM) = HAN) LM) (5) 
unabhängig vom Bild natürlich immer dasselbe Ergebnis (vgl. Aufg. 62). 


Da die physikalischen Aussagen nur in Erwartungswerten liegen, ist damit im 
Prinzip keines der Bilder, dis sich untereinander nur durch unitäre Transforma- 
tionen unterscheiden, vor einem anderen Bild ausgezeichnet. Die Auswahl eines 
bestimmten Bildes ($ 6) kann jedoch mathematische Vorteile liefern, die z. B. 
bei einem speziellen Problem die Integration der Bewegungsgleichung erleich- 
tern. Zum Teil hängt die getroffene Wahl auch nur von dem individuellen Ge- 
schmack des behandelnden Physikers ab. 


Die Anfangssituation, bei der die dynamische Entwicklung (1) und (3) beginnt, 
wird durch den Ausgang der Messung irgendeiner Observablen £” zur Zeit, fest- 
gelegt: Ergab sich bei dieser ein Meßwert A’, so ist nach dem in 3.3 $ 4 Gesagten 
zur Zeit i, der Zustandsvektor mit dem zu diesem Eigenwert gehörigen Eigen- 
vektor |% > identisch, 


‚Poylo) = Pu: (6) 


1) Die Gl. (1) und (3) gelten nicht für ein Teilsystem und damit auch nicht für den Meß- 
prozeß, solange man die Meßapparatur nicht in die Betrachtung mit einbezieht. 
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$ 3. Die quantentheoretischen Bewegungsgleichungen in einem beliebigen Bild 


Es soll nunmehr die totale Zeitabhängigkeit in irgendeinem beliebigen, aber 
festen Bild näher untersucht werden. Dazu wollen wir Differentialgleichungen 
für die Zeitfunktion aufstellen, durch die 


1. das Bild definiert werden kann, 

2. die Dynamik der Operatoren £ (t), ihrer Eigenvektoren |w,(t)> und die 
des Zustandsvektors |®(t)) angegeben wird, 
und aus denen 

3. der Zusammenhang der Größen zwischen irgend zwei endlichen Zeiten t, 
und i ermittelt werden kann (‚Integration‘). 


a) Die unitären Transformationen . (t, t,) innerhalb eines Bildes 


Die vollständige Zeitabhängigkeit der Operatoren in einem bestimmten Bild 
haben wir bereits in 3.2 $ 7c kennengelernt: Der Zusammenhang der HERMITE- 
schen Operatoren Z’ zwischen zwei Zeiten i,undi wird einerseits durch eine uni- 
täre Transformation . (t, t,) und andererseits durch die explizite Zeitabhängig- 
keit bestimmt — sofern der betrachtete Operator £ eine solche überhaupt be- 
sitzt. 


Aus 
lt) = SL kb, it) & (bo) I it, bo); n 
PU) = Li, t) Ali) Zt io) 
folgt für einen beliebigen Operator £/ [Gl]. (3.2-60)] 
LU = LAW) Lett), Al) LE) |>)) (8) 
also auch für F 
Po) = 4, ) Aoyleko), Al) 1) LH, t0). (9) 


Die relative Lage des Operators F|9,(t,) gegenüber den Operatoren =(f,) und 
f:(to) wird zur Zeit ti, durch Messung (Präparation des Systems) bestimmt. 


Zunächst mögen die unitären Operatoren ./ (t, t,), die das Bild definieren, als 
bekannt vorausgesetzt werden. Sie erfüllen die Zusammensetzungsvorschrift 
[G1. (3.2-57)] 

Lt, 17) = Lt, &) SL (b, io) (10) 


1) Umeinen konkreten Fall vor Augen zu haben, setzen wir voraus, daß die Operatoren 
Funktionen der Orts- und Impulsoperatoren sind (3.2 $ 3). Im allgemeinen tritt an die Stelle 
von = und 4 irgendein Satz unabhängiger Operatoren; z. B. sind zu = und 4 bei Berück- 
sichtigung des Spins eines Teilchens noch die Spinoperatoren # (4.3 $ 4) hinzuzunehmen. 
In der Feldquantisierung fungieren die Feldoperatoren %, als unabhängige Operatoren; 
alle anderen Operatoren sind dort Funktionale dieser. 
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so daß man die Transformationen (8) nacheinander ausführen kann. Mit B 
Pi 


FI(t,t)=1 (11) 
folgt dann aus der Unitarität 


lt) = L lt). (12) 


Ist der Operator / explizit zeitunabhängig, so erhält man für die Bewegung 
seiner Eigenvektoren [Gl. (3.2-51)] 


lust) = (6 to) [ur lo). (13) 
Seine Eigenwerte A sindin diesem Fall zeitlich konstant [G!. (3.2-52)]. Es ist zu 
beachten, daß für die Dynamik des Zustandsvektors |®(t)) die Gl. (13) nicht 
gilt, weil 25, (t) eine wesentliche explizite Zeitabhängigkeit besitzt. Wir werden 


jedoch für die totale Zeitabhängigkeit von |®(t)) im Abschnitt d) eine entspre- 
chende, andere Gleichung herleiten. 


b) Die Festlegung der unitären Transformationen ./ 
durch einen Hermiteschen Operator Z 


Es möge die vollständige zeitliche Veränderung 
d£(t) 
de 
der Operatoren £/ (ft) in dem betrachteten Bild untersucht werden.!) Durch 
N Differenzieren von Gl. (8) erhalten wir 


d£(t) 


8L (29 fo ds 
N Ga dA +4 (ee, LS + AL lan fr) T-- 


Im ersten ER schieben wir 7 = s/!./ ein und berücksichtigen im letzten die 
Differentiationsregel (2.2-32) 


- AA AL (a fo 14 (fe) gt 


ex 


- AL hd AA At. 
Kehren wir jetzt mittels Gl. (8) wieder zu £ (t) und (I). (t) zurück), so fin- 
den wir für die totale Ableitung von £ (t) 
u t 82 
ei, 4), 0: 14) 


LP 
1) Diese totale Ableitung und hat i. allg. weder etwas mit dem Operator 2 noch mit 


di 
82 
a t 
( ö I zu tun! 


2) Es gilt nach Gl. (8) 


(FT. () = tt) (Zere) tt). 
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Wir definieren einen Operator %(t) durch die Gleichung 
Zt) = a LA) I ho). (15) 


Dieser Operator ist HERMITEsch und unabhängig vom Zeitpunkt t,. 


Beweis: Weil die Differentiation mit der Adjunktion vertauschbar ist, erhalten wir 
t=- Fast = + st = Fdst=t. 
Aus der Eigenschaft (10) folgt 
At) Art) = Lt) lt) tt) kt) tt). 


d. h., der Operator 2 kann nur von ? abhängen. 


X beschreibt eine infinitesimale unitäre Transformation für ein kleines Zeit- 
intervall  =t — t,, 


A) 1 + AU = +LL Me) 3. 


Bisher betrachteten wir die unitäre Transformation . (t, i,) als vorgegeben 
und haben daraus 2% bestimmt. Wir wollen nun umgekehrt vorgehen und 
durch Vorgabe eines HermITEschen Operators X die Transformation SL (t, t,) 
definieren. Zu diesem Zweck identifiziert man X mit dem HErMITESchen Operator 
einer Observablen X (, f,t) (die die Dimension einer Energie haben muß). 
Für deren totale Zeitabhängigkeit ergibt sich dann nach Gl. (14) und (15) 

dz 87 

T= Com (16) 
d. h., die Zeitabhängigkeit von % kommt nur über eine evtl. vorhandene 
explizite Zeitfunktion zustande. 


Bei Vorgabe des HerMmITEschen Operators & liest sich die Gl. (15) als eine 
Operator-Differentialgleichung 1. Ordnung für / (t, i,); 


| 4/6) = 42046 |. (17) 


Auf die Lösung solcher Gleichungen gehen wirim $7 ein. 


In vielen Fällen benutzt man für X eine explizit zeitunabhängige Observable, 
so daß der Operator % in dem durch ihn definierten Bild nach Gl. (16) auch 
total-zeitlich konstant ist.!) Die Differentialgleichung (17) besitzt dann die 
Lösung 


+2. c-1) 
Abi)=e " s (18) 


1) = und 4 selbst werden dabei i. allg. natürlich Zeitfunktionen sein, aber solche, daß für 
&(z, f) ein zeitlich konstanter Operator resultiert. 


[3.5 $ 3] 3.5. Die Bewegungsgleichungen in der Quantentheorie 203 
die also die Zeitabhängigkeit (8) der Operatoren bestimmt. Diese läßt sich mit 


Hilfe der Entwicklung (2.2-15) als Potenzreihe in t — t, direkt angeben. Zum 
Beispiel erhält man aus Gl. (7) 


+)" — [2, = (to)\ny> 


z(f) = 5 


rn (19) 
0= I) ER, Alm 
n=0 
Die ersten Glieder dieser Reihe lauten 
Welt) FR ei] + 
Für einen beliebigen Operator 2 (=, %, t) liefert ei (8) 
UI ER Lei, A | 9 
n=0 


Im $6 werden wir durch spezielle Wahl des Operators % auf die üblichen 
Bilder, nämlich das SCHRÖDINGER-, HEISENBERG- und Wechselwirkungsbild ge- 
führt. 


e) Die Differentialgleichungen der Bewegung 


Führt man die Definition des HERMITEschen Operators % in die Gl. (14) ein, 
so erhält man für die totale zeitliche Veränderung irgendeines Operators /(t) in 
dem betrachteten Bild die Differentialgleichung 


d£(t) 


F 9£ 
= FW. /0]+ ag Y 


(20) 


eb < FM -LC), Li] 


In der zweiten Zeile ist der Zusammenhang mit Gl. (1) zum Ausdruck gebracht 
worden. Alle auftretenden Operatoren sind natürlich in der Zeitabhängigkeit des 
zugrunde liegenden Bildes gemeint. 
Setzt man £ = 5X, so sieht man aus 
ds 8% 
Erz =; 8.014 = ei ei) 
daß in einem allgemeinen Bild der HAMILToN-Operator auch dann nicht total- 
zeitlich konstant zu sein braucht, wenn er explizit zeitunabhängig ist 


(# = ( ©), — 0). Seine Bewegung wird durch den Kommutator [2, 5£] 


bestimmt. 
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Identifiziert man Z mit dem statistischen Operator Io, (t), so erhält man — 


bei Berücksichtigung von Po = © — für seine totale zeitliche Veränderung in 
dem zugrunde liegenden Bild 


49 ,5,(t) 


Bere FW -E0,9,0) |- (22) 


Es ist ein leichtes, hieraus die  Bewegungsgleichung für den Zustandsvek- 
tor |Ö(t)) selbst abzuleiten. Bei Anwendung auf einen beliebigen, festen Vek- 
tor |p) erhalten wir aus Gl. (22) 


d|® d 
Penn n=-- ZA -DNOm 
+4 | OI# - Ep. 
Wegen der HERMITEIizität von # — # ergibt sich 
(+ (# - la DE0z, DA - DH =0 


d. h., der Vektor + 2 — %)|dy + am ist parallel zu |®), 


(#2, + 9 - 0. (24) 


Für den ee &, der eine ee «&(t) sein kann, finden wir durch 
Einsetzen in Gl. (23) 
#8) &|p) + ar 0) <@ |p) = 0 
oder 
c+o*=0, 


d.h.,& muß rein imaginär sein. Diese Größe & = iß(t) (ß reell) kann man ohne 
Einschränkung der Allgemeinheit zu Null machen, weil |®) nur bis auf einen 
Phasenfaktor bestimmt ist, der bei der Berechnung der Erwartungswerte nicht 
eingeht. Setzt man nämlich 


IB = oe 0), %) 
so folgt aus Gl. (24) 


apa _ 


+ # - %) |8) + =, 


Wir lassen den Strich wieder weg und Fe damit für die zeitliche Verände- 
rung des Zustandsvektors |D(t)> in dem betrachteten Bild 


d|Dt i 

Sem _ (rw -zu) 00 |. (25) 
1) Eine Veränderung des Energie-Nullpunktes bedeutet ebenfalls nur eine solche physi- 

kalisch unbeobachtbare Änderung der Phase von |®). 
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Für die zeitliche Veränderung der Eigenvektoren |u,(t)> eines explizit zeitun- 
abhängigen Operators £ ergibt sich hingegen aus Gl. (13) [wenn man Gl. (17) 


berücksichtigt] 
dju,)) i 
= 4 +rrolue |. (26) 


d) Die Bewegung des Zustandsvektors |® (t)> als unitäre Transformation 


Die gesamte zeitliche Veränderung des Zustandsvektors (Fig. 57) in dem zu- 
grunde liegenden Bild zwischen irgend zwei Zeiten i, und t beschreiben wir durch 
einen Operator (ft, i,) « 16 


By = Ft.) [Pl |." (27) 


der nach Gl. (25) der Differentialgleichung 


Al « 
un [FW -EW) El, (28) 
Fig. 57. Veranschau- 


genügt. Für 5 (t) ist dabei die durch Gl. (21) festgelegte ne ee 
Zeitabhängigkeit in dem zugrunde liegenden Bild einzu- 2 an 
setzen. Die Integration dieser Operator-Differentialglei- tors |D(2)) 
chung werden wir in $ 7 besprechen. Der Operator @(t, t,) 

ist wegen der HERMITEIizität von # — X unitär (Aufg. 69) und erfüllt eben- 


falls die Zusammensetzungsvorschriften (10) bis (12), 


6 (t, 179) — Et, io) ’ (29) 
el) =1, 
Cl,i) = Elli) Elle to); (30) 


Chi) = Cl, d). 


Aus der Unitarität von © folgt, daß die Länge des Zustandsvektors zeitlich kon- 
stant ist [Erhaltung der Wahrscheinlichkeitsnormierung], 


Id = dw =1. (31) 
Die Gl. (27) läßt sich natürlich auch mit dem statistischen Operator 94, (t) 


formulieren. Der Operator ®(t,t,) bestimmt seine gesamte Zeitabhängigkeit 
(also einschließlich der expliziten), 


Io) = Et, to) Faylto) El, to). (32) 
Im Gegensatz zur Gl. (9) steht jetzt auf der rechten Seite in der Mitte der stati- 


stische Operator zur Zeit to. 


1) Im Gegensatz zu x, in dem die explizite Zeitabhängigkeit nicht enthalten ist! 
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e) Der unitäre Operator % = 4! € 


Für die Zeitabhängigkeit der Wahrscheinlichkeitsamplituden und der Erwar- 
tungswerte ($ 4) ist der unitäre Operator 


Ul,t) = Lt, 4) C lt, to) (33) 


von Bedeutung (Fig. 57). Er erfüllt i. allg. nicht solch einfache Zusammenset- 
zungs vorschriften, wie / und © es tun. Man kann jedoch aus jenen von ./ 
und % eine Reihe von Relationen für % herleiten. Die wichtigsten lauten 
(Aufg. 69) 


Ytt)=1, (34) 
YA) U) Cl) Zt) U 5) Li to) U li; do), (35) 
Ui) = LU) UL 6). (36) 


Auch die zeitliche Veränderung des Operators % folgt aus jener von ./ und €. 
Durch Differentiation von Gl. (33) findet man nämlich 


Ü-SECHME- - MH. 
Berücksichtigen wir die Gl. (8), so ergibt sich die Differentialgleichung 


ZW TO LTE (37) 


Der Operator % (t, t,) wird also (abgesehen von der expliziten Zeitabhängigkeit t) 
durch den HAMmILTon-Operator 5 zur Zeit i, bestimmt. Dieser Unterschied 
gegenüber / und % ist auch die Ursache dafür, daß für % andere Zusammen- 
setzungsregeln gelten als für und €. 

Ist 3 insbesondere explizit zeitunabhängig, so hat die Differentialgleichung 
(37) die Lösung 
re?) 


Ult,t) = e (38) 


Ist außerdem der zugrunde gelegte Operator % ebenfalls explizit zeitunab- 
hängig, so erhält man nach Gl. (18) für den Operator % die Darstellung 


+ tu == + Huy.d-i) 


© kt, t) = L/ lt, to) Ylt,h) = e (39) 


Solange 2 mit S£ nicht vertauschbar ist, darf man dafür jedoch nicht eine 
Exponentialfunktion schreiben (vgl. 2.2 $ 1)! 


f) Hinweis auf das Rechnen in einem bestimmten Bild 


Wir wollen an dieser Stelle noch ganz besonders darauf hinweisen, daß man die 
quantentheoretische Dynamik vollständig in einem Bild, das durch die Vorgabe 
des HErRMITEschen Operators 2° definiert wird, durchführen kann. Die in die- 
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sem Bild gewonnenen Ergebnisse erlauben unmittelbar die Berechnung derWahr- 
scheinlichkeiten 

wit) = | W|DBW>} (40) 
und Erwartungswerte 


HM) =<on| FW dw) (41) 


für den Ausgang einer Messung zur Zeitt. 

Es ist also keineswegs nötig — wie manchmal der Anschein erweckt wird —, 
daß man etwa von dem Bild ausgeht, in dem alle (explizit zeitunabhängigen) 
Observablen durch zeitunabhängige Operatoren dargestellt werden [SCHRÖDIN- 
GER-Bild ($ 6b)], dann in ein anderes Bild transformiert ($ 5), dort die Rechnung 
ausführt, schließlich wieder ins SCHRÖDINGER-Bild zurückrechnet und mit die- 
sem Ergebnis die Erwartungswerte bestimmt. 

Aufg. 69: Man beweise die Eigenschaften (29) und (30) des Operators € und leite daraus 
die Relationen (35) und (36) für % ab. 


Aufg. 70: Die Relation (35) ist mit dem speziellen Operator (38) zu verifizieren. 


$ 4. Die Zeitabhängigkeit 
der Wahrscheinlichkeitsamplituden und Erwartungswerte 


a) Die Schrödinger-Gleichung für die Wahrscheinlichkeitsamplituden 


Die Wahrscheinlichkeit, daß sich bei der Messung einer Observablen / zur 
Zeit t ein Meßwert A ergibt, ist gegeben durch das Absolutquadrat der Wahr- 
scheinlichkeitsamplitude (Z-Darstellung) 


D(A,t) = <u,t) | DH). (42) 
Diese komplexen Größen sind als Skalarprodukte invariant gegenüber unitären 
Transformationen und daher bildunabkängig. Setzen wir voraus, daß die zu mes- 
sende Größe / explizit zeitunabhängig ist, so erhalten wir aus den Gl. (25) und 
(26) für die zeitliche Veränderung der Wahrscheinlichkeitsamplitude D(A, t) bei 
festem A 


8B(A,t du, IP) dAcu,t) datt 
2 = — = Bw +] a 2 


-(+ Eu, |®) + EM) N=-,m|#D. 


Die Zeitabhängigkeit der Wahrscheinlichkeitsamplitude D(A,t) wird somit durch 
die (bildunabhängige!) SCHRÖDINGER-Gleichung 


BA) _ ii 


bestimmt. Diese Gleichung ist eine unmittelbare Folge unserer Postulate der 
Quantentheorie. Sie hat i. allg. nichts mit der SCHRÖDINGER-Gleichung für das 
klassische Elektronenfeld zu tun. 
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Mit der Entwicklung 
#FODOAY= Ku | FD = 
ER 


lautet die SCHRÖDINGER-Gleichung in den Matrixelementen H(A,4') = 
ur | HF un 


I H(A,A') + 34,4) 2) BA,Hydl=0|, (44) 


Lir 


4’ 


Wenn die Matrixelemente H(A, A’) Ableitungen der ö-Funktion sind 
[Gl1. (2.2-28)], wird dieses lineare Gleichungssystem zu einer partiellen Differen- 
tialgleichung in A und t. 

In dem Fall, daß die zu messende Größe £ explizit zeitabhängig ist, gilt für die Wahr- 
scheinlichkeitsamplitude ®(A, t) nicht mehr die einfache Gl. (43) oder (44). In diesem Fall 
ist nämlich auch die Veränderung der Eigenvektoren |w,4> zu berücksichtigen, die durch die 
explizite Zeitabhängigkeit zustande kommt. Da dieser Fall aber nur selten interessiert, 
wollen wir auf eine nähere Diskussion nicht eingehen. 


b) Die Integration der Schrödinger-Gleichung 
durch die unitäre Transformation % (1, t,) 

Durch die Gl. (13) und (27) wird der Zusammenhang der Eigenvektoren und 
des Zustandsvektors zwischen irgend zwei Zeiten i, und £ vermittelt. Wir erhalten 
daher für die Wahrscheinlichkeitsamplitude ®(A, t) (bezüglich einer explizit 
zeitunabhängigen Observablen £) 


D(A,t) = <u,lt) | D(t)) = Kult) | Zt, 15) Et, t) D(io)> 
or £ u (to) | BA (t, to) 6 (b, to) u (to)> (U (fo) | Dlto)> dA’ ‘ (45) 
5 
In der letzten Gleichung wurden die Eigenvektoren |u,(£,)> eingeschoben, von 
denen wir annehmen wollen, daß sie vollständig sind. Wegen SC = er- 


gibt sich damit für die Wahrscheinlichkeitsamplitude zwischen irgend zwei Zei- 
ten i, und t der lineare Zusammenhang 


84,9 =LU44; 1,1) DA, 1) AA |. (46) 
S 


Die die Dynamik beschreibende Funktion U ist also die Matrix des unitären 
Operators % (t, t,), gebildet mit den Eigenvektoren |u,(,)> zur Zeit ty, 


U(A,4';t, to) = (u,lbo) | U, bo) Ur (> |- (47) 


Mit dem Operator € besteht der Zusammenhang 
U(A, 4';t,t,) = (u, | Cl, io) ur (b)>- (48) 
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Im Fall eines explizit zeitunabhängigen HAMmILToN-Operators ist % durch die 
Gl. (38) gegeben. Schiebt man daher auf der rechten Seite von Gl. (47) Energie- 
eigenzustände |, (l)>; 


FW) |%, (o)> =E, |% (io)? > 


ein, so erhält man 


— zEalt-4) 


U(A,4';t,t,) = ; u,(A) u (A') e 


da |. (49) 


a 


Diese Beziehung erlaubt also die Berechnung der integrierenden Matrix U, wenn 
die (zeitunabhängigen) Energieeigenfunktionen u, (A) = <u4(to) | wa(to)> in der 
£ -Darstellung vorliegen! 


Identifizieren wir £ insbesondere mit dem Ortsoperator eines Teilchens, so ist 
Gl. (49) eine Formel, die wir in 1.5 $ 3 für die zeitliche Ausbreitung einer kräfte- 
freien Materiewelle fanden. Die dort angegebene Funktion U (tr, r’; t, 0) können 
wir unmittelbar übernehmen. Es gilt also im Eindimensionalen 


RL  SROR -Z1 Ze im (2a) 
u, lu,> =e Var n 5 nee; (50) 
woraus für den dreidimensionalen Fall (vgl. 4.1 $ 6) folgt 
i rä m 0, imt-r) 
re) ri Sa ee 2 
<u,| e Bam lu.) =e Vren er Er . (50a) 


Die physikalische Interpretation ist aber jetzt gegenüber der damaligen eine 
völlig andere: Es handelt sich nicht mehr um das Zerfließen eines Materie wellen- 
paketes p(t,t), sondern um die zeötliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeits- 
amplitude Ö(t, t) für eine Ortsmessung. 


Wird ein Teilchen mit einem zur Zeit, bekannten Anfangszustand (rt, t,) auf 
ein Target geschossen, so gelangt es unter den Einfluß von dessen Potential. 
Mittels der Energieeigenfunktion w,(t) in der Ortsdarstellung erhält man aus 
Gl. (49) die zugehörige integrierende Funktion U (t, r’; t, i,), die über Gl. (46) die 
Wahrscheinlichkeitsdichte |D(t, ) P dafür ergibt, daß das Teilchen zu einer 
späteren Zeit t an einer Stelle r angetroffen wird. Hieraus läßt sich der Wir- 
kungsquerschnitt für den Streuprozeß berechnen (Kap. 4.7). 


Ist die Größe / andererseits der (explizit zeitunabhängige) HAMILTON- 
Operator .f, so wird u,(E) = d(E, E,) und man findet aus Gl. (49) 
St) 
U(BE,E';tt)=e * 


Die Lösung (46) wird 


$(E, E'). (51) 


i 
= Eti-l) 
’ 


D(E,t) = ©(E,t,)e (52) 


14 Fick, Quantentheorie 
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d.h., die Wahrscheinlichkeit für die Gesamtenergie des Systems ist zeitlich kon- 
stant. 


Wurde insbesondere zur Zeit i, ein diskreter Energiewert E' gemessen, d.h. 
|D (to) = |%r: (tg)); so lautet zur Zeit t der Zustandsvektor 


I pra-ın 


|BW = |url)e (52) 


Bildet man damit den Erwartungswert irgendeiner (explizit zeitunabhängigen) 
Observablen £, so findet man nach Gl. (8) und (13) 


HS): (53) 


d.h., die Erwartungswerte sind dann zeitlich konstant. Man nennt daher den Zu- 
stand (52') stationär.!) 


c) Das Ehreniestsche Theorem 
Für die zeitliche Veränderung des Erwartungswertes 
<L> () = ol) | FW 9) 
einer beliebigen Observablen £ resultiert aus Gl. (20) und (25) 
® [) 
nl +0 For + og 
an +@L +48 -%#,218 


+@| LE -MD=9| FD. 


E © | 


nach der die zeitliche Veränderung des Erwartungswertes einer Observablen / 


Die Beziehung 


gleich ist dem Erwartungswert der Observablen S ‚heißt EHRENFESTsches Theorem. 


Im stationären Zustand verschwindet daher nach Gl. (53) der Erwartungs- 
wert jedes Operators 2 ‚sofern / nicht explizit zeitabhängig ist (vgl. dazu 
auch Aufg. 59). 


Wenn Z£ mit anderen Operatoren nach klassischen Gesetzen verknüpft 
ist, folgt aus Gl. (54), daß auch die Erwartungswerte die klassischen Gesetze er- 
füllen. Zum Beispiel ergibt sich aus 


mE=H 


1) Dabei ist wesentlich, daß E’ diskret ist. Bei kontinuierlichem E’ ist der Zustands- 
vektor [Gl. (3.3-32)] kein exakter Eigenvektor von 5 und damit nicht stationär. 
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die Gleichung 
d? 
ma) = (#2. (55) 
Man darf jedoch hieraus nicht folgern, daß die Integrale dieser Gleichung (z) (f) 


dieselbe Form haben wie in der klassischen Mechanik, weil i. allg. <# (z)) # 
K(Kz)) ist. 


Für eine Observable /£, die eine ‚‚Erhaltungsgröße“ ist, d. h. quantentheore- 
tisch, daß sie der Operatorgleichung 
> i 02 
L=+ 18. 21+ Fe =D (56) 
genügt!), ergibt das EHREnFEsTsche Theorem, daß ihr Erwartungswert (2), 
gebildet mit einem beliebigen Zustand |®>, zeitlich konstant ist, 
2 = const. (57) 


Man beachte den Unterschied gegenüber Gl. (53): Dort war der Zustand statio- 
när und £ beliebig. In Gl. (57) hingegen ist der Zustand |®) beliebig, dafür er- 
füllt aber £ die Gl. (56). 


d) Die Energie-Zeit-Unschärferelation 


Zwischen der Energie E und irgendeiner (explizit zeitunabhängigen) Obser- 
vablen L besteht nach Gl. (3.3-58) die Unschärferelation 


AB-AL2FKP). (58) 


Nach dem eben abgeleiteten EHRENFESTschen Theorem können wir auf der 
rechten Seite die zeitliche Veränderung des Erwartungswertes (/) einsetzen 


AB.AL> 3 FrRCZ2 (59) 
Diese Gleichung erlaubt eine wichtige Folgerung. Definieren wir eine Zeit 
AL 
nn, (60) 
a] 


so gibt diese die Dauer an, innerhalb der der Erwartungswert sich um die Un- 
schärfe AL verändert (Fig. 58), d. h., 7, ist die Zeit, innerhalb der das System 
Werte im Unschärfeintervall L--- L-+ AL annehmen kann. Für diese Zeit folgt 


!) Die totale zeitliche Veränderung einer Erhaltungsgröße ist in einem beliebigen Bild 
nicht Null, sondern nach Gl. (20) durch 


d2 i 

= se -r 271 

gegeben. Erst das Zusammenwirken mit der Dynamik des Zustandsvektors liefert das Er- 
gebnis (57). 


14* 
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aus Gl. (59) die Znergie-Zeit-Unschärferelation 


(61) 
ERFR 
dx R 
Fig. 58. Zur Definition der Zeit r, Fig. 59. Zu Gl. (62) 
Betrachtet man etwa eine Ortsmessung / = =, so ist 
A: 
u = (62) 
| el 
dt 


das Zeitintervall, innerhalb der ein Wahrscheinlichkeitswellenpaket, das die 
Gruppengeschwindigkeit v und die Breite Ax hat, sich um die Ortsunschärfe 
Az fortbewegt hat (Fig. 59). Die Zeit, in der sich das Teilchen an einem Ort x 
befindet, ist also wegen der Ortsunschärfe Ax nur bis auf das Intervalli ---1+r, 
angebbar. Nach der Unschärferelation (61) ist dieses Zeitintervall mit der Ener- 
gieunschärfe AE des Wellenpaketes korreliert. 

80 


Setzt man / = 5, so wird wegen #=0 (bei s = ) die Bezie- 
hung (58) zum trivialen Ergebnis (AZ)? > 0. 
Liegt ein stationärer Zustand vor, so ist nach Gl. (53) der Erwartungswert 


einer explizit zeitunabhängigen Observablen zeitlich konstant, so daß in Gl. (59) 
die rechte Seite verschwindet. Außerdem ist in diesem Fall aber auch AE = 0. 


Aufg. 71: Man berechne die Erwartungswerte <=) (t) und <%) (t) für ein Teilchen in einem 
homogenen, elektrischen Feld und für den harmonischen Oszillator. 


Aufg. 72: Welcher Zusammenhang besteht bei stationären Zuständen zwischen den Er- 
wartungswerten der kinetischen und potentiellen Energie, wenn die potentielle 
Energie eine homogene Funktion vom Grade o ist ? 


$& 5. Der Zusammenhang zwischen zwei Bildern 


Es werde angenommen, daß zu irgendeinem Zeitpunkt t, (der keineswegs ti, 
sein muß) zwei Bilder, die wir zur Unterscheidung mit B und B’ bezeichnen, 
übereinstimmen, d.h. 


LP, =D (4) 


[ual)> = lua (> ID) = IF). (63) 
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Welcher Zusammenhang besteht dann zu einem anderen Zeitpunkt t zwischen 
diesen Bildern ? 


“ Aus der zeitlichen Dynamik der HrrmITEschen Operatoren [Gl. (8)] in B 
und B', 
2’) = AH) Lehe): A), 
FNy= A) Let), At) A), 
folgt durch Elimination von /(z(tx), f(tx), !), das in beiden Bildern nach 
Gl. (63) gleich ist, die Relation 
L?) = Aut) Ze) LOL) LE, ie). (64) 
Entsprechend ergibt sich aus 
8? 1) = 6? (1, 14) | Di); 
I9* ey = €” (t, 14) | De) 
der Zusammenhang 
|D® 0) = Er, 1) EP’ €, 1) BF) (65) 
zwischen den Zustandsvektoren in den beiden Bildern. 


Damit die Wahrscheinlichkeitsamplituden zur Zeit tin beiden Bildern über- 
einstimmen, muß nach Gl. (45) gelten 


url) | UP kt) Did = Urla)| U tr) Da) - 


Aus der Differentialgleichung (37) ersieht man, daß %(t, t,) in B und B’ tat- 
sächlich gleich ist, weil (=? (tx), Pix), = H(@® (tx), £P(tx),t) gemäß 


Gl. (63) ist. Es gilt also 
U) = Uli) |; (66) 

was zur Gleichheit von 
EB) ER) = ABl, a) JE et) (67) 


führt. 

Man kann also das Transformationsverhalten der HERMITEschen Operatoren 
und des Zustandsvektors durch einen gemeinsamen unitären Operator 2##° (t, t,) 
beschreiben, 


AH 2) ZN AN) 
(68) 


ID’) = 27° 1.) 0°) 


der durch 
288 (b, 129] =. g? (, 1)? (t; ix) = BR (b, ix) (69) 


gegeben ist. 
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$ 6. Die quantentheoretische Dynamik im Schrödinger-, 
Heisenberg- und Wechselwirkungsbild 


a) Definition und Bewegungsgleichungen der drei Bilder 


Für die quantentheoretische Behandlung der Dynamik sind drei verschiedene 
Bilder, das SCHRÖDINGER-Bild ($), das HEISENBERG-Bild (7) und das Wechsel- 
wirkungsbild (W) üblich. 


Das ScHRÖöDINngErR-Bild wird durch 
EZ’ —-0 (70S) 


definiert. Im HsısenBerc-Bild hingegen wird der HAMILToN-Öperator des 
Systems 
LE = HH# (70H) 


verwendet. Das Wechselwirkungsbild geht von einer Aufspaltung des HAmıL- 
TON-Operators 


ee Em 2 (71) 


aus, wobei 5%, den HAMILTON-Operator eines „ungestörten“ Problems darstellt 
und 5, die Wechselwirkungsenergie. Diese ‚Störung‘ braucht jedoch zunächst 
keineswegs ‚klein‘ zu sein. Das Wechselwirkungsbild wird so eingerichtet, daß 
sich in ihm die Operatoren nach dem ungestörten HAMILTON-Operator bewegen, 
d.h. 

BI -HT, (70W) 


Die Bewegungsgleichungen und unitären Transformationen in den drei Bil- 
dern erhält man sofort, wenn man diese Definitionen in die Gleichungen des 
$ 3 einsetzt. Die nebenstehende Tabelle gibt eine Zusammenfassung und Gegen- 
überstellung der die einzelnen Bilder beherrschenden Relationen. Gl. (72) be- 
schreibt die aus der Definition von 2°(t) folgenden unitären Transformationen 
d£(t) 

dt 
Gl. (73) gegeben. Die darunter stehenden Gleichungen (74) bestimmen den Zu- 


wird durch 


&/ (t, i). Die totale zeitliche Veränderung der Operatoren 


sammenhang mit den Operatoren Z (t) in den einzelnen Bildern. Die Dynamik 
des Zustandsvektors |® (t)> wird durch die Gleichungen (75) erfaßt. Aus diesen 
folgen die Beziehungen (76) der unitären Transformationen € (t, t,). Die Glei- 
chungen (77) schließlich geben die unitären Transformationen X (t, i,) an. 


Der Zusammenhang zwischen den Bildern zu einer Zeit i ist durch die in den 
Gl. (78) gegebenen unitären Transformationen 2(t, i,) gegeben, wenn die Bil- 
der zur Zeit i, übereinstimmen ($ 5). 


SCHRÖDINGER-Bild 


HEISENBERG-Bild 


Wechselwirkungsbid # = #, + 4ı 


a) ZH = pH ZU =HEN (70) 
24 Ww Fi 
ee Werts Hl m 
af! i BL \H | A? i w w a£\Ww 
ee || Sr Frl), 19 
o az? o ; dar 
P=-T LP = ZH, LN4+ TG 9 
d ‚A: Dr . 
= 2.0, |8* (0 = |O* (,)) 2 = — Hr |O”r) | (75) 
” 
a 1 er (76) 
UV = AV EV, en 
US —=&5 BR —_ sg Ht [2 . 
U en = Il), Ki) Ur 
Zusammenhänge: 2° (1,14) = 2,1) = U (t, %) 


IS 1,)= 2) = le) 


(78) 


DPA) Ze) = Er) = I () U te) 


U) = Uhl t) = Alt) = UP kt.) 


SLIOOyquoYuend Ip ur uodunyolojsdundanag al 'c’g [9$ «g] 


gI8 
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b) Die Dynamik im Schrödinger-Bild 


Aus der Bewegungsgleichung (738) der Operatoren ersieht man, daß im 
SCHRÖDINGER-Bild alle explizit zeitunabhängigen Operatoren ruhen (s/° = 1). 
Für die Orts- und Impulsoperatoren gilt also z. B. 


de’ s s 
ar = > al) =2Plto), 
(79) 
L=0 > #0= Al) 
und ebenso für irgendeinen Operator /(z, %) 
3 
0 > LW- LM. (80) 


Damit sind auch die Eigenvektoren |u3) aller dieser Operatoren zeitlich kon- 
stant 


Sem _ 0 > [wid = ui). (81) 


Eine Zeitabhängigkeit eines Operators kommt im SCHRÖDINGER-Bild also nur 
durch eine evtl. vorhandene explizite Zeitfunktion Z/(z, fi) zustande, 


2’y= Let, Et) = Lk), Alt): (82) 


Die Bewegungsgleichung (758) für den Zustandsvektor |B°(t)> besagt, daß der 
Vektor — + | #°t) D°(t) dt die zeitliche Veränderung d|®°) bestimmt 


TER (Fig.60). Für den HamıLrTon-Operator #°(t) ist 
end abei die durch GI. (82) gegebene Zeitfunktion 
einzusetzen. Ist 3£ insbesondere explizit zeitunab- 

hängig, so ist 3£° ein zeitlich konstanter Operator 


[G. (80)]. 
sn Die Zustandsvektoren |Ö°) zu irgend zwei Zeiten 
i, und i sind durch den unitären Operator € (t, t,) 
Fig. 60. Die zeitliche Ver- |8° (1)> ar 6° (t, A) |8° (o)) (83) 


änderung des Zustandsvek- 
tors im Schrönineer-Bild verknüpft. Ist 3° explizit zeitunabhängig, so folgt 


aus Gl. (768) 


i 
= Pe?) 


(84) 


Flt,t)=Ul,t)=e 


Die hieraus sich ergebenden Folgerungen für die Dynamik der Wahrscheinlich- 
keitsamplituden und Erwartungswerte sind bereits (bildunabhängig) im $4 
ausführlich diskutiert worden und brauchen daher hier nicht noch einmal wieder- 
holt werden. 
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c) Die Dynamik im Heisenberg-Bild 
BZ2:t 
Weil im HEISENnBERG-Bild die zeitliche Veränderung £ a eines Opera- 
tors £ durch den Operator SL bestimmt wird [G1. (73H) und (74H)], kommt 
in diesem Bild die Korrespondenz mit den klassischen Bewegungsgleichungen 
besonders deutlich zum Ausdruck; z. B. ist die Bewegung des Ortsoperators z 
durch den Operator der Geschwindigkeit z gegeben, 


- = 38) = = [FF =*(t)]) = (0. 


(85) 


(). 


El) »:] i H An] —_ 8\H 
RN, = -() 
Die Lösungen =# (t), pF (t) dieser HamILTonschen Gleichungen in Operatorform 
müssen unter Wahrung der Vertauschungsrelationen aufgesucht werden. Ihre 
formale Integration geschieht mittels des durch Gl. (727) bestimmten unitären 

Operators ./# (t, ,) = Y}(t, iu), 
=) = El, u) lt) LE Wo), 


H(p —_ ogH H Hat (86) 
Fr = Alt, t) Fl) IF to). 


Im Fall eines explizit zeitunabhängigen HAMILTON-Operators sind diese 
Lösungen durch die Potenzreihen (19) [% = 3£#] gegeben. 


Falls die Vertauschungsrelation [%, =] = a 4 zu einer Zeit erfüllt ist, so bleibt sie im 


Laufe der Zeit bestehen. Dies ist eine unmittelbare Folge der Transformation (86). Man 
kann es jedoch auch differentiell aus den GlIn. (85) unter Verwendung der JacoBıschen Iden- 


tität einsehen, 
de m se 
a ] = [+ Zrrz 


4 [16®, 41, 2°] + 142, 16%, 1) 


ER, er] 


— 4 [202, [48,01] = [92,11 = 0. 


Die totale zeitliche Abhängigkeit Z#(t) einer beliebigen Observablen £ (2, %, t) 
erhält man im HEISENBERG-Bild, indem man die Lösungen (86) einsetzt 
Zr) = Le", it) = Il) Lletkio), Alt) Zt). (87) 
[Vgl. Gl. (19a)]. Für den HAMILToN-Operator gilt nach Gl. (734) speziell 


(88) 


u er 


eX h 
Nur über eine explizite Zeitabhängigkeit ist er eine Funktion der Zeit; andern- 
falls ist 3£# vermöge der Lösung (85) ein zeitlich konstanter Operator (Energie- 
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satz). In diesem Fall kann der HAMILToN-Operator im SCHRÖDINGER- und 
HEISENBERG-Bild gleich gewählt werden, 


ER, (89) 


Diese Übereinstimmung überträgt sich dann auch auf den integrierenden Opera- 
tor 


A 
ZN) =) =e Er 


= Y’it,i). (90) 

Die zeitliche Veränderung der Eigenvektoren eines (explizit zeitunabhängigen) 
HERMITEschen Operators / wird nach Gl. (26) im HEISENBERG-Bild durch den 
HAMILTON-Operator bestimmt, 


dluy (> i 
ie = +; FW laaw. (91) 
bzw. in integraler Form 
up = S*,t) WAlo))- (92) 


Der Zustandsvektor |BF) hingegen ist im HEISENBERG-Bild zeitlich konstant, 
|B* (1) = |D* (io), (93) 
d.h. 
GAt,t)=1. 
Das HEISENBERG-Bild ist also dadurch charakterisiert, daß sich in ihm die 
Operatoren an dem ruhenden Zustandsvektor |D) vorbeibewegen (Fig. 61). Die 


16°m> 


L’N=2S(k) 


Fig. 61. Gegenüberstellung der Bewegung im SCHRÖDINGER- und HEISENBERG-Bild. In ® 
bewegt sich |9°()>, während £° ruht. In ® hingegen bewegt sich £#(t) und |9*> ruht. 
Zur Zeitt, it ® =® 


Veränderung der Wahrscheinlichkeitsamplituden ®(4A, t) = <uÄ(t) | 97) wird 
völlig durch die Zeitabhängigkeit (92) der Eigenvektoren |u#(t) beschrieben. 
Die daraus resultierende Differentialgleichung für ®(A, t) ist natürlich wieder 
die bildunabhängige SCHRÖDINGER-Gleichung (43). 
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Der Zusammenhang zwischen SCHRÖDINGER- und HEISENBERG-Bild ist zu 
einem Zeitpunkt t nach Gl. (69) durch 
IB’) = %t, 1.) 10° (0) 


gegeben, wenn die beiden Bilder zur Zeit t, übereinstimmten [nach Gl. (66) gilt 
stets Y (1, 1,) = UP li, 1) = U tr))- 


Beispiel: Behandlung der Bewegung eines freien Teilchens im HRISENBERG-Bild. Zur Ver- 
tiefung des Verständnisses wollen wir die dynamische Entwicklung der Ortswahrscheinlich- 
keitim HEISENBERG-Bild behandeln. Für ein freies Teilchen haben 


die Bewegungsgleichungen die Lösungen 
ds 
= Pe) = 4") 
> (95) 
des ya 


At, 
E in z#(t) = =®(t,) + _ (t — io)- 


Die Eigenwertgleichung von z?(t), 
m 


2&() [u ()) = (ze + A) [u2 (3 = 2 |u2 (3, 


geht bei Multiplikation mit <w#,(f,)| über in die Differentialgleichung für die Funktion 
u(z,x;t,t) = <uZ, (to) | ur (t)> (x’-Darstellung) 


a t—-bh 98 ar = 1 
(z + ee 3) ur, 21, tb) =rulR,x;t,t) *) (96) 
mit der Lösung 

im @—- «’) 
23 uf 
Die Größe A ist so zu wählen, daß für t = t, die Funktion ö(x — x’) entsteht. Die Lösung 
(97) ist offenbar gerade die zu Gl. (50) konjugiert-komplexe Beziehung. Die allgemein gülti- 
gen Gl. (47) und (48) erfordern in der Tat die Relation 


U (x, 2’;t, 1) = <u2 (to) | %® (1, ,) uE (to) = <uR lt) | uE lt) = url, 25 8). 


u(z, 2;t,t) = Aexp (- (97) 


d) Die Dynamik im Wechselwirkungsbild (Dirac, Schwinger, Tomonaga) 


Um die Überlegungen nicht zu weitschweifig werden zu lassen, wollen wir 
annehmen, daß in der Zerlegung des HAMILTON-Operators, 


= H4 HC (98) 
der ungestörte Operator 5, nicht explizit zeitabhängig ist, 
7 
F). 0; (99) 


1) Für die Durchführung dieses Beispiels müssen wir einen Vorgriff auf 4.1 $1 machen, 
wo gezeigt wird, daß der Impulsoperator in der Ortsdarstellung die Wirkung <w, | AP» = 
% dcu| pP 
u: um hat. 
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Dann folgt aus Gl. (73 W), daß im Wechselwirkungsbild 3£P auch total-zeitlich 
konstant ist (#P = #7) $), Unter dieser Voraussetzung hat der unitäre Operator 
SZ” (t, t,) nach q1. (72 W) die Gestalt 
+ De) 
A”ltt)=e r " (100) 
Die Bewegung der Operatoren =” (t) und ar (£) wird im Wechselwirkungsbild 
allein durch den ungestörten HAMILToNn-Operator 3 bestimmt, 


de" (t 
=) Er 
d t 0%4,\W 
er rn -o)'o 
Die Operatoren verändern sich so, als ob keine Störung vorhanden wäre, 
er’ t) = Al) k) Zr, to); 
) = (lo) 0) (102) 


HO= lt) KL io): 

Die totale Zeitfunktion einer beliebigen Observablen /(z, £, t) erhalten wir 
im Wechselwirkungsbild durch Einsetzen dieser ungestörten Lösungen, 
L?”)=L(" (t), ”t) = LP kt) L (li), AP ot) Ze). (103) 
Setzt man in Gln. (19) und (19a) X = CP, so hat man eine Reihenentwicklung 
für 2” (t), %” (t) und ZP (t) vorliegen. 

Eine besondere Beachtung verdient im Wechselwirkungsbild die Dynamik des 
Gesamt-HAMILToN-Operators FH” (t), 


de” (t) 
dt 


der im Gegensatz zum HEISENBERG- oder SCHRÖDINGER-Bild selbst dann zeit- 


(104) 


i 80, \W aserlt 
1 +), = 


‘= ( ) as di ’ 
8. 
abhängig ist, wenn (7, En —), verschwindet, weil ##Y im allgemeinen nicht mit 


K 20 vertauschbar ist. 


Die zeitliche Veränderung der Eigenvektoren 4 a ()> eines (explizit zeitunab- 
hängigen) Operators lautet im Wechselwirkungsbild 


du (t)> i 
4 =:# WW) (105) 
bzw. in integraler Form 
ed = Lk, to) ui lo)- (106) 


Die Dynamik des Zustandsvektors |D” (t)» im Wechselwirkungsbild wird nach 
Gl. (75 W) durch den Störoperator #° . (t) bestimmt, 


aeWw__ierojorm. (107) 
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Dabei ist zu beachten, daß der Operator #£ W (t) auch dann zeitlich veränder- 
lich ist, wenn 5, selbst explizit zeitunabhängig ist, weil in [Gl. (104)] die Dyna- 
mik durch /W bestimmt wird. Es ist also in der Gl. (107) die Zeitabhängigkeit 
A’) = FH," (t), 2’), = Il) Al ki), Akt) to) 
(108) 


einzusetzen ! 


Wegen dieser Zeitabhängigkeit läßt sich der integrierende Operator G" (t, i,) 
nicht als einfache Exponentialfunktion von SF ausdrücken. Wir werden 
hierauf im nächsten Paragraph näher eingehen. Durch die Beziehung 


6” (2 io) = Er (t, Lo) ud {, lo) (109) 


kann man jedoch andererseits €” durch SP und #” (= (ty), £(ty), t) darstellen. 
Ist insbesondere der Gesamt-HAMILTONn-Operator explizit zeitunabhängig, so 
gilt nach Gl. (38) 


i gr 
TE (110) 

und man erhält für 
+Ir.a- - IH) 
er e ? (111) 


’ 


EC’ (ii)=e 
das ist Gl. (39) im Wechselwirkungsbild. 


Zusammenhang zwischen SCHRÖDINGER- und Wechselwirkungsbild. Ist das 
Wechselwirkungsbild zur Zeit i, mit dem SCHRÖDINGER-Bild identisch, so 


herrscht nach Gl. (69) zur Zeit t der Zusammenhang 
= UL), (iia) 
IB” (1) =” (t,1) ID). 


Transformiert man die rechte Seite von Gl. (111) unter Beachtung von Gl. (100) 
in dasSCHRÖDINGER-Bild, so erhält man für E"(t, i,) eine Darstellung durch die 
zeitunabhängigen HAMILToN-Operatoren 5 und F°, 


i i i 
Eee alte HEN) 
C’ki)=e ® er FR 


die in der Streutheorie (4.7 $4) Verwendung findet. 


(113) 


Zwischen dem HEISENBERG- und dem Wechselwirkungsbild bestehen die Be- 
ziehungen 


L” = EU) LEE Gr), 


(114) 
IB” (> = E” (, 1.) [BF >. 
Aufg. 73: Wie lauten im SCHRÖDINGER-, HEISENBERG- und Wechselwirkungsbild die Bewe- 
gungsgleichungen für ein Teilchen, das sich unter dem Einfluß einer konstanten 
Kraft befindet ? 
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Aufg. 74: Wie lauten für den harmonischen Oszillator die Operatoren =#(t) und 4#(t), 
wenn sie zur Zeit i, bekannt sind ? 


Aufg. 75: Man bestimme den Kommutator 
[= (t), =*(to)] 
für ein freies Teilchen und für den harmonischen Oszillator.- 


Weitere Beispiele zur quantentheoretischen Dynamik bieten die Aufg. 96 und 105, sowie 
Kap. 4.7. 


$ 7. Die Integration der Operator-Differentialgleichung 1. Ordnung 


Die unitären Operatoren / und $ wurdendurch Differentialgleichungen der 
Gestalt 

I% lt, to) _ 

di 


FU Yu) (116) 


definiert. Diese Operator-Differentialgleichung integrierten wir bisher nur für 
den Fall, daß 5 zeitunabhängig war. 


Zunächst könnte man vermuten, daß im allgemeinen Fall der Ansatz 


i 
— At) 
Y—- e* 


zum Ziele führt. Es ist aber zu beachten, daß i. allg. 
Nahe 
V%+ BY 
ist, weil Z nicht mit 2 vertauschbar zu sein braucht. !) Es ist daher auch i.allg.. 
B+=[#d. 


Durch Integration über t verwandeln wir die Differentialgleichung (115) zu- 
nächst in eine Integralgleichung für % (t, t,) 


B 4 
u HE ZZ AUTDEE (116) 


Dabei ist berücksichtigt, daß % (to, i,) = 1 ist. Zur Lösung der Integralglei- 
chung bedienen wir uns eines Iterationsverfahrens. Für t = t, erhalten wir 
die nullte Näherung Y—41 

o=1: 


Für kleine Zeitdifferenzen t — ti, werden wir eine gute Näherungslösung erhalten, 
wenn wir auf der rechten Seite von (116) % durch %, ersetzen, 


h, : 
et) ach (117) 


1) Entwickelt man die Exponentialfunktion in eine Reihe, so zeigt schon die Differen- 


tiation des dritten Gliedes, i(# 9+ @ 4)/2%?, daß man für [8,#] + © nicht zu dem 
angestrebten Ergebnis gelangt. 
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In der nächsten Näherung setzen wir jetzt dieses Ergebnis wieder auf der 
rechten Seite von (116) für % ein, i 


BE 
Y,kti)=1 +3 /*0 Yo io) dt, 


t 


2 . tı 
144 Srwle+r [wa] 


R t a ı tı 
14 Far) SS Or 1) 


== 
usw. in höherer Näherung. Im Doppelintegral, das 
sich über das in Fig. 62 schraffierte Dreieck erstreckt, 
ist zu beachten, daß im allgemeinen #£(t,) # (t,) # 
H (t,) H (t,) ist. Die Vertauschung der Integrations- 
variablen t, —t, und ,— t, ergibt 


I= | [FW U 4, NS 


tı=to tat 


a: 
== # HN FH) FH t) dt, di,, Fig. 62. Zur Auswertung 
Kalte des Doppelintegrals 
d.h., man integriert jetzt im weißen Dreieck zuerst @1. (118) 


horizontal. Zum gleichen Ergebnis gelangt man aber 
auch, wenn man im weißen Dreieck zuerst vertikal integriert 
le: 


s= [SAW U U, dh. 


tb ba=tı 
Wir können daher für das Doppelintegral in (118) schreiben 
VE t t 
I=z {| | S FW + S AI) a) dr: (119) 


ht, \ta=bo ta=tı 
Wäre die Reihenfolge der Faktoren belanglos, so könnte man .$ als das halbe 
Integral über das Quadrat lesen. Dies gelingt auch im vorliegenden Fall, wenn 
man einen „chronologischen Operator‘ T mit der Eigenschaft 
Hi) HG) für >, 
TAU)F,) = | 3 (120) 
SH () H (6) für, >4 


einführt. Gl. (119) kann dann in der Form 
1: 
u HE ZNE ZU TT? (121) 
geschrieben werden. j 


Analoge Überlegungen lassen sich auch für die höheren Näherungen anstellen. 
Mit einem Operator T, der ein mehrfaches Operatorprodukt in der Reihenfolge 
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abnehmender Zeiten von links nach rechts chronologisch ordnet, lautet das ex- 
akte Ergebnis nach unendlich vielen Schritten (bei Konvergenz des Verfahrens) 


Yt, ti) = B> GEHBREE SNmE Ser are 


v=0 


Hierfür schreibt man auch formal 


+ frmar 
Ytth)=Te * E (122) 


Ist der HAMILToN-Operator zu verschiedenen Zeiten vertauschbar, z.B. 
FH (t) = %Af(t), so kann man den chronologischen Operator T natürlich weg- 
lassen. 


8 8. Die Diracsche Störungstheorie 


a) Allgemeine Formulierung 


An einem System seien zur Zeit i,= 0 ein Eigenwert Z, des (explizit zeitunab- 
hängigen) HAMILToN-Operators 5%,, 


KK |%, (0)> Fi E, |u,(0)), (123) 


und die Eigenwerte eines mit 3%, vertauschbaren, vollständigen Satzes von 
Observablen gemessen worden. Der Zustandsvektor des Systems ist zu diesem 
Zeitpunkt also ein Energieeigenvektor, 


19(0)) = |,(0)). (124) 
Für Zeiten ti > 0 wirke neben #, eine Störung 3,, so daß die Dynamik des 
Systems durch 

HH, AH (125) 
bestimmt wird. Das System bleibt daher nicht in dem Zustand (124). Wir wollen 
die Wahrscheinlichkeit dafür berechnen, daß bei einer erneuten Messung des unge- 
störten HAMILToN-Operators #, und der damit vertauschbaren Observablen zur 
Zeit t ein Zustand |u,(t)) eintritt.!) Nach Gl. (45) ist diese Wahrscheinlichkeit 
in irgendeinem Bild durch 


w.,() = |(u() | DW]? 
= |, (0)|% (1,0) u, (0)3]2 (126) 


= |U(b, a; t) |? 


d.h. durch das Absolutquadrat der Matrixelemente von %(t, 0) in der 3,-Dar- 
stellung gegeben. Ist der Zustand |w) + |w,, so nennt man w,,, die Über- 
gangswahrscheinlichkeit vom Zustand |w,> in den Zustand |u,). Die Größe w._.a 


1) Unvollständige Messungen werden in Aufg. 83 behandelt. 
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hingegen gibt die Wahrscheinlichkeit dafür an, daß das System im Ausgangs- 
zustand |u,) verblieben ist (Verweilwahrscheinlichkeit). 

Ein wichtiges Beispiel ist die Strahlungstheorie: Der ungestörte HAMILToX- 
Operator 5, besteht aus 2 Anteilen 

HEHIHFKT. & 

HS ist der HamıLTon-Operator der Elektronen im Atomverband, Sf" jener 
der Photonen (quantisiertes elektromagnetisches Feld ohne Quellen). Nach der 
Elektrodynamik besteht eine Wechselwirkung 5, zwischen den Ladungen und 
dem elektromagnetischen Feld. Diese bewirkt, daß ein Eigenzustand von X, 
(Energieeigenzustand von Elektronen + Photonen) nicht stationär ist: Es be- 
steht eine Wahrscheinlichkeit für denÜbergang in einen anderen Elektronenzu- 
stand bei gleichzeitiger Emission (oder Absorption) von Photonen. 


Die Wahrscheinlichkeiten (126) lassen sich in den wenigsten Fällen exakt be- 
rechnen. Nimmt man jedoch an, daß 5f£, eine kleine Störung ist — was ‚klein‘ 
heißen soll, werden wir noch sehen —, so kann man eine Näherungsformel ablei- 
ten. Diese DirAacsche Störungstheorie gewinnt man am einfachsten, indem man 
in das Wechselwirkungsbild geht, 

Io" 
YP(i,0)=e * "' EP u,0), (127) 
und für den unitären Operator €” nur die ersten Glieder der Entwicklung nach 


HP) [G1. (118)], 


. t E t tı 
GE ee EZ 0 el AFUAF A) A, + 
5 (128) 


berücksichtigt. Die Zeitabhängigkeit von Z (t) ist nach Gl. (108) durch 
w i yw 


Or 


AFU=e (129) 


bestimmt. 


Meistens liest man die DirAcsche Störungstheorie im SCHRÖDINGER-Bild. Da- 
bei richtet man es so ein, daß das Wechselwirkungsbild mit dem SCHRÖDINGER- 
Bild zur Zeit ti, =t,= 0 übereinstimmt. Lassen wir der Kürze halber im folgen- 
den den Index S weg, so erhalten wir 


HK ı 


ig en = 
Y(t,0)=e * [ je Hıli)e * di, 
0 
1; { b Ich -Iou-1) steh 
5 fe bye" HAt)e * dead +... (130). 
4=0 t;=0 


X (t) deutet dabei also allein eine evtl. vorhandene explizite Zeitabhängigkeit 
der Störung an. 


15 Fick, Quantentheorie 
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Die Matrixelemente von % in der 3 „Darstellung lassen sich sofort anschrei- 


-—_Hıt i 
ben, weil in ihr der Operator e * diagonal ist, 


br cc 
Ulb,a;t)=e ee [ermet H,(b, a; t,) di, 
(131) 


t 
ff Lew HB, 6; 1) Hılc, a; tz) "eh de di,dn + -- | 
.J 6=0% 


Dabei führten wir für die Energiedifferenzen des ungestörten HAMILTON-Opera- 
tors 


(132) 


als Abkürzung ein. Zur Auswertung der Matrixelemente unter dem Doppelinte- 
gral wurden in Gl. (130) alle Eigenvektoren |u,> von 3%, als Zwischenzustände 
eingeschoben, 


1= FL |u) <w,| de. 


Für die Matrixelemente von 5, (t) in der 5 Darstellung haben wir 


Hl) uw) = H,b,a;t) (133) 
geschrieben. 


Für die Übergangswahrscheinlichkeiten w,_,, verschwindet der erste Term der 
Entwicklung (131). Berücksichtigt man nur das einfache Integral, so wird man 
dem Einfluß der Sn in erster Ordnung gerecht, 


W>b 


t '2 
ed (+). (134) 
0 


Nimmt man auch noch das Doppelintegral hinzu, so gelangt man zur Störungs- 
theorie zweiter Ordnung. Diese Näherung ist vor allem dann wichtig, wenn das 
Matrixelement H, (b, a; t) zwischen den Zuständen |u.> und |u,> verschwindet, so 
daß sich in erster Näherung keine Übergangswahrscheinlichkeit ergibt. In die- 
sem Fall!) ist dann 


er a 2 
DEN OEE de f Lo olonh+oet) 7 (b,c;t,) H,(c,a;t,) dedt,dt,| . (135) 
ı= u=0 
Die Verweilwahrscheinlichkeit erster Ordnung ist durch 
wid =1- Zw, db (136) 


b(=+a) 


1) Verschwinden die Matrixelemente H,(b, a;t) nicht, so muß man natürlich in der Stö- 
rungstheorie zweiter Ordnung von der Summe der beiden Terme das Absolutquadrat bilden, 
d. h., es ergibt sich zusätzlich zu (134) und (135) ein Interferenzterm. 
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gegeben, weil die Summe aller Wahrscheinlichkeiten eins sein soll. Diesen Aus- 
druck erhält man nicht einfach dadurch, daß man in (134) b = a setzt. Weil für 
die Verweilwahrscheinlichkeit der erste Term in (131) eins wird, ist es nämlich 
für w(D, nötig, von (131) auch das dritte Glied mit zu berücksichtigen und bei 
der Bildung des Absolutquadrates bis zu quadratischen Termen in der Störung 
zu entwickeln. Dies führt dann gerade wieder auf die Darstellung (136). Ent- 
sprechendes gilt für die Verweilwahrscheinlichkeit zweiter Ordnung. 


Die Ergebnisse der Störungstheorie niedriger Ordnung sind im allgemeinen 
nur dann sinnvoll, wenn die Wirkung der Störung 3, nicht groß ist, d. h., wenn 
für die Übergangswahrscheinlichkeiten 


wu) <1 
und für die Verweilwahrscheinlichkeiten 
wu) (137) 


gilt. Das heißt, der Anfangszustand |u,> muß noch mit überwiegender Wahr- 
scheinlichkeit besetzt sein. Da man unter der Lebensdauer r, gerade die Zeit 
versteht, in der ein Zustand |w,) unter dem Einfluß einer Störung 3, merklich 
zerfällt, ist also die Gültigkeit der Diracschen Störungstheorie auf Zeiten 


ZT, (138) 
beschränkt. Die Lebensdauer selbst läßt sich mit ihr nicht berechnen!) (vgl. $ 9). 


b) Zeitlich konstante Störung 


Wir betrachten den Fall, daß 5£, explizit von der Zeit nicht abhängig ist. 
Es lassen sich dann die Zeitintegrale auswerten, 


H,(b,a) el‘ _ 1 


RE To [36, a 


h Opa 
1 H,(b,e) H,(e,a) [et -_ 1 etc _ = 
Re RE I Dea | Opa De Br sa) 
o 
Berücksichtigt man die Identität 
ie 


h : 
e® —- 1= 2ie? sin z; 


!) Neben der DrirAcoschen Störungstheorie gibt es ein von WiGNER und WEISSKOPF sowie 
von HEITLER entwickeltes Näherungsverfahren, das auch für große Zeiten Gültigkeit be- 
wahrt. Mit diesem ist man imstande, eine Beziehung für die Lebensdauer anzugeben. 
[Vgl. z. B. M. GoOLDBERGER u. K. Watson, Collision Theory, 1964, New York—London— 
Sydney]. 

15* 
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so liefert das zweite Glied in Gl. (139) die Übergangswahrscheinlichkeit in erster 
Näherung 


en nn a (ud + |wD). (140) 


N (&) 


Aus dem Verlauf der Funktion f(w, ) = ( y (Fig. 63) folgt, daß die 
Wahrscheinlichkeit für einen Übergang am größten ist für 2, — E,= 0, wenn 
also die Energie des Endzustandes mit der des Ausgangszustandes überein- 
stimmt. Da |u,> + |u.> sein soll, heißt 
das, daß es sich dabei umeinen Übergang 
zwischen entarteten Zuständen von 5, 
handelt. Die Wahrscheinlichkeit, einen 
Energiezustand Z, +E anzutreffen, ist im 
wesentlichen nur im Gebiet |w»|S 2 rt, 
d.h. für |2,— E,| S2r hjt gegeben. Mit 
zunehmender Zeit t wird also die Wahr- 
scheinlichkeit, einen Energiewert Z,+E, 
anzutreffen, immer kleiner. 


flat} 
rt? 


2; -Z 0 n = ” Die Wahrscheinlichkeit für den Über- 
gang in ein Energieintervall AZ, ist 


Fig. 63. Die Funktion f(w,t) = 
(> 9) ey [Gl. (3.3-37)] 
= WaaEp = 3 Ward: (141) 


bin AEy 


Liegt ein Kontinuum oder Quasikontinuum [vgl. z. B. Gl. (1.5-68)] von Energie- 
eigenwerten E, vor, so geht die Summe über in ein Integral 


Wa>AEp = F Wand e(#,) dE,. (142) 
AEy 
Dabei ist o(Z,) die Dichte der Energiezustände, d.h. o(Z,) d£, die Anzahl der 
Energiezustände im Intervall dZ,. 


Die Übergangswahrscheinlichkeit ist wegen des Verlaufs der Funktion f(w, t) 
nur dann wesentlich von Null verschieden, wenn AK, eine Umgebung von E, ist 
(Fig. 64.1). Wählt man dieses Intervall 


Au, (143) 


so macht es kaum einen Unterschied, ob man die Integration nur über dieses 
Intervall oder über alle Energiewerte erstreckt. Nimmt man außerdem den 
wenig veränderlichen Anteil |H, (b, a) |® o(Z,) an der Stelle EZ,» E, und zieht 


[3.5 $ 8] 3.5. Die Bewegungsgleichungen in der Quantentheorie 229 


diesen vor das Integral, so erhält man 


100 ._ Op p4 
1 sin —_- 
u) ur IH, (b, a) ü o(E,) r on d(Aw,,) 
—00 2 


Wegen 


[eya-- 


ergibt sich daher (£ = w,, t/2) als Übergangswahrscheinlichkeit erster Ordnung 


| u = Ha] ll)! } (E,&B,). (144) 


Dieser Sachverhalt bedeutet, daß man Gl. (140) für kontinuierliche Zustände bei 
entsprechend großen Zeiten [Gl. (143)) in der Form 
u) EIHbaPıs,—M) (144) 


a>b 


schreiben kann, wobei von der Darstellung (5.1-11,) der ö-Funktion Gebrauch 
gemacht wurde. Die Integration über die Zustände b des Intervalls AB, liefert 
wieder das Ergebnis (144). 


Fig. 64. Elektron-Photon-Übergänge in DirAcscher Störungstheorie 1. und 2. Ordnung 


Im oben erwähnten Beispiel der Strahlung bedeutet die Übereinstimmung 
von E, mit Z,, daß die Summe der Energien der Elektronen und Photonen am 
Anfang (E, = E@l + Eh) gleich jener nach der Emission (oder Absorption) eines 
Photons (Z, = E}! -- Es) ist. Die Energie (= Aw) des emittierten (oder absor- 


bierten) Photons stimmt mit der Änderung der Elektronenenergie überein, wir 
werden also auf die Bonrsche Frequenzbedingung geführt (Fig. 64.1). 
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Die „goldene Regel‘ (144) ist nach Gl. (138) und (143) für Zeiten 


erh 
a <ier (145) 


gültig. Die Matrixelemente A, (b, a) der Störung, gebildet mit den ungestörten 
Anfangs- und Endzuständen, bestimmen also die Übergangswahrscheinlichkeit 
zwischen diesen Zuständen. Es kann sein, daß diese Matrixelemente für be- 
stimmte Anfangs- und Endzustände Null werden. Durch Symmetriebetrach- 
tungen (3.6 $ 8) lassen sich diese verschwindenden Matrixelemente in konkre- 
ten Fällen meist ohne explizite Rechnung bestimmen (,Auswahlregeln‘‘) [vgl. 
Aufg. 102]. Die in erster Ordnung verbotenen Übergänge können natürlich in 
zweiter oder höherer Ordnung der Störungsrechnung erlaubt sein. 


Wir betrachten den für die zweite Ordnung maßgebenden Term von Gl. (139), 


f! J H, (b, c) H, (c, a) = eilt el®bet er = 
= —| de. 
na ca Opa [DM 


c 


Zunächst bemerken wir, daß für ®,, 0 keine Singularität auftritt, weil in 
diesem Fall (w,, = ®;.) die eckige Klammerselbst proportional zu ®,, wird. Für 
@®%e *& 0 scheint das zweite Glied innerhalb der Klammer einen Beitrag zu lie- 
fern, für den die Energieerhaltung zwischen Anfangs- und Endzustand nicht 
gewährleistet zu sein braucht. Wie man aus dem obigen Integrationsverfahren 
sieht, ist es eine Folge des plötzlichen Einschaltens zur Zeit = 0. Es verschwin- 
det — wie bei allen Einschwingvorgängen — wegen der Dämpfung, die hier 
durch die endliche Lebensdauer r bedingt ist. In dem in Fußnotet), S. 227, 
zitierten WIGNER-WEISSKOPF-HEITLER-Verfahren zeigt sich in der Tat, daß 
dieser Term vernachlässigbar ist. 


Die wesentlichen Übergänge bestimmt also allein das erste Glied in der Klam- 
mer: Für &,, & 0 ergibt sich — wie in der Störungstheorie erster Ordnung —die 
größte Wahrscheinlichkeit, d.h. wenn der Endzustand E, in der Nähe des An- 
fangszustandes E, liegt (Energieerhaltung zwischen Anfangs- und Endzustand). 
Verfährt man mit dem Zeitfaktor (ei®s« — 1)/w,, genauso wie beider Herleitung 
der Gl. (144), so erhält man 


u = Pr ze VO me (sin). (14) 


Die störungstheoretische Übergangswahrscheinlichkeit zweiter Ordnung ergibt 
sich also formal aus der erster Ordnung, indem man den Operator 5, durch 


AS 3. Erg en: 2 (147) 


1#,—E,1 
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ersetzt. Die Summation c erstreckt sich dabei über alle Eigenzustände |w,> 
von 5,-!) Man interpretiert diese Formel häufig dadurch, daß man sagt, daß 
das System „virtuell‘‘ vom Anfangszustand |u,> in den Zwischenzustand |%,> 
und dann von dort zum Endzustand |u> „übergehe‘‘ (Fig. 64.2). Diese dem 
Rechenergebnis angepaßte Redeweise bedeutet jedoch nicht, daß man dabei 
das System in einem solchen Zwischenzustand tatsächlich durch eine physi- 
kalische Meßapparatur nachweisen könnte. Für die einzelnen virtuellen „‚Über- 
gänge“ |u,> — |w.> — |u,) ist der Energiesatz nicht erfüllt, wohl aber zwischen 
den physikalisch realen Anfangs- und Endzuständen. 

In vielen praktischen Fällen genügt es, allein solche |u,) zu berücksichtigen, 
die einerseits von Null verschiedene Matrixelemente liefern, deren Energie E, 
andererseits aber wegen des Nenners E, — E, nicht allzusehr von Z, verschie- 
den ist. — Liegen die Anfangs- und Endzustände gerade so, daß ihre Energie mit 
der eines Zwischenzustandes übereinstimmt 


E,SE,®&E,, 
[ur # |up> + |w>, 


so divergiert der Ausdruck (146). In diesem Fall der ‚‚Resonanzfluoreszenz‘‘ muß 
man die durch das oben zitierte WIGNER-WEISSKOPF-HEITLER-Verfahren be- 
stimmbare Lebensdauer des Zustandes |u,> berücksichtigen. Wir wollen hier- 
auf jedoch nicht weiter eingehen. 


$ 9. Lebensdauer und Linienbreite 


Unter der Lebensdauer 7 eines Eigenzustandes von 5, definierten wir die 
Zeit, innerhalb der die Verweilwahrscheinlichkeit w,_,„(f) merklich abgenommen 
hat. Um diese Zeit abzuschätzen, fügen wir in den exakten Ausdruck (126) für 
die Verweilwahrscheinlichkeit 

= 4 Hi 
ww.) = |wje ? . wol (148) 
als Zwischenzustände die Eigenvektoren |u5) des Gesamt-HAMILTon-Operators 
X ein und erhalten 


2 


i } 
ze | dB 
L e U | Up) (ug I ug) 


Wsall) = 
E 
Re 2. 
[for nmpan. (149) 
5 | 


Für die X „Eigenfunktionen u,(E) in der Gesamtenergiedarstellung nehmen wir 
den in Fig. 65 angegebenen Verlauf an. Wäre u,(E) ein Eigenzustand der Ge- 


!) Die Matrixelemente, in denen |u,> = |u,> bzw. = |u,) ist, treten in der Summe (146) 
nicht auf, weil vorausgesetzt wurde, daß das Matrixelement A,(a, b) verschwindet. 

2) Ist Eentartet, so tritt an Stelle von| u,(E) P die Summe 3 |u,(E, u) |? («x = Entartungs- 
index). u 
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samtenergie, so wäre u,(E) = ö(E, E). Die Breite e ist also ein Maß für die 
Abweichung von 3, gegenüber #. 


Für t = 0 befindet sich das System im Zustand |,), 


2,0 = |$ |u,(M) raz| =1. 
E 


Die Fläche unter der Kurve |u,(E) ? ist eins (Normierung!). Für t > 0 wird nach 


1 
-—E 
Gl. (149) |u.(E) |? mit der periodischen Funktion e * { multipliziert. Bei 


2rh 
€ 


t= 


befindet sich eine Periode innerhalb der Breite e. Für Zeiten t = 2rÄhle werden 
sich also im Integral (149) die Beiträge ungefähr herausmitteln. Wir können daher 
diese Zeit größenordnungsmäßig mit der Lebensdauer r identifizieren 


min. (150) 
MAGIE !ualE)? Intel? 
a 
e Pa Bi 
a nt 
Es > E 


— 


T 


Fig. 65. Die Eigenfunktion «,(E) von %, Fig. 66. Zur Definition der Linienbreite T’ 
in der Gesamtenergiedarstellung 


Nun betrachten wir zwei Zustände |a,> und |uw,) und fragen nach dem Ener- 
gieabstand Pe) |; (151) 


für den die Übergangswahrscheinlichkeit w,_,, merklich von Null verschieden 
ist. Diese Größe gibt alsoan, um welchen Betrag z. B. die Energie eines von einem 
Atom emittierten oder absorbierten Photons — als Folge der Elektron-Photon- 
Wechselwirkung — von der BoHu&schen Frequenzbedingung abweichen kann 
(natürliche Linienbreite). Schieben wir in dem Ausdruck für w, ,, wieder Gesamt- 
energiezustände |w,) ein, so erhalten wir 
Ip 
W-,;(t) =| u, | u u) B 


A 2 
ge % ur(E)u,(E)dE|. (152) 
E 


Für t = 0 verschwindet dieser Ausdruck wegen der Orthogonalität <u, |w) = 0. 
Für £ > 0 wird er nur dann wesentlich von Null verschieden sein, wenn sich die 
Funktionen |w,(E) |? und |u,(E) ® überlappen, was für 


Txe (153) 
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eintritt (Fig. 66). Durch Vergleich mit Gl. (150) sehen wir, daß zwischen der 
Lebensdauer r und der Linienbreite /’der Zusammenhang 


besteht. Das Produkt aus Linienbreite I' und Lebensdauer t ist von der Größen- 
ordnung h. 


Sechstes Kapitel!) 


Symmetrien 


$ 1. Übersicht 


Die Berücksichtigung von Symmetrien, die ein bestimmtes physikalisches 
Problem besitzt, bringt für die theoretische Bewältigung stets erhebliche Vor- 
teile. 


Wie wir im Rahmen der klassischen Behandlung von Teilchen und Feldern 
(1.283 u. 1.7 84) sahen, haben die kontinuierlichen Symmetriegruppen Erhal- 
tungssätze zur Folge, die man zur Definition der physikalischen Observablen 
verwenden kann. Auch in der Quantentheorie besteht dieser Zusammenhang 


zwischen Symmetrien und Erhaltungsgrößen (2 = 0), der aber jetzt nicht mehr 
auf kontinuierliche Gruppen beschränkt ist, sondern auch für Gruppen mit end- 
lich vielen Symmetrieelementen Bedeutung erlangt. 


Da die Definition der Observablen in der klassischen Physik über Erhaltungs- 
sätze erfolgt, ist es sinnvoll, für die quantentheoretische Beschreibung der Ob- 
servablen gerade die Operatoren zu verwenden, auf die man durch den ent- 
sprechenden quantentheoretischen Zusammenhang zwischen Symmetrie und Er- 
haltungsgrößen geführt wird. Man findet auf diese Weise einen Zugang zur 
Quantisierung, auf den wir bereits in 3.2 $ 1 hingewiesen haben. 


Quantentheoretisch besitzen die Symmetrieüberlegungen aber noch eine wei- 
tere, vor allem für praktische Probleme wichtige Bedeutung. Man kann nämlich 
über die Entartung der Eigenwerte und die Transformationseigenschaften der 
Eigenvektoren eines Operators wichtige Aussagen gewinnen ($ 7). 


$ 2. Darstellung von Transformationen durch unitäre Operatoren 


Zunächst wollen wir uns fragen, wie eine bestimmte Transformation — z.B. 
eine Drehung oder Translation im Ortsraum — im unitären Raum U des be- 


!) Die in diesem Kapitel benötigten Begriffe der Gruppen und ihrer Darstellungen 
sind im Anhang 5.4 zusammengestellt. 
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trachteten physikalischen Systems zu beschreiben ist. Zur Veranschaulichung 
benützen wir die uns aus Kap. 3.3 bereits bekannte STERN-GERLACH-Anord- 
nung (Fig. 67a). Durch die Apparatur ® wird das Objekt in einen bestimmten 
Zustand |®) gebracht. Über den Ausgang einer Messung mittels der Meßappa- 
ratur ® — beschrieben durch einen Operator £ (x-Komponente des Drehim- 
pulses) — sollen quantentheoretische Voraussagen gemacht werden. 

Dreht man die gesamte Anordnung um einen Winkel « (Fig. 67b), so ist die 
relative Lage zwischen der präparierenden Apparatur ® und der Meßappara- 
tur ® dieselbe wie in der Anordnung (a). Beschreiben wir den durch die Präpa- 
ration ® entstehenden Zustand mit |®’» und die Meßapparatur ® durch 
einen HERMITEschen Operator £', so 
müssen alle daraus ableitbaren physika- 
lischen Aussagen über den Ausgang der 
Messung von £" dieselben sein wie in 
der ursprünglichen Anordnung (a). Es 
müssen also die Eigenwerte (= Meß- 
werte) von / und .Z/’ dieselben sein und 
die Wahrscheinlichkeiten und Erwar- 
tungswerte 


wa BD (ea 


mit 


U n|2 ‚| rt ch! 
Fig. 67. Zwei STERN-GERLACH-Appara- Kun I® | Di ı? ©) (b) 
turen. a) Durch @ Präparation von übereinstimmen. Dies erreicht man, wenn 
2 durch ® on von 2 Be man die ungestrichenen und gestrichenen 
) Gemeinsame Drehung von Dwund® Größen durch eine unitäre Transforma- 
um einen Winkel « x bi 
tion D(g) verknüpft, 


Z =I)FZDNg, |Dy)= 2(g) |B) () 


mit 
9) = 2°). (2) 


Dabei ist g ein Symbol, das eine bestimmte Transformation kennzeichnen soll 
(etwa in dem Beispiel die Drehung um den Winkel «). Aus 2.2$4a und 
2.3$ 7 wissen wir nämlich, daß bei der Verknüpfung (1) die Relationen zwi- 
schen den ungestrichenen Größen in dieselben Relationen zwischen den gestri- 
chenen Größen übergehen (also auch die Vertauschungsrelationen!) und daß die 
Eigenwerte von £ und £’ dieselben bleiben: Hat der Operator £/ zum Eigen- 
wert A den Eigenvektor |u,), 


2 \u>=4]u) 
so besitzt /’ zum gleichen Eigenwert A den Eigenvektor | 2(g) u) = |ua>, 
2 |O()u» =A|2g) un»: (3) 
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Wegen der Unitarität von 2(g) ist mit |w,> auch |u) orthonormiert. Die 
Wahrscheinlichkeitsamplituden 


ww, |) = <2u,|2 8) = <u,|D 


sind gegenüber der Transformation invariant. Dasselbe gilt für die Erwartungs- 
werte 


BILD, =28B|DLL2DN2Dd =B|LD). 


Es sei jedoch erwähnt, daß die linearen 
unitären Operatoren nicht die einzigen 
sind, mit denen man dieses Ziel erreicht. 


Die gemeinsamen Transformationen 
von Zustandsvektor |Ö) und Meßappa- 
ratur £ sind physikalisch ziemlich irre- 
levant. Was interessiert, sind die Aus- 
sagen über den Ausgang einer Messung, 
wenn man etwa nur die Meßapparatur ® 
verändert. Zum Beispiel ist in Fig. 68b 
die erste STERN-GERLACH-Apparatur ge- 
genüber (a) unverändert geblieben, wäh- 
rend diezweite Apparatur um einen Win- 
kel « gedreht wurde (sie mißt die Kom- 
ponente f„ = (e,. Z ) des Drehimpulses). 
Gegenüber der ursprünglichen Situation 
(a) wird die zweite Meßapparatur durch 
den Operator 


= D2g)LDg) (4) Fig. 68. a) Ursprüngliche Situation; 
b) HEISENBERG-Transformation 


beschrieben, während der Zustandsvek- c) SchröprnGeR-Transformation 


tor |®> unverändert bleibt („HkısEn- 
BERG-Transformation‘‘). Für die Erwartungswerte der Observablen 2’ ergibt 
sich damit 


EZ = 6|£'03 = 8| 29) DB) |. (5) 


während die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten eines Eigenwertes A von £’ 
lautet 


w, = |(u), |D> |? = |K2g) u, | D>]2 |. (6) 


Zu demselben Ergebnis gelangt man natürlich auch, wenn man (Fig. 68c) 
die präparierende Meßapparatur ® um den Winkel —« dreht und dafür die 
Meßapparatur ® unverändert läßt, weil dann die relative Lage zwischen beiden 
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dieselbe ist wiein Fig. 68 b. Der Zustandsvektor lautet in diesem Fall [vgl. G1.(10)] 
|d> = 2979) |®), (2) 
und bleibt unverändert (‚SCHRÖDINGER-Transformation‘‘). Wegen der Uni- 


tarität von 9 stimmt der Erwartungswert <® E4 d) mit Gl. (5) und die 
Wahrscheinlichkeit |<u, | ©) |? mit Gl. (6) überein. 


$ 3. Gruppeneigenschaften der Transformationen 


Wir wollen eine Reihe von Transformationen g,, 95, ... betrachten — z. B. 
in Fig. 68 alle möglichen Drehwinkelx — und annehmen, daß diese Transfor- 
mationen eine Gruppe & bilden, d. h., daß sie die im Anhang 5.4 angegebenen 
Zusammensetzungseigenschaften besitzen. Diese Eigenschaften bilden sich 
dann auf die unitären Operatoren 9(g) ab. Betrachten wir nämlich z. B. zwei 
Transformationen g,, 9, und die zusammengesetzte Transformation 9,9, !), so 
gilt 

L——L! =9g)L 9), 


L-— 22 = 9) L 9), 
"> Ja = 99,9) £ 2959): 


Die letzte Transformation kann man aber auch dadurch erreichen, daß man auf 
£! die Operation g, anwendet, 


Za = 29) Dlg) LIT) 2 (g)- 
Durch Vergleich sieht man, daß 


| D (959,) = n(9, 9) 29) 2 (9) mit El =1 (8) 


gilt. Der Einfachheit halber wollen wir im folgenden den Faktor 7 = 1 setzen. ?) 
Durch eine entsprechende Rechnung kann man nachweisen, daß die unitären 
Operatoren auch die anderen Gruppeneigenschaften erfüllen: Die Einheits- 
operation e, bei der nichts geschieht (identische Transformation), wird dem 
Einheitsoperator zugeordnet 


Dle)=1 |. (9) 
Zur Operation g-!, die g rückgängig macht, gehört dann 
\ DH =-9)= 9 |: (10) 


1) Unter 9,9, verstehen wir die Transformation, bei der zuerst g, und dann g, ausgeführt 
wird. Das ‚‚Produkt‘‘ 9,9, ist von rechts nach links zu lesen. 

2) Bei der Darstellung von räumlichen Drehungen im unitären Raum mit halbzahligem 
Drehimpuls (5.4 $ 7) ist es jedoch wichtig, daß man DICH 91) = +1 setzen kann. Außer- 
dem vgl. $. 242. j 
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Ebenso genügen die Operatoren 2(g) dem Assoziativgesetz. Die unitären 
Operatoren 2(g) erfüllen also die Gruppenaxiome, sie bilden eine „Darstellung 
der Gruppe im unitären Raum‘. 


Beispiel: Bei der Rauminversion i ersetzt man die Koordinaten x, durch —z,. 
Zusammen mit deridentischen Transformation e (2,—x;) ergibt sich eine Gruppe, 
die aus zwei Elementen besteht. Wendet man die Inversion zweimal hinterein- 
ander an, so erhält man wieder die identische Transformation e. Dafür schreiben 
wir formal (vgl. Anhang 5.4 $ 2) 


”=e. (11) 


Für die zugeordneten unitären Operatoren 2(i) und 2(e) = 1 gilt daher, daß 
das Quadrat des Operators 9(i) der Einheitsoperator wird, 


YU)=1. (12) 
In diesem Fall ist also 
Di) = DU) = Qi), (13) 
d. h., der Operator 2(i) ist Hermıtesch und unitär. Seine Eigenwerte, die 
Parität, sind +1 oder —1. 


Weil die Komponenten eines beliebigen, polaren Vektors bei einer Inversion 
ihr Vorzeichen verändern, gilt z. B. für die Komponenten des Orts- und Impuls- 
vektors 


Di), Di) = — &: 
DW) AD) = — fa: 


Für den Drehimpuls Ze ax % der als axialer Vektor (antimetrischer Tensor) 


(14) 


bei der Inversion sein Vorzeichen nicht verändert, hat man jedoch 

Di) CD) = +, (15) 
Dasselbe gilt auch für den Spin (4.3 $ 4). 
Aufg. 76: Man zeige, daß 


er 
— (az + 321) 


in ( 
a) 9i) = eh der Inversionsoperator, 


RER 
b) 9a) =e R (Ae+2 f) 


ist. 


der Dehnungsoperator 


$ 4. Symmetrie und Erhaltungsgrößen 


Ebenso wie in der klassischen Theorie (1.2 $3 und 1.7 $ 4) wollen wir jetzt 
untersuchen, wann die quantentheoretischen Bewegungsgleichungen invariant 
sind gegenüber bestimmten Transformationen (Forminvarianz der Bewegungs- 
gleichungen). Dazu führen wir etwa im SCHRÖDINGER-Bild (3.5 $ 6) in der Bewe- 


/ 
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gungsgleichung für den Zustandsvektor 

48) _ _i zpsıg8 

Fd- 2 ;* 197 
unitäre SCHRÖDINGER-Transformationen (7) 


|9% = 2° 9) |6% 

mit 

2°) = 9; =°, £, 0) 
aus, 

09° 2 ajd® i = 
Fa = + #2 ON, 

und fragen, wann der transformierte Zustandsvektor |8S) wieder die Bewe- 
gungsgleichung 

as ii 

di re zach 
(mit demselben 5!) erfüllt. Dies ist offenbar dann der Fall, wenn die unitären 
Operatoren 9(g) der Gleichung 


IW=+1#, 301 + (FO) =0 | (16) 


genügen. Diese Bedingungsgleichung für die Forminvarianz der quantentheoreti- 
schen Bewegungsgleichungen ist bildunabhängig. 


#°\8°% 


Für den Spezialfall, daß 2 nicht explizit zeitabhängig ist, bedeutet diese 
Gleichung einfach die Vertauschbarkeit von 3? mit allen Transformatio- 
nen 2(g), 

[#F,2g1= 0; (17) 
d.h., der transformierte HAMILTONn-Operator 3£' muß mit 5 identisch sein 
[vgl. G1. (4)], 


FH =D) D)=F# |.) (17a) 
Alle Transformationen 9(g), für die 3” mit 5 identisch ist, nennt man die 
Symmeltriegruppe ® von #. 
Nun bilden wir aus den unitären Operatoren 2 durch 
Pe = D+D) oder L_ =} 2-9) (18) 
1) Die Beschreibung einer solchen Symmetrie in der Ortsdarstellung von 5 findet sich in 
Aufg. 9. 


2) Die Tatsache, daß die Invarianz von # eine stärkere Forderung ist als jene der Bewe- 
gungsgleichungen, ist uns schon aus der klassischen Behandlung (vgl. S. 39) bekannt. 
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HERMITEsche Operatoren £. Falls 2 unitär und HERMITEsch ist [wie z. B. der 
Paritätsoperator (13)], so ist /, mit 2 identisch. Haben wir andererseits Sym- 
metrieoperatoren 
ENLR Tr, 
Dig) =e (g = kontinuierlich, reell, £/ = HERrMITEsch) 


einer kontinuierlichen Gruppe (5.4 $ 2) vorliegen, so gehört zur infinitesimalen 
Transformation dg der Operator 


Dig) =1-48:-7. 
Z£_(8g) ist daher proportional zu 2. 


Die auf diese Weise aus 2 abgeleiteten HerMITEschen Operatoren £/ haben 
nach Gl. (16) die Eigenschaft 


(19) 


d. h., die durch die Symmetrietransformationen D(g) definierten HERMITESchen 
Operatoren £ sind Erhaltungsgrößen für das betrachtete Problem. Bei explizit 
zeitunabhängigem / vertauscht £ mit 5£. 


Ist der Hamıtton-Operator etwa invariant gegen Rauminversion, 
1620] = 0, 
— ein Beispiel dafür ist ein Teilchen in einem Potential %(:), das nur vom Abstand > 
abhängt, 4 = _ Fe + Y (2), — 80 gilt 2) = 0, die Parität ist dann also eine Erhal- 
tungsgröße. ” 


Andererseits zeigen etwa die Experimente des f-Zerfalls, daß zu ihrer Beschreibung ein 
HAMILTON-Operstor 3,» nötig ist, der nicht invariant gegen Rauminversionen ist, 


[Hm 2) #0. 


In diesem Fall der „schwachen Wechselwirkungen‘ .# ,„ ist also 36) + © (Nichterhaltung 
der Par ität). 


Den Zusammenhang zwischen Symmetrietransformationen und Erhaltungs- 
größen kann man wieder wie in der klassischen Theorie (1.2 $3b u. 1.7 $ 4b) 
dazu benutzen, um zu einer Definition der physikalischen Observablen zu gelan- 
gen. Die klassisch und quantentheoretisch aus derselben Symmetrietransformation 
resultierende Observable bezeichnen wir mit demselben Namen. Die Struktur der 
Symmetriegruppe führt, wie wir in den folgenden Paragraphen sehen werden, 
auf die Vertauschungsrelationen der zugehörigen Operatoren. Über den Zusammen- 
hang zwischen Symmetrie und Erhaltungsgrößen gelangen wir damit zur Quanti- 
sierung. 


Aufg. 77: a) Man zeige, daß der Operator 


2) = Seas 
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eine GALILEI-Transformation darstellt. Man untersuche die Forminvarianz der 
kräftefreien Bewegungsgleichung gegen GALILEI-Transformation. 

b) Wie lautet der quantentheoretische Schwerpunktsatz für ein N-Teilchen- 
problem ? 


8 5. Translationen, Definition des Impulsoperators, 
Vertauschungsrelationen zwischen Ort und Impuls 


Der eben erwähnte Sachverhalt möge am Beispiel der kontinuierlichen Orts- 
translationen erläutert werden. Zur Vereinfachung der Überlegung beschränken 
wir uns auf den eindimensionalen Fall. Führt man zuerst eine Translation um 
eine Strecke &, und dann eine Translation um die Strecke &, aus, so ist das 
Ergebnis unabhängig von der Reihenfolge [die Translationen bilden eine ABEL- 
sche Gruppe (vgl. Anhang 5.4 $2)]. Es herrscht dieselbe Situation wie nach 
einer Translation um die Strecke &) + &,. Daher gilt für die Translations- 
operatoren, die wir mit IE) (€ = irgendeine reelle Zahl) bezeichnen, (wenn 
wir versuchen, in Gl. (8) mit 7 = 1 auszukommen), 


IA TEÄI=-IEBZIIÄA=- IT At EN- (20) 


Die verschiedenen Translationsoperatoren sind also miteinander vertauschbar. 
Zur Lösung dieser Funktionalgleichung für .I(£) differenzieren wir die Gl. (20) 
einmal nach dem Parameter &,, 


—£ a7 d. 47 
on -PE-T: E=ät9 


und dann nach £,, 
47 


Durch Vergleich erhalten wir 


er IM) = ee I (&) = = 


Da nach der ersten Gleichung eine Funktion von £, gleich einer Funktion von £, 
sein soll, muß der Operator 9 von £, und £, unabhängig sein. Nach Integration 
ergibt sich !) 

T ” = e9, e 


Damit I unitär ist, muB 9$ = — — af sein. Dabei ist f ein HERMITEscher 


Operator, von dem wir feststellen rain: daß er gerade der Impulsoperator 
ist (der Faktor A! ist dann aus Dimensionsgründen nötig). Damit lautet 


1) Weil F(£E = (0) = 1 sein muß. 
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der Operator für die Translation um eine Strecke € 


I) = er ) (21) 
Für eine infinitesimale Translation 8£& ergibt sich 
TEH=I- LE: A (22) 
d.h. “ 
an = (Fe ) 


Transformieren wir den Ortsoperator & mit dem Translationsoperator I (€), 
so erhalten wir einen Operator =’, der sich definitionsgemäß von zum —£4 
unterscheidet, 


III) =-e=n—E1. (23) 
Setzen wir die infinitesimale Translation (22) ein, 
i i 
(4 +8: 4)e(1 +43: 4) Se, 
so erhalten wir in erster Ordnung von € 
[ha] 3E = 381. (24) 


Damit besteht zwischen dem Operator %, der die infinitesimale Translation be- 
schreibt, und dem Ortsoperator die Vertauschungsrelation 


3 %21= | (25) 


Es bleibt noch zu zeigen, daß % tatsächlich der Impuls ist. Zu diesem Zweck 
betrachten wir einen HAmiLTon-Operator 3 eines translationsinvarianten 
Problems. Für ihn gilt nach GI. (17) 


H,O) =0. (26) 
[, p1= 0 
f=0. 
d. h., der Operator % ist bei einem translationsinvarianten Problem eine Erhal- 


tungsgröße. Dieses Ergebnis berechtigt uns in der Tat, % als den Operator zu 
interpretieren, der der Observablen Impuls zugeordnet ist. Gleichzeitig ist damit ge- 


Hieraus folgt 


oder 


!) Eine analoge Überlegung bezüglich der Gruppe der Zeittranslationen führt auf 


i 
et, 
Weil die Energieerhaltung mit der Invarianz gegen Zeittranslationen verknüpft ist 
[Gl. (1.2-42)], ist als HAMILTON-Operator zu interpretieren. % ist der die Dynamik be- 
schreibende unitäre Operator [Gl. (3.5-38)]. 


16 Fick, Quantentheorie 
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zeigt, daß zwischen Orts- und Impulsoperator die Vertauschungsrelation (25) be- 
steht. 


In einem homogenen Magnetfeld ®, herrscht ebenfalls Translationsinvarianz, weil die 
Kraft nur von der Geschwindigkeit, nicht aber vom Ort des Teilchens abhängt. Wie die 


Gleichungen (3.2-31 u. 41) zeigen, ist dann aber nicht % , sondern 5 + Z A(z) = 


met 2 W,(z) eine Erhaltungsgröße. Hieraus ersieht man, daß in diesem Fall der zu- 


gehörige Translationsoperator nicht die einfache Gestalt (21) hat, sondern 
La a 
= -EMm— U) 2x 1 = 
Ie)=e N ’ ul) = (Box =) 
lautet.!) Nach Gl. (2.2-16) ergibt sich hieraus 


Bl ee 
II ER ZEHE,, 


d. h., es liegt eine ‚‚Darstellung bis auf einen Faktor‘‘ der Translationsgruppe vor [Gl. (8)]. 
Ferner überzeugt man sich leicht, daß I(&) die Eigenschaft 
IE)2I-1E) REIN 
IÖEIAH=% 
(» = Geschwindigkeitsoperator) hat, die jeder Translationsoperator besitzen muß. 
Aufg. 78: Man beweise die Vertauschungsrelationen [£,, A] = 0, [z,=,] =0 und 
+ [Ho ze] = Sir 1. 


$ 6. Drehungen 


a) Drehoperatoren und Drehimpuls 


Die Raumdrehung um eine feste Achse, als die wir die x,-Achse wählen, bilden 
ebenso wie die Translationen eine AßELsche Gruppe O(2). Wir können daher das 
Ergebnis der vorangehenden Paragraphen übernehmen und für den unitären 
Operator Rz(«) einer Drehung um den Winkel « schreiben 


Für eine infinitesimale Drehung d« ergibt sich 


R;(d&) =1 — + dx: 95. (28) 
d. h., der HermITesche Operator 9; ist 
2% (dla) 
sl dr Ian 2 


1!) Dem entspricht in der klassischen Behandlung 1.2 $3 eine Funktion Q = — Ir & A,- 
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Ist der HAMILTON-Operator invariant gegenüber Drehung um die x;-Achse, 


| a1 =0 | (30) 
so gilt auch en 


KH, I)=0, (31) 
d.h. o 
Is= 0. 
Der HERMITEsche Operator „9, ist als Folge der Drehinvarianz um die x,-Achse 
eine Erhaltungsgröße. 9, ist also der Operator der Komponente des Drehimpulses 


in 3-Richtung. Ist J: = 4 [#, Is) + 0, so wirkt ein mechanisches Mo- 
ment .#,. 


Weil keine Richtung im Raum ausgezeichnet ist, gilt die Beziehung (27) für 
jede Drehachse. Charakterisieren wir diese durch einen Einheitsvektor e, so er- 
halten wir in Verallgemeinerung von Gi. (27) für den Operator %,(«), der eine 
Drehung & um diese Richtung beschreibt, 


BR 6 
aaa |, (32) 
(ef) ist die Komponente des Drehimpulses 51 in Richtung von e, 
RE. 
eA=-( a (33) 


Wie schon die Anschauung zeigt, sind Drehungen um verschiedene Achsen nicht 
miteinander vertauschbar, die Gruppe O (3) aller Raumdrehungen ist nicht 
AsBeusch. Aus diesem Grund können auch die Drehimpulskomponenten in 
verschiedenen Richtungen (= infinitesimale Drehungen um diese Richtung) 
nicht miteinander vertauschbar sein. 

Eine beliebige Drehung im Raum läßt sich bekanntlich durch eine Drehung y um die 
x;3-Achse, dann eine Drehung $ um die (alte) x,-Achse und schließlich durch eine Drehung & 
um die (alte) x,-Achse darstellen [«&, ß,y = EuLErsche Winkel, Gl. (6.4—18)]. Man kann 
daher den Operator einer beliebigen Drehung in der Form 

Aa, By) = m ad ar ee 
schreiben. 


b) Drehimpuls-Vertauschungsrelationen 


Die Einheitsvektoren e}, e,, e, eines um die x,-Achse gedrehten Koordinaten- 
systems (Fig. 69) stehen mit den ursprünglichen Einheitsvektoren e,, e,, e; in 
dem Zusammenhang 
e = +e,cosa-+ ®,sina, 

&=— e,sin& +E,cosa, (35) 
eg, = 83, 
16* 
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so daß zwischen den Komponenten », und »;. irgendeines Vektors 
— ’ # 
EDIT 
die Beziehungen 
vo, = +v) 008% +%,5ino, 
’ . 
e%,= —v,sin& + v5 0080, (36) 
v, =Uz 
bestehen. 


Andererseits erhält man die Operatoren »;, 
Fig. 69. Drehung des Koordi- indem man die »; mit dem Drehoperator #,(«) 
natensystems um einen Winkel« transformiert, 


| Rzv, Rz = vr j (37) 


Führen wir insbesondere eine infinitesimale Drehung dx um die x;-Achse aus 
(cos x » 1, sin« »s d«), so ergibt sich aus Gl. (28) 


(! 4a I) (l +4 364.) =+v +05 do, 
(1-5 32.4) (1 +4 a4)=-ulat oe (38) 
(1-43 I)v(1 +4 804) =v; 


oder 


Yan Santo Saul=0) (gg, 


Weil keine Achse im Raum ausgezeichnet ist, erhält man entsprechende Gilei- 
chungen für die übrigen Komponenten durch zyklische Vertauschung der 
Indizes. Jeder Vektoroperator # muß also die Vertauschungsrelationen (39) mit 
den Drehimpulskomponenten erfüllen. 


Identifiziert man = insbesondere mit B7 selbst, so ergeben sich für die Dreh- 
impulskomponenten die Vertauschungsrelationen 


IIl=-II Sl=-IHn AIli=-# 8) 0) 


Diese Relationen haben wir in (3.2$3 c) für Systeme, deren Observable reine Funk- 
tionen von =, und 4%, sind, aus der Definition des Bahndrehimpulses f=2x y; 


direkt abgeleitet. Ersetzen wir in Gl. (39) # durch 2 bzw. 2 so erkennen wir die 
Beziehungen (3.2-22) wieder. 
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Die Vertauschungsrelationen (40) gelten jedoch generell für jeden Drehimpuls, 
also z. B. auch für den inneren Drehimpuls (Spin) der Elementarteilchen und den 
Gesamtdrehimpuls, der sich additiv aus mehreren Einzeldrehimpulsen zu- 
sammensetzt. Hierauf kommen wir in Kap. 4.3 zurück. 


Aufg. 79: Gegeben seien zwei Richtungen e und e’. Man berechne die Vertauschungsrela- 


tionen zwischen den Projektionen (e 8 ) und (e’»* )des Drehimpulses F und eines 
beliebigen Vektors ». 


$ 7. Symmetrie und Entartung !) 


a) Symmetrietransformationen von Eigenvektoren 


Der HAMILToON-Operator sei invariant gegenüber einer Gruppe ® von Trans- 
formationen g, d.h. 5/ vertauscht mit allen Symmetrieoperatoren 9(g), 


[#F,2(1= 0. (41) 
Wir betrachten das Eigenwertproblem 
X \u = E, lu). (42) 


Ist der Eigenwert E, gerade t,-fach (« = 1, ..., t,), so spannen die unabhängi- 
gen Eigenvektoren 


Id 2 [> 


den zugehörigen Eigenraum u, auf: Jede Linearkombination dieser Vektoren 
ist ebenfalls Eigenvektor zum Eigenwert E,. Wegen der Vertauschbarkeit von 
ÄX mit allen Symmetrieoperatoren 2(g) sind auch alle Vektoren 


|2(9) W), ..., |2(g) u) 


Eigenvektoren zum Eigenwert E, (vgl. 2.3 $ 5). Diese müssen also Linearkombi- 
nationen der |u4) (bei festem a) sein, 


ba 
|2 (9) u = 2. we) Dir g)]. (43) 


| 


Durch diese Gleichungen wird das Transformationsverhalten der Eigenvektoren |u5) 
gegenüber Symmetrietransformationen gekennzeichnet. Die Koeffizienten D£'*(g) 
sind die Matrixelemente der Symmetrieoperatoren 9(g), gebildet in der Ener- 
giedarstellung, e 
Di’) = <us | Il) Wr. (44) 


Weil die Operatoren 2(g) alle Gruppenrelationen erfüllen ($ 3), gilt dies auch 
für die Matrizen (44). Sie bilden eine t,-dimensionale Darstellung I’ von & (vgl. 


1) Dieser und der nächste Paragraph können beim ersten Studium überschlagen werden. 
Sie setzen die Kenntnis der Darstellungstheorie von Gruppen (5.4 $ 3 bis $ 7) voraus. 
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Anhang 5.4 $ 3), der Eigenraum u, ist ein Darstellungsraum der Symmelriegruppe. 
Die Dimension der Darstellung ist gleich der Vielfachheit des Energieeigenwertes 
E,. Weilin einem Eigenraum u, noch unitäre Transformationen der Eigenvekto- 
ren |u%4) möglich sind (2.3 $ 5), sind die Darstellungsmatrizen nur bis auf unitäre 
Transformationen festgelegt („äquivalente Darstellungsmatrizen‘‘). Zu jedem 
Eigenwert E, gehört (bis auf Äquivalenz) eine t,-dimensionale Darstellung T' der 
Symmetriegruppe ® von 5. Weil alle zueinander äquivalenten Darstellungen 
durch ein Charakterensystem der Gruppe ® eindeutig gekennzeichnet sind (vgl. 
Anhang 5.4 $5), spielen die Zahlen x des Charakterensystems die Rolle von 
Quantenzahlen. 


b) Klassifikation der Eigenwerte 
nach irreduziblen Darstellungen der Symmetriegruppe 


Der HAMILToN-Operator sei in stetiger Weise von einem Parameter e abhän- 
gig, # = He). Wir wollen zunächst annehmen, daß bei der Veränderung 
von e sich die Symmetriegruppe des HAMILTON-Operators nicht verändert. 

Ist für e = 0 die Darstellung IT',(0) von E„(0) irreduzibel (5.4 $4), so spaltet 
für e + 0 der Energieterm nicht auf. Die Darstellung I',(e) von E,„(e) ist (i. allg.) 
dieselbe wie I',(0). 


£ R ’ nr irreduzicel 
irreduzibel 


reduzibel 
reduzibel 


0 € 0 E 


Fig. 70. Terme mit irreduzibler Darstellung Fig. 71. Aufspaltung eines Terms mit re- 
spalten nicht auf. ‚‚Zufälliges‘‘ Entstehen duzibler Darstellung in Terme mit irre- 
von reduziblen Darstellungen duzibler Darstellung 


Beweis: Würde der Term etwa in zwei Terme E,(0) und E,(e) aufspalten, so hätte 
T',(e) eine geringere Dimension als T',(0). Weil aber I',(0) irreduzibel ist, kann J',(e) nicht 
in T,(0) enthalten sein, d.h, der Eigenraum u,(e) müßte orthogonal zum Eigenraum 
u,(0) sein. Ein solcher Übergang ist aber bei stetiger Veränderung von 2 nicht möglich, 
d.h., der Term kann nicht aufspalten. Außerdem muß aber auch /',(0) = I',(e) sein, weil 
andernfalls die zugehörigen Darstellungsräume orthogonal wären. Bei stetiger Veränderung 
von 5 ist ein solcher Übergang aber unmöglich. — Lediglich in dem Fall, daß sich bei Ver- 
änderung von e „‚zufällig‘‘ zwei Terme überschneiden, liegt im Schnittpunkt eine reduzible 
Darstellung vor (Fig. 70). 


Ist für e = 0 die Darstellung T’„(0) reduzibel, so kann für e +0 der Term in 
ebenso viele Terme aufspalten wie die reduzible Darstellung irreduzible Bestandteile 
enthält (Fig. 71). Energieterme, die zu reduziblen Darstellungen gehören, sind 
also instabil, Terme, die zu irreduziblen Darstellungen gehören, hingegen stabil 
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gegen Veränderungen des HAMILToN-Operators bei gleicher Symmetrie. Sieht 
man also von „zufälligen‘‘ Entartungen ab (die nur bei bestimmten Werten von 
e auftreten), so kann man die Energieeigenwerte nach den irreduziblen Dar- 
stellungen der Symmetriegruppe des HAMILTON-Operators klassifizieren. Die Quan- 
tenzahlen sind das irreduzible Charakterensystem. Natürlich gibt es i. allg. mehr 
Eigenwerte, als es irreduzible Darstellungen der Gruppe gibt. Es gibt verschie- 
dene Energieterme mit derselben irreduziblen Darstellung. 


1. Beispiel: Der HAMILTON-Operator sei invariant gegen Rauminversion. Die 
Inversionsgruppe I = (e, :) besitzt (5.4 $4) nur zwei irreduzible Darstellungen 
T', und I, mit den Charakteren 


Die Energieterme gehören dann entweder zu Eigenvektoren der irreduziblen 
Darstellung T', (Parität + 1) oder der irreduziblen Darstellung !', (Parität — 1).!) 
Nach Gl. (43) gilt also das Transformationsverhalten der Eigenvektoren 


Bow) =+lu Bw = - u. (45) 


2. Beispiel : Der HAMILTON-Operator habe die Dieder-Symmetrie D, (vgl. An- 
hang Kap. 5.4). Solche Punktsymmetrien treten z. B. für ein Ion in Salzen der 
Übergangselemente auf: Die Nachbarionen bewirken ein elektrostatisches Feld 
bestimmter Symmetrie. Im Fall D, gibt es Energieterme, die zu den irreduziblen 
Darstellungen I, I’, und I, gehören. Die beiden ersten sind eindimensional, 
die zugehörigen Terme sind nicht entartet. I’, hingegen ist eine zweidimensionale 
Darstellung, der zugehörige Energieterm ist zweifach. 


3. Beispiel: Der HAMILTON-Operator sei invariant gegenüber allen Drehungen 
der dreidimensionalen Drehgruppe O(3). Er vertauscht also mit allen Kompo- 
nenten _$, des gesamten Drehimpulses, 


It. (46) 


Dieser Fall liegt z. B. für die Gesamtheit aller Elektronen in einem Atom vor, 
weil der HAMILTON-Operator — der sich aus der kinetischen Energie, dem Po- 
tential des Kernes, der CouvLomgschen Wechselwirkung zwischen den Elektro- 
nen?) und einer Spin-Bahn-Kopplung zusammensetzt — kugelsymmetrisch 


1) Sind außer der Inversion noch weitere Symmetrietransformationen vorhanden, so 
kann der Energieterm entsprechend diesen Symmetrien entartet sein. Seine Eigenvektoren 
transformieren sich nach den Darstellungen der gesamten Symmetriegruppe. 


2 2 
2) Die CovLomgsche Wechselwirkung z — af ist gegenüber irgendeiner ge- 
zT = 


meinsamen Drehung von z1 und 2? invariant. 


248 3. Formulierung und Interpretation der Quantentheorie [8.6 $ 7] 


ist. Die Energieterme E,, gehören dann i. allg. zu einer (2J + 1)-dimensiona- 
len irreduziblen Darstellung I‘; von O(3) (vgl. 5.4 $7) oder, physikalisch gespro- 
chen, die Energieeigenvektoren |u$) (M = J,... — J) sind gleichzeitig Eigen- 
vektoren zum Gesamtdrehimpuls (vgl. Kap. 4.3 u. Aufg. 110). Sie transformie- 
ren sich bei Drehungen nach den Drehmatrizen R#'M (e, «) [Gl. (5.4-48)]. 


c) Systemzusammensetzung 


Wir gehen von zwei, zunächst unabhängigen Systemen (1) und (2) aus, deren 
HAMILTON-Operatoren #1 und #2 dieselbe Symmetriegruppe ® besitzen mögen. 
Die Eigenwerte El und E? gehören dann i. allg. zu irreduziblen Darstellungen 
T „und I, von ®, d. h., die zugehörigen Eigenvektoren |u£!) und |uz?) transfor- 
mieren sich bei Anwendung der Symmetrieoperatoren 2(g) nach den Dar- 
stellungsmatrizen D£*(g) und D4’(g). Die Eigenvektoren von #1 +4? zum 
Eigenwert El+ E} sind die Produktvektoren |w#!) |u32), die sich nach der 
i. allg. reduziblen Produktdarstellung T,xI, von ® transformieren (5.4 $6). 
Schaltet man nun eine Wechselwirkung #1? zwischen den beiden Teilsystemen 
ein, die ebenfalls die Symmetriegruppe ® besitzen möge, so wird nach dem in b) 
Gesagten der ungestörte Energieterm El+ E# in ebenso viele Terme E7 auf- 
spalten wie /„XI', irreduzible Darstellungen I’ von ® enthält. 


Beispiel: Wir betrachten die Zusammensetzung zweier kugelsymmetrischer 
Systeme. Wir können dabei z. B. an zwei Elektronen im gemeinsamen Potential 
eines Kerns denken, denen als #12 die kugelsymmetrische CouLoMmB-Wechselwir- 
kung hinzugefügt wird. Die zur Energie E, + E,, ohne Wechselwirkung ge- 
hörigen Produktzustände transformieren sich nach der reduziblen Darstellung 
T,,xT,, von O(3). Die Ausreduktion von I‘,xJ‘,, in die irreduziblen Dar- 
stellungen 7‘; von O(3) ist durch die CLEBSCH-GORDAN-Beziehung (5.4-55) gege- 
ben. Danach lauten die einzig möglichen J-Werte des zusammengesetzten 
Systems 


Fe Ben |; (47) 


(Quantenmechanisches Additionsgesetz von Drehimpulsen, vgl. dazu 4.3 8 7). 
Ein Energieterm E,, + E,, kann daher unter dem Einfluß einer kugelsymme- 
trischen Wechselwirkung in die Terme 


Eyız PBran-v es Fan (48) 


aufspalten, deren Eigenvektoren sich bei Raumdrehungen nach den irreduziblen 
Darstellungen 


Tyı Trier RER Na 


von O(3) transformieren (vgl. Aufg. 110). 
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d) Termaufspaltung durch Symmetrieverminderung 


Durch Einschalten einer Störung kann die Symmetrie des HAMILTON-Opera- 
tors verringert werden: Die Symmetriegruppe &(e), die zu 3#(e) gehört, umfaßt 
weniger Symmetrieelemente als die zu 5 (0) gehörige Symmetriegruppe &(0), 
@&(e) ist eine Untergruppe von &(0) (5.4 8 2). 

Für e= 0 liege ein Term vor, der irreduzibel bezüglich der Gruppe &(0) 
ist. Derselbe Term kann bezüglich der Untergruppe ®(e) jedoch reduzibel 
sein, d. h., er kann unter dem Einfluß der Störung in ebenso viele Terme auf- 
spalten wie die reduzible Darstellung irreduzible Bestandteile (bezüglich ©(e)) 
enthält (Fig. 72). 


E 
® ®) 
% 
irreduzibel |\ 
; 

R . 

Q 4 

r; n 

H 
Fig. 72. Termaufspaltung durch Symmetrie- Fig. 73. Symmetrieverminderung D;->C, 
verminderung 6(0) — 6(e) durch ein äußeres Magnetfeld 

(ZEEMAN-Effekt) 


Beispiel: Der ungestörte HAMmILToN-Operator habe die Punktsymmetrie D,. 
Nun werde ein Magnetfeld in Richtung der 3-Achse angelegt. Damit reduziert 
sich die Symmetrie auf die Gruppe C', (vgl.Aufg. 80). Nach der im Anhang 
angegebenen Methode der Ausreduktion [G1.(5.4-41)] erhält man die in Fig. 73 
angegebene Aufspaltung (ZEEMAN-Effekt) in die eindimensionalen Darstellun- 
gen 4, Ya, Ya der Gruppe (,. 


Aufg. 80: Ein Teilchen in einem kugelsymmetrischen Potential werde 
&) in ein homogenes elektrisches Feld (STArRK-Effekt), 
b) inein homogenes magnetisches Feld (ZEEMAN-Effekt) gebracht. Welcheräum- 
lichen Symmetrien verbleiben ? Welche Vielfachheit haben die Energieterme ? 


$ 8. Auswahlregeln 


Das Transformationsverhalten der Eigenvektoren bietet eine große Hilfe für 
die Berechnung von Matrixelementen. Ganz besonders einfach gestaltet sich 
damit die Feststellung des Verschwindens von Matrixelementen (,‚Auswahl- 
regeln‘‘). 

Wir wollen einen Satz von Operatoren /% betrachten, der sich nach einer 
irreduziblen Darstellung I‘, einer Gruppe transformiert, d. h., es soll gelten 


MVLRDA N) D..2% Dieb) (49) 
5 
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wobei die Koeffizienten D®’®(g), die zur Darstellung I}, gehörigen Darstellungs- 
matrizen sind. 


Beispiele aus der Drehgruppe O(3): Die zur identischen Darstellung T',_.o 
gehörigen Operatoren /, sind die Skalare, O(3) ist Symmetriegruppe von £, 
[Gl. (17a)]. Die Operatoren 2? (o = 1,0, —1), die sich nach der Darstellung 
T',-ı transformieren, sind Komponenten eines Vektors [Gl]. (37)]. Die Operatoren 
£/$(e=23,10,—1,—2), die sich nach T';_, transformieren, sind die Kompo- 
nenten eines symmetrischen Tensors mit Spur Null (5 unabhängige Komponen- 
ten). Allgemein nennt man einen Satz von 2J +1 Operatoren Z£5 (oe = 
J,..., —J), der zur irreduziblen Darstellung /';, von O(3) gehört, irreduzible 
Tensoroperatoren oder Multipoloperatoren der Stufe J. — 


Die Vektoren [un und up, mit denen die Matrixelemente 
Cu | LE > 
gebildet werden, sollen zu irreduziblen Darstellungen 7‘, und 7‘, von & gehören, 
99 wo = 3 lu) Dia), 
3 (50) 
Pam =2 u» D;’ (9). 


Der Vektor |££u}) transformiert sich damit nach der Produktdarstellung 
T,xT,, denn es gilt 
I) Fu = 2) FEIN) | 2) ww) 
= 3 |w) Di’(Q) Di’): 
ev 
Die Matrixelemente 
us | Cru) = <Dlg) ur | 29) Zi wi) 
sind daher sicher dann Null, wenn bei der Ausreduktion von 
E NxI, =" +41, +" (51) 
die Darstellung 7, nicht vorkommt (q, — 0), weil dann die Vektoren |u%) und 
|££u3> in verschiedenen, aufeinander senkrechten Darstellungsräumen liegen. 
Es ist also 


ee any =0 Me =. (52) 


1. Beispiel: Drehgruppe. Es mögen die verschwindenden Matrixelemente 
irgendeines Vektoroperators v, gebildet mit Darstellungsvektoren von O(3) 
(Drehimpulseigenvektoren) 

©. 4cH 
aufgesucht werden. Wegen 
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sind alle Matrixelemente Null, für die nicht 


[u=r-,-0+1| (53) 


gilt. Außerdem verschwinden die Matrixelemente mit J= J=0, weil 


T,< To =[T, ist. 
2. Beispiel: Inversionsgruppe. Der Ortsoperator z gehört, ebenso wie der 


Impulsoperator f nach Gl. (14) zur Darstellung J‘, von I. Daher sind alle Matrix- 
elemente von & zwischen Zuständen gleicher Parität [Gl. (45)] Null (LAPoRTE- 
sche Regel), 

wu =wlzuy=0.)) (54) 
Die Operatoren des Drehimpulses und des magnetischen Moments hingegen 
gehören als axiale Vektoren (antimetrische Tensoren) zur identischen Darstel- 


lung 7‘, von I [Gl. (15)]. Daher verschwinden alle Matrixelemente des magneti- 
schen Moments zwischen Zuständen verschiedener Parität, 


u|r ww) =0. (55) 
(Vgl. auch Aufg. 102.) 


Die Matrixelemente von & und » bestimmen die Übergangswahrscheinlich- 
keiten (3.5 $ 8) eines Atoms im elektromagnetischen Strahlungsfeld (,elektri- 
sche und magnetische Dipolstrahlung‘‘). Die Auswahlregeln legen damit jene 
Spektrallinien fest, die überhaupt auftreten können. 


Siebentes Kapitel 


Quantentheorie bei unvollständiger Information 
über den Zustand des Systems 


$ 1. Die Phasenraumdichte der klassischen statistischen Mechanik 


In der klassischen Mechanik wird der Zustand eines Systems durch die An- 
gabe der Orts- und Impulskoordinaten &,, ..., ?,, ... beschrieben, die einen 
Punkt im Phasenraum darstellen. Bei vielen Problemen sind jedoch diese Werte 
keineswegs exakt bekannt, z. B. weiß man von einem makroskopischen Körper 
nicht alle 10% Koordinaten, sondern nur einige wenige Größen, die eine Funktion 
dieser sind. Man kann in solchen Fällen bloß sagen, daß in bestimmten Bereichen 
des Phasenraumes sich das System nicht (oder kaum) befinden wird, während es 
in anderen Bereichen mit großer Wahrscheinlichkeit vorkommt. Man drückt also 


1) In der Ortsdarstellung bedeuten diese Gleichungen nichts anderes, als daß ein Inte- 
gral über eine ungerade Funktion verschwindet. 
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die Information, die man über das System (zu einem bestimmten Zeitpunkt) hat, 
durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung 


e= 0 +, Pr +) (1) 
im Phasenraum aus (Fig. 74). Sie ist die Wahrscheinlichkeitsdichte dafür, daß sich 
das System in einem Phasenpunkt z,, ...,?1,... befindet (klassische statistische 


Mechanik). Man normiert 0, indem man das Integral über den ganzen Phasen- 
raum eins setzt, 

fed2=1 (d2= da ...d ...). (2) 

Weiß man von einem System z. B. auf Grund der Ungenauigkeit der Meß- 

apparatur, daß es sich in einem bestimmten Phasenbereich befindet, kann 

p aber nicht sagen, welcher Phasenpunkt innerhalb dieses 

Bereiches realisiert ist, so wählt man entsprechend dieser 


ff; A ei,p) Kenntnis über das System die Verteilung 
9. 

I innerhalb des Bereiches 
[ Be 


3 
0 außerhalb des Bereiches. (8) 


x 


Fig. 74. Phasen- 
raumdichte o(x,2) Kür die Bereiche, innerhalb denen man keine Aussagen 


hat, nimmt man also Gleichverteilung an. Ist z.B. allein 
der Wert E, der Energie genau bekannt, so hat man die sogenannte mikroka- 
nonische Verteilung 
g=ASH-B). (4) 
Da man außer der Energie nichts weiß, sind alle Punkte auf der Energieschale 
E (& ---, P1 «--) = Eu gleich wahrscheinlich, sie besitzen dasselbe o. 


Ist die Verteilung insbesondere durch 
e= da — m) .-- dp — Mi) --- (5) 
gegeben, so gelangt man zur klassischen Mechanik zurück, denn dann weiß man, 
daß sich das System mit Sicherheit im Punkt x, ..., p}, ... befindet. Dies nennt 
man den reinen Fall, alle wesentlich statistischen o hingegen ein @emisch. Die 
Identität 
ee ee) te rc 
zeigt, daß das Gemisch der Mittelwert reiner Verteilungen (5), gebildet mit den 
Gewichten o (x, ..., p9, ...) ist. 
Bei vorgegebener Wahrscheinlichkeitsverteilung o berechnet sich der Erwar- 
tungswert (L) einer klassischen Observablen Z = L(z,, ..., 91, ...) nach 
<LDy= [LodN. (6) 
Für viele Observable erhält man damit Werte (L), die mit dem am realen 
System gemessenen Wert von L nicht übereinstimmen, weil das gewählte o 


nicht genügend Information zur Vorhersage der Meßwerte dieser Observablen 
enthält. Für alle Observable hingegen, deren Schwankung AL klein gegen die 
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Ungenauigkeit $Z der Meßapparatur ist, 


AL = Y<(L — <1)) SL, (7) 


läßt Gl. (6) Vorhersagen zu, die am realen System eintreffen. (Vgl. Aufg. 81.) 


$ 2. Quantentheorie eines Gemisches 


Die im Kap. 3.3 gegebenen Aussagen über den Ausgang einer Messung hän- 
gen wesentlich davon ab, daß man unmittelbar vor einer Messung den Zustand 
|®> des Systems kennt. Man muß daher irgendwann einmal bereits an dem 
System eine nicht entartete Größe gemessen und dadurch den Zustandsvektor 
im unitären Raum fixiert haben (für spätere Zeiten ist er dann durch die ScHRö- 
DINGER-Gleichung gegeben). Bei einem makroskopischen System, bestehend aus 
vielen Teilchen (z. B. einem Atomstrahl oder einem Festkörper), kann man eine 
solche Messung realiter überhaupt nicht durchführen. Es würde bedeuten, daß 
man z. B. 102 Ortskoordinaten und 2-Komponenten des Spins messen müßte! 
Praktisch mißt man an einem solchen System immer hochgradig entartete Grö- 
Ben, wie z.B. die Gesamtenergie, den Druck oder die Magnetisierung. Nach der 
Messung einer solchen Größe £ liegt nach Gl. (3.3-34) |®’) im Eigenraum u. 
Da man die Richtung von |®’) in diesem Raum dadurch erhält, daß man den 
vor der Messung vorliegenden Zustandsvektor |®) auf diesen Eigenraum proji- 
ziert, ergibt eine solche Messung keine Information über die Richtung in u, 
wenn man |®) vor der Messung nicht kannte. Je größer die Entartung der ge- 
messenen Größe ist (= Dimension des Eigenraumes u,), um so weniger Infor- 
mation liefert deren Messung über den Zustand des Systems. Man muß also 
— wie in der klassischen statistischen Mechanik — auf sehr viele Information 
über das System verzichten, obwohl nach den Gesetzen der Quantentheorie eine 
wesentlich höhere Information möglich wäre.!) 


Für die Vorhersage von Experimenten an einem so schwach präparierten 
System muß man über die Wahrscheinlichkeitsaussagen der Quantentheorie 
noch eine Statistik stülpen, die der mangelnden Information Rechnung trägt, 
welche man über das System besitzt. Die Wahrscheinlichkeiten, die durch diese 
zweite Statistik hereinkommen, sind also von derselben Natur wie in der klassi- 
schen Mechanik ($ 1) und sind wohl zu unterscheiden von jenen, die die Quanten- 
theorie liefert, weil letztere auch prinzipiell nicht durch eine genauere Messung 
überwunden werden können. 


Das Ziel der folgenden Überlegung ist, neben der quantentheoretisch un- 
umgänglichen Wahrscheinlichkeit zusätzlich noch die Statistik einzuführen, die 
durch mangelnde Information (d. h. durch nichtvollständige Messung) bedingt 


1) Die Messung einer nicht entarteten Größe hingegen bedeutet, daß man die quanten- 
theoretisch maximale Information gewonnen hat. 
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ist. Diese Formulierung der Quantentheorie eines Gemisches steht also in Ana- 
logie zur klassischen statistischen Mechanik: 


Reiner Zustand Gemisch 


Klassische Physik — Klassische stat. Physik 
Y Y 
Quantentheorie ds __ Quantentheorie eines 
reinen Zustands Gemisches 


a) Das Gemisch als inkohärente Überlagerung reiner Zustände 


Ähnlich wie in der klassischen Mechanik ($ 1) geht man in der Quantentheorie 
vor, wenn man über das System nicht genügend Information besitzt, um sagen 
zu können, welche Richtung sein Zustandsvektor |®) in dem unitären Raum U 
einnimmt. Man betrachtet daher in U eine Reihe von möglichen Zustandsvek- 
toren 


BE (8) 

und beschreibt durch Zahlen 
Die DE DEN (9) 
die Wahrscheinlichkeiten dafür, daß das System in einem der Zustände |B!>, 
|82),...., |8°), ... vorliegt. Von den möglichen Zustandsvektoren |®*) in diesem 


statistischen Gemisch wollen wir nur verlangen, daß sie alle auf eins normiert 
sind, 


D6)=1, (10) 
ihre Orthogonalität hingegen werden wir im allgemeinen nicht voraussetzen, 
<D|Bry +0. 
Die Zahlen 9°, die wir die ‚„‚@ewichte‘‘ des Gemisches nennen, sollen der Normie- 
rungsbedingung 


IP?=1 mit 0<spsil (11) 


genügen. (Die folgenden Überlegungen lassen sich auch auf den Fall übertragen, 
daß « kontinuierlich ist. Wir wollen der Einfachheit halber jedoch die Beziehun- 
gen nur für diskrete «-Werte formulieren.) 


Was ergibt sich im Fall eines Gemisches für den Erwartungswert (2) einer 
Observablen £/? Nach den statistischen Aussagen der Quantentheorie ist der 
Erwartungswert im Zustand |®*) gegeben durch 


LP =D] LDN. (12) 


Diese Ergebnisse sind nun bei Vorliegen eines Gemisches mit den Gewichten p* 


zu mitteln, so daß man insgesamt für den Erwartungswert der Observablen / 
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erhält [vgl. Gl. (3.3-24)] 


(13) 


= IPLLN = Ip L0) = LP SPA 2) 


Dabei ist zu beachten, daß man die Mittelung über das Gemisch in den Erwar- 
tungswerten (£')* ausführt und nicht in den Zuständen |B°). Das Gemisch ist 
also eine inkohärente Überlagerung reiner Zustände, die verschiedenen |®°y inter- 
ferieren untereinander nicht. Entwickelt man die |®*) nach einem Basissystem 
|v,> des unitären Raumes, 


|8% = Eh |0,> D’(k)dk mit De) = (| B°), (14) 
so erhält man : 
<Ly = EL PD (k) Dr’) Lik',k) de dk’. (15) 
SKK 


In dieser Formel kommt noch einmal deutlich der Unterschied zwischen den 
beiden Arten der Erwartungswertbildungen zum Ausdruck: Die quantenmecha- 
nische geschieht mittels der Wahrscheinlichkeitsamplituden und führt zu Inter- 
ferenztermen, die Mittelung über das Gemisch hingegen erfolgt durch die Ge- 
wichte p* und ergibt keine Interferenz. 


b) Der statistische Operator 


Um die beiden verschiedenen Mittelungsprozesse in ein gemeinsames Kleid zu 
bringen, führt man den HErMmITEschen Operator 


(16) 


P=3 Pr" Par, = 2 p* 8°) <D*| 


ein, den man den statistischen Operator des Gemisches nennt!). Bildet man in 
irgendeiner Basis |%> des unitären Raumes seine Matrixelemente, so erhält man 


o(k, k') =) p*D*(k)D°*(k). (17) 


Diese Matrix heißt statistische Matrix oder auch Dichtematrix (in Anlehnung an 
die Phasenraumdichte der statistischen Mechanik). Ihre Diagonalelemente 


o(k, k) = 3 p* |B* (k) |? 
sind positiv. 
1) Durch die Vektoren |®*) und die zugehörigen Gewichte p9* ist der statistische Opera- 


tor peindeutig bestimmt. Umgekehrt kann man aber ein vorgegebenes p aus verschiedenen 
|®*> und 2* aufbauen. 
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Im Fall eines reinen Zustandes (ein » = 1, alle anderen = 0) geht natürlich p in den 
Projektionsoperator auf den einen Zustandsvektor |®) über, 


Prein = Pe) (18) 
man kehrt zur Quantentheorie des reinen Zustandes zurück. 


Die Definition (16) des statistischen Operators erlaubt es, den Erwartungswert 


(13) in der einfachen Form 
Dr =SppZ) (19) 


zu schreiben. Für die Wahrscheinlichkeit w ı des Eintretens eines Meßwertes 4, 
die der Erwartungswert des Projektionsoperators 7,, auf den Eigenraum u, 


ist [Gl. (3.3-39)], erhält man daher im Fall eines Gemisches 


wu == Sp(p Pu) ; (20) 


Da die Summe aller Wahrscheinlichkeiten eins sein muß und andererseits 
£ P,,44 = 1 ist, erhalten wir als Normierungsbedingung von p 
a 
Spe =1. (21) 


In den Matrixelementen bedeutet dies 
ü o(k, l)dk=1. 
k 

Weil alle p(k, k) positiv sind, können sie somit nicht größer als eins werden, 
0<solk,k)s1i. (22) 


Berechnet man die Spur der G1.(20) insbesondere mit den Eigenvekto- 
ren Ka der zu messenden Größe £/, so erhält man!) 


wn=yL un | pw) dm, (23) 
7 


d. h., die Diagonalelemente des statistischen Operators in der £-Darstellung liefern 
die Wahrscheinlichkeiten für einen Meßwert A. Mit der Definitionsgleichung (16) 
kann man dafür auch schreiben 


w,= Ip} || D|tdu = I prun, (24) 
B 2 u = & 


d.h., die quantentheoretischen Wahrscheinlichkeiten w4 werden mit den Ge- 
wichten p* des Gemisches gemittelt. Für die Summe über alle A ergibt sich 


1) Wegen der Orthogonalität <u4 | ul) = 8(A, A’) d(u,a’) der Eigenvektoren ist 


wn= TE <uk| put) <ub| ur) dA’ du’ da = L cn | pun) du. 
A’,u,n u 
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natürlich bei Berücksichtigung von Gl. (10) und (11) 
I, 4=-IrIs4=%n=1. (25) 
A « A & 


Sind insbesondere die Vektoren |®*) orthogonal, so ist Gl. (16) die Spektraldarstellung 
des statistischen Operators. In diesem Fall sind die Gewichte 9* die Eigenwerte r von p 
(sind die |®%, nicht vollständig, so hat p außerdem noch Eigenwerte Null). Für sie gilt also 


ersl, JIr=l. (26) 
Die Spur des Operators p? ist die Summe über alle r?. Daraus folgt 


Ppe=2r<sQert-=(Spp?=1 27) 
d.h., 


Spp? = k,k')®dkdk’<s1. 
Pet 2 el] ie 


€) Spezielle statistische Operatoren 


Welchen speziellen statistischen Operator p man für die Beschreibung eines 
physikalischen Systems zugrunde legt, hängt wie in der klassischen statistischen 
Mechanik von der Kenntnis ab, die man über das System hat. 


Ist die Vorgeschichte des betrachteten physikalischen Systems völlig unbe- 

kannt, so hat man den statistischen Operator 

4 
anzusetzen. Berechnet man mit diesem die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten 
irgendeines Meßwertes A, so erhält man 

Sp Fu, zZ 

ee Te 

(t4 = Dimension von u). w, ist proportional der Vielfachheit des Eigenwertes, 
aber sonst unabhängig vom Meßwert A. 


Eine solch totale Unkenntnis über den Zustand des Systems vor einer Messung, 
wie es Gl. (29) ausdrückt, liegt bei praktischen Experimenten natürlich nie vor. 
Man weiß z. B., daß ein Teilchen aus einer vorgegebenen Quelle (z. B. Reaktor) 
stammt und in einem begrenzten Raumgebiet sich mit einer Geschwindigkeit 
im Intervall v....v + dv bewegt. Eine solche Präparation vermittelt eine Kennt- 
nis über das System, die den statistischen Operator wesentlich besser als 
Gl. (29) festlegt (vgl. $ 3). Ist z. B. von einem System mit kontinuierlichen 
Energieeigenwerten E bekannt, daß ein bestimmter Energiewert E, vorliegt, so 
liegt — in Analogie zu Gl. (4) — der ‚‚mikrokanonische“ statistische Operator 

(#— 1 
pP IR = Er (30) 


vor [zur Begründung vgl. Gl. (40)]. 


17 Fick, Quantentheorie 
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Für ein System im thermischen Gleichgewicht, das durch eine Temperatur T 
beschrieben wird, ergibt sich — analog zur klassischen statistischen Thermo- 
dynamik — der ‚„kanonische‘“ statistische Operator 


(31) 


(k = BOLTZMANN-Konstante). 
Im Rahmen der Informationstheorie läßt sich zeigen (E. T. Jaynes), daß die Größe 


= —kSp(plnp) 


ein Maß für die fehlende Information über den Zustand des Systems ist. Entsprechend dem 
Prinzip der vorurteilsfreien Schätzung ist sie unter den Nebenbedingungen, die die vorhan- 
dene Information über das System beinhalten, möglichst groß zu machen. Ist die innere 
Energie U des Systems bekannt, so identifiziert man diese mit dem Erwartungswert des 
HAMILTON-Operators, 

H=-HpeAM=U, 


gebildet mit dem zu bestimmenden statistischen Operator p. Eine weitere Nebenbedingung, 
die das gesuchte p auf alle Fälle erfüllen muß, ist die Gl. (21). Multiplizieren wir diese mit 
einem LAGRANGE-Parameter & und die Beziehung für (5) mit ß, so lautet die Extremali- 
sierungsbedingung 

8(Spplnp+taSpp+ßSprH=0 
oder 

Spline+il+)1+BAN8]=0. 


Weil dp eine beliebige Variation ist, ergibt sich hieraus 
p= elta 


so daß man wegen Gl. (21) auf den kanonischen statistischen Operator (31) geführt wird.!) 


Die mit dem extremalen p berechnete Größe 7 nennt man die Entropie 8 des Systems 
(die also bezogen ist auf die vorliegende Information über das System). Hieraus folgt, daß 
ß = UkT ist. 


1) Kennt man neben der Energie noch weitere Erwartungswerte des physikalischen 
Systems, so ist das eben angegebene Verfahren mit mehreren LAGRANGE-Parametern durch- 
zuführen. Ist z. B. der Erwartungswert des Teilchenzahloperators 4 (Kap. 4.5), 


NY= SPAN), 
bekannt, so gelangt man zum sogenannten großkanonischen statistischen Operator 
et +41 


PS —pu: 
Sp er N 
Aus der damit gebildeten großkanonischen Entropie 8, folgt, daß { = kT'v das chemische 
Potential pro Teilchen ist. 


(31,) 
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Schreibt man den kanonischen statistischen Operator (31) in der Spektral- 
darstellung von #, GoPE 9,,dR 
E 


PETER AE 
E 

(ig = Vielfachheit von E), so sieht man, daß man im thermischen Gleichge- 
wicht bei der Bildung von Erwartungswerten so tun kann, als ob das System 
mit der Wahrscheinlichkeit e”?E im Energiezustand vorläge!). Dies ist der 
Grund dafür, daß die Energieeigenzustände auch dann besonders wichtig sind, 
wenn man gar keine eigentliche Energiemessung an dem System vorgenommen, 
hat. 


Die Größe 
ze (32) 
nennt man Zustandssumme. Man kann sie in irgendeinem Basissystem berechnen, 
das nicht notwendig aus Energieeigenvektoren bestehen muß. Weil der HAMmIL- 
Ton-Operator # von äußeren Parametern, wie dem Volumen V des Systems 
oder dem von außen angelegten Magnetfeld $ abhängt, wird die Zustands- 
summe eine Funktion der Temperatur und dieser Parameter, 
Z=Z(T,V,$,...). (33) 
In der statistischen Thermodynamik zeigt man, daß zwischen Z und der freien 
Energie F(T, V, &, ....) der Zusammenhang 
F=—kThz (34) 


besteht. Durch Differentiation ergeben sich hieraus Entropie, Druck, Magnetisie- 
rung und alle weiteren thermodynamischen Zustandsgrößen. Die Berechnung 
der Zustandssumme (32) ist daher der Ausgangspunkt jeder atomistischen Her- 
leitung von Zustandsgleichungen (vgl. Aufg. 106). 


Aufg. 81: Man zeige daß die relative Energiestreuung von N Teilchen im thermischen 
Gleichgewicht proportional 1/YN ist. 


$ 3. Der statistische Operator nach dem Meßprozeß 
a) Der statistische Operator nach Ablesung eines Meßwertes 
Wir wollen nun den Einfluß des Meßprozesses auf den statistischen Operator 
P= LP" Pos, 
untersuchen und damit die Überlegungen von 3.3 $ 4 auf ein quantentheoreti- 
sches Gemisch erweitern. Welcher statistische Operator 


pP = LP" Pos, 


1) Das heißt aber nicht, daß tatsächlich ein Gemisch von Energieeigenvektoren vorliegt, 
weil ein gegebenes p aus irgendwelchen |®*, aufgebaut werden kann. 


Ir 
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liegt nach Ausführung der Messung einer Observablen / und Feststellung des 
Meßwertes A’ vor?!) Zur Beantwortung dieser Frage benützen wir, daß nach 
Gl. (3.3-34) der Zustandsvektor. durch die Messung in den Eigenraum u, 
der zum Meßwert A’ gehört, projiziert wird. Damit gilt für jeden Zustandsvektor 
|®°) des Gemischs 


29,9% 
8) -—!- 18% — Fr — (35) 
Ir 
Darin ist 9, der Projektionsoperator auf den Eigenraum u. Dieser Über- 


gang erfolgt nach Gl. (3.3-39) mit den Wahrscheinlichkeiten 
wu = (D* zZ 8° = Sp $ Por,- (36) 


up up 
Die Gewichte p’* des Gemischs nach Ausführung der Messung sind daher pro- 
portional zu 2° w., 


pP” = cpu. = cp" Sp P, „FPiosy- (37) 


Der Normierungsfaktor c bestimmt sich aus I p'* = 1. Es gilt also 


& 


& 
Var p* 

58 a 
zp"Sp9, Pos, PFupP 


(7,3 


p IP esy- (38) 
Für den statistischen Operator po’ nach der Messung ergibt sich daher mit 
Gl. (35) 
FF, PonF 
a ER we" [Pur 
Pe IE meer 


ip Por Pas, Fa 
Sp ? 


upP 


d.h., 


(39) 


Einige Spezialfälle seien erwähnt: 


1. Für 0 = Io, gelangt man natürlich wieder zur Filterung des reinen Zu- 
standes zurück (Aufg. 63). 


1) Wir beschränken uns in diesem Paragraphen der Einfachheit halber auf diskrete 
Eigenwerte. 

2) Weilman in der Spur die Reihenfolge zweier Operatoren vertauschen darf, kann man 
für den Nenner Sp(F, pP Pu a) = Sp (#, . p) schreiben. 
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2. Hat man über den Zustand des Systems vor der Messung überhaupt keine 
Auskunft, so ergibt sich durch Messung von A’ 
1 ‚ as 27—-AN) 
A A 


Peg PR, PAP-AT 0 


Die letzte Gleichung folgt unmittelbar aus der Spektraldarstellung von 9, .- 
Für £/ = 5# ist dies gerade der mikrokanonische statistische Operator (30). 

3. Ist der Eigenwert A’ nicht entartet, so entsteht durch seine Messung aus p 
ein reiner Zustand. Aus Gl. (39) folgt dann nämlich 


>, mad <ualo ud &ul 
p — Paz z a = [u Kur | = Puns (41) 


Es liegt eine ‚vollständige Messung‘‘ vor, der Zustandsvektor wird durch sie 
völlig festgelegt. — 


Tritt z.B. bei dem in 3.3 $4 diskutierten STERN-GERLACH-Experiment: 
(Fig. 50) ein Teilchen ein, über dessen Drehimpulszustand man keine Informa- 
tion besitzt, so wird es (bezüglich der drei Drehimpulszustände, die dort allein 
quantentheoretisch betrachtet wurden) vor Ausführung des Experiments durch 


den statistischen Operator 
1 1 
Pens 
beschrieben. Wird das Elektron nach Durchlaufen der Apparatur von dem Ab- 
sorber nicht eingefangen, so liegt hernach der reine Zustand 


Po, = lur> <u;| 
vor. 


b) Der statistische Operator nach einer Messung, 
bei der vom Meßergebnis nicht Kenntnis genommen wird 


Wird von einer Meßapparatur die Messung einer Observablen / ausgeführt, 
d. h. das Meßergebnis makroskopisch fixiert, nimmt man aber aus irgendwelchen 
Gründen von dem Meßergebnis keine Kenntnis, so besitzt man von dem System 
eine geringere Information als sie der statistische Operator p’ in Gl. (39) be- 
schreibt.!) Der in diesem Fall vorliegende statistische Operator 9 ergibt sich, 
wenn man die Wahrscheinlichkeit w,. für das Eintreten des Meßwertes A’ 
[Gl. (20)] als Gewicht von 9’ betrachtet, d.h. w,- p' bildet und über alle MeB- 


werte summiert, 
PP zur) (42) 
A 


1) Inder klassischen Statistik heißt dies, daß man z. B. bereits gewürfelt, abernoch nicht 
„abgelesen‘‘ hat. Das Ergebnis steht also schon fest, aber man hat noch keine Information 
darüber. 
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Sind die Eigenwerte A nicht entartet, so erhält man für 
p= 2 (ul Pu Plus ame: (42a) 


Liegt außerdem vor der Messung ein reiner Zustand p = 96, vor, so ergibt 
sich ohne ‚Ablesen‘‘ des Meßwertes durch die Messung das Gemisch 


Im > pP —_ 2 KOAK DZ, Pum a (42b) 


Stellt man an einem Meßgerät den Meßwert A’ fest, so geht p in p’ über. 
Diese Ablesung ist keine spezifisch quantenmechanische Frage, sondern eine 
solche, die auch in der klassischen statistischen Mechanik vorkommt. 


ce) Der statistische Operator nach einer Messung, 
bei der vom Meßergebnis nur teilweise Kenntnis genommen wird 


Hat man ein Meßgerät vorliegen, das eine Ungenauigkeit 8A in der Anzeige 
besitzt, so werden alle Meßwerte A in einem Intervall A, ... Ag = A, + 8A 
nicht „abgelesen“. Den statistischen Operator p,,...,, des Systems nach einer 
solchen Messung erhält man aus Gl. (39) durch Multiplikation mit den Ge- 
wichten!) 


Wo 
— für A’ in Ay Ag 
Pa = Pe nr 
0 für A’ außerhalb, 


und Summation über 4’, 


Ag 
2 9,,09,,| 


A=4ı 


aa |. (43) 
A| 


Die Gl. (39) und (42) sind natürlich Spezialfälle dieser Gleichung. — Ist ins- 
besondere p ein reiner Zustand und sind die Eigenwerte A nicht entartet, so 
ergibt sich 


Ag 
RAKZUUES 
en (44) 
DCAL 2). 


ERE 


Aus dem reinen Zustand wird ein Gemisch [vgl. Gl. (28)]. 


4) Statt des scharfen Abschneidens aller Meßwerte außerhalb 5A kann man auch eine 
Gewichtsfunktion einführen, die im subjektiven Ermessen des Experimentators steht. 
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An dieser Stelle sei auf eine gewisse Problematik hingewiesen: Für die Gültig- 
keit der Gl. (43) wurde vorausgesetzt, daß die dem Operator 5 zugeordnete 
Meßapparatur die Observable scharf mißt, die Anzeige aber eine gewisse Un- 
genauigkeit besitzt. Bei Vorliegen einer realen Meßapparatur ist es jedoch 
häufig schwer zu entscheiden, ob es sich lediglich um eine Ungenauigkeit in der 
Anzeige oder um eine wesentliche Eigenschaft der Observablen selbst handelt. In 
letzterem Fall ist die Veränderung von 9 durch Gl. (39) gegeben. 


Aufg. 82: Im STERN-GERLACH-Experiment (Fig. 50, S.184) werde der Absorber so auf- 
gestellt, daß nur die |%_)-Zustände herausgefiltert werden. Wie lautet p’ ? 


$ 4. Dynamik eines quantentheoretischen Gemisches 


Für die Behandlung der quantentheoretischen Dynamik eines Systems ist es 
notwendig, auch für 9 ein Bewegungsgesetz anzugeben, das dann erlaubt, die 
Zeitabhängigkeit von Erwartungswerten 


yet) =SHplpl) ZW) (45) 
ebenso zu berechnen wie im reinen Zustand (Kap. 3.5). Der Unterschied gegen- 
über dem reinen Zustand kommt in den Gewichten p* zum Ausdruck, die die 
fehlende Information über den im Gemisch tatsächlich vorliegenden Zustands- 
vektor beschreiben. Weil in der quantentheoretischen Dynamik das System 
sich selbst überlassen ist und keine Messungen an dem System ausgeführt wer- 
den, ändert sich die Information über den Zustand nicht, die p* sind keine 
Zeitfunktionen, 


Pe —=0. (46) 
Andererseits muß nach Gl. (3.5-3) für jedes 94, des Gemisches 
2 i 890%) 
Pam = 4 1, Fran + (Fer) = 0 (47) 


gelten. Multiplizieren wir diese Gleichung mit den zeitunabhängigen p* und 
summieren wir über «, so erhalten wir für 9 die fundamentale Gleichung 


P=+ #4 @=0]. (48) 


Die Beziehung steht in Analogie zur LiovviLueschen Gleichung der klassischen Mecha- 
nik: Weil die durch oe beschriebenen Phasenraumpunkte im Laufe der Zeit weder ent- 
stehen noch verschwinden, ist die substantielle zeitliche Veränderung der Phasenraum- 
dichte 0(2,, ..., 21 .... 2) (t = explizite Zeitabhängigkeit) null, 


do ög 
:-m9+(&),-0 (49) 
(LiouviLLesche Gleichung). 


Alles was über die Bedeutung der Gl. (3.5-3) und ihre Anwendungen im 
Kap. 3.5 gesagt wurde, überträgt sich ohne weiteres auf die Beziehung (48). In 
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einem beliebigen, durch einen HErrMITEschen Operator #(t) definierten Bild 
führt die Gl. (3.5-20) auf 


en = -4[#0- 20, p0]]|- (50) 


Hierdurch wird die in dem Bild herrschende totale zeitliche Veränderung von 
pt) bestimmt. Ihre Integration erfolgt wieder durch den unitären Operator 


Et, t,) [Gl. (3.5-28)], 
pi) = Ct, t) pl! Cl, %). (51) 


Im SCHRÖDINGER-Bild spezialisiert sich Gl. (50) zu 


a es, ps]. (008) 


Diese Beziehung nennt man die von-NEUMANN-Gleichung. Im HEISENBERG-Bild 
hingegen wird 


(50H) 


der statistische Operator ruht, die gesamte Dynamik wird von den Observablen 
/#(t) übernommen. Für das Wechselwirkungsbild ergibt sich schließlich 


dp” i 
er |. (50W) 
pri) verändert sich nach Maßgabe der Wechselwirkung # Pt). 


Das EHRENFESTsche Theorem gilt auch für ein Gemisch. Für eine beliebige 
Observable erhält man nämlich nach den Gleichungen (50) und (3.5-20) 


Nm =- Hl L+rT) 
-p(- 18-8, 2 +92 _— pl# — E,2)) 
-p(- IF Ep 21492). 


Wegen der Vertauschbarkeit zweier Operatoren unter der Spur verschwindet die 
Spur des Kommutators, und wir erhalten 


EXP = Sp PE)=-D!. (52,) 
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Setzen wir den Ausdruck (3.2-29) für SL ein, so finden wir für die zeitliche Ver- 
änderung des Erwartungswertes 


d i 02 
N =4Hp Fl +mr(Z) 


= [#12 +05) 


Die zweite Zeile folgt aus der ersten, wenn man berücksichtigt, daß man unter 
der Spur die Reihenfolge der Faktoren zyklisch vertauschen darf. 


ex 


(5%) 


ex 


Hat ein statistischer Operator 9, die Eigenschaft, daß er mit 5 vertauscht, 
[fu #1= 0, (53) 


so nennt man ihn stationär. Der Erwartungswert irgendeines explizit zeitunab- 
hängigen Operators / ist dann nämlich nach GI. (52,) zeitlich konstant, 


EN =0. (54) 


Beispiele für stationäre p, sind der mikrokanonische und der kanonische stati- 
stische Operator [G]. (30) u. (31)]. 


Befindet sich ein makroskopisches System in einem thermischen Gleichge- 
wichtszustand der Temperatur T, so wird es durch ein kanonisches 9, beschrie- 
ben. Stört man von einem bestimmten Augenblick (t = 0) an das Gleichgewicht 
durch Veränderung des HAMILTON-Operators, 


HH, FF t>0), 
wobei 3f, (t) die explizit zeitabhängige Störung beschreibt, so bestimmt sich 
der statistische Operator p(t) zu einer späteren Zeit t aus Gl. (50). Zusammen 


mit Gl. (3.5-20) erhält man damit die durch die Störung bedingte Veränderung 
der Erwartungswerte (/) (t) der Observablen des Systems. 


Zur Berechnung der Zeitfunktionen (£/) (t) bedienen wir uns des Wechsel- 
wirkungsbildes, 


t 


l i 
—H -— Ho 
L”(t)=er "Le", 
is past 
HPW=er "#,W)e * 
Die Gl. (50W) für p(t) lösen wir iterativ [vgl. dazu 3.5 $ 7]: 


Hıt 


. i 
ro=n-z SAW, PA + (55) 
ö 
Damit erhalten wir für den Erwartungswert (2) (t) = Sp (£" (t) p” (t)), wenn 
wir berücksichtigen, daß p, mit 5, kommutiert, 


i £ I ot’ ig z 
HU) -LPAH-F [eo er [F,),pole * ar tin 
0 
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Weil man unter der Spur die Operatoren zyklisch vertauschen darf [vgl. 
Aufg. 37], können wir auch schreiben 


i 2 se, v ie [4 
HU =Ln-z Speyer AM, Po) + 
0 
5 [4 
=(Lu-% Serra -n a + 


P t 
= SBllLFe NA) + 


| 210) 


Dabei soll <-.-), den Erwartungswert, gebildet mit dem zur Zeitt < 0 vorliegen- 
den stationären, statistischen Operator p, = e"P*: / Sp e”?*s, bedeuten. Be- 
gnügt man sich mit dem hier angeschriebenen Term, so hat man die ‚Antwort‘ 
<Z£y (t) des Systems auf die Störung 5, (t’) in erster Näherung vor sich (Li- 
neare Übertragungstheorie). 


oder 


ni i 
a SLLU-N A UDed + |. 60) 


Identifiziertt man zum Beispiel £ mit dem Magnetisierungsoperator einer 
Probe 


N 
M=ym G=-2Y2) 


und ist 


die Störenergie, hervorgerufen durch ein irgendwie zeitlich veränderliches äuße- 
res Magnetfeld H,(t) [vgl. Gl. (1.2-90)], so erhält man als lineare Antwort die 
zeitabhängige Magnetisierung 


MU) =<M)U 


ı 
=M;(H,T) + Mi I Pt — tl, H,T) H,(t) dt‘ 
Ö% 


t 
=M,H,T)+ [I 94", AH, THE)". (57) 
0 %k 


Dabei bedeutet 4, ein bereits für t< 0 vorhandenes statisches Magnetfeld. 
M ‚(H,, t) ist die Gleichgewichtsmagnetisierung bei der Temperatur T. Die der 
Störung H;(t) folgende Antwort M,(t) — M,(H,, T) wird nach Gl. (56) durch 
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den linearen Übertragungstensor 


9a, A, T) = LM, OD 2 0)%) 
(58) 
mit Ip 0 
MFO=er "Mer 
bestimmt. 
Zwei Spezialfälle mögen dieses Ergebnis beleuchten. 
1. Auf eine ö-artige Magnetfeldänderung, 
H,{) = h,8{t), 
folgt die Magnetisierung 


M;t) = M,(H.T) + 2, Pix (6, Ho T) hr - (59) 


Diese Änderung der Gleichgewichtsmagnetisierung verschwindet für ein System 
im Wärmebad der Temperatur T nach einer gewissen Zeit r (Relaxationszeit) 
wieder, 9;, geht für £ > r gegen Null. 


2. Eine periodische Magnetfeldänderung 


0 für ©<O 
Bu = ient 
Re h,e” für t>0 
ergibt h 
M;t) = M,(H,T)+Re> [ pl", Ho, T) en, di”. 
k 6 


Für Zeiten t>r ist 9,, praktisch abgeklungen, so daß man die obere Grenze 
nach + oo verlegen kann. Im eingeschwungenen Zustand erhält man daher 


M{t) = M,(H, Dt Rey Kr (®» Ho T) net, (60) 
k 
Der dabei auftretende komplexe Suszeptibilitätstensor 


%x(®, Hy T)= [ 94(, Hy, T) er dt" (61) 
0 


ist also die FOuRIER-Transformierte des Übertragungstensors (58). 


Analoge Überlegungen lassen sich im Fall eines elektrischen Feldes anstellen. 
Man gelangt damit zur Theorie des Dielektrizitäts- und Leitfähigkeitstensors. 


Aufg. 83: Zur Zeit £ = 0 sei an einem System ein n.-facher Eigenwert von , gemessen 
worden. Wie groß ist — unter dem Einfluß eines Gesamt-HAMILToN-Operators 
— die Übergangswahrscheinlichkeit ne (t) in einen n,-fachen Eigenwert E, 
von #,? 


1) Für £ < 0 definiert man entsprechend Gl. (57) 9,.(t, H, T) = 0. Hierin kommt die 
Kausalität zum Ausdruck: Die Antwort kann nicht vor der Störung erfolgen. 


VIERTER TEIL 
Durchführung der Theorie 


Erstes Kapitel 


Systeme mit Observablen, die nur von Ort und Impuls abhängen 


Es sollen zunächst Systeme mit fester Teilchenzahl betrachtet werden, die 
keine inneren Freiheitsgrade (wie den Spin) besitzen, so daß man mit der Quan- 
tisierung der klassischen Mechanik auskommt. 


$ 1. Ortsdarstellung eindimensionaler Probleme 


Um die Gleichungen durch Indizes nicht zu unübersichtlich zu machen, mögen 
vorerst nur eindimensionale Probleme behandelt werden. Jede Observable ist 
dann darstellbar durch einen HERMITEschen Operator 7, der eine Funktion 
der Operatoren zund % und evtl. des Zeitparameters t ist. Wegen [Gl. (3.2-17)] 


n 87 (i) 


kommutiert 7 nur dann mit z, wenn 7 unabhängig von /%, also eine reine 
Funktion von z (und evtl. des Parameters t) ist.!) Bis auf Funktionen 7 (z) 
gibt es keine Observablen, die mit = vertauschen. Die Kommutatorrela- 
tionen zeigen also, daß der Ortsoperator z für die betrachteten eindimensionalen 
Probleme ein vollständiger Operator ist (Kap. 3.4). Die durch die Eigenwert- 


1) Bringt mannämlich 4(z, £) vermöge der Vertauschungsrelation zwischen = und %in 


die Gestalt I /,(=) £’, so folgt aus der Forderung [7, =] = 0, daB %(z, 4) = 
v=0 


2 /%A(a)v #1= 0 sein muß. Nach GI. (2.2-34) und (3.2-18) gilt dann für jede Zahl « 
=1 


i 
— a2 


R 


> + ax + daz 
=9\z,e pe = Gl, +01). 
Daher verschwinden alle Anteile /,(=) mit» > 1. Es vertauschen mit = also nur die Funk- 
tionen F(z, 4), die sich vermöge der Vertauschungsrelation zwischen = und 4 als reine 


Ortsfunktionen /,(=) schreiben lassen. 


az Pr 
"Ya, p)e 
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gleichung des Ortsoperators 
2 |) = #|u,5> (2) 


definierten Ortseigenvektoren |w,) sind somit nicht entartet und bilden daher 
ein vollständiges Basissystem des zu benutzenden unitären Raumes U. 


Auch die Frage, welche Ortseigenwerte x möglich sind — und damit die Frage 
nach der Dimension des unitären Raumes — läßt sich mittels der Vertauschungs- 
relationen beantworten. Dazu betrachten wir den uns aus 3.6 $ 5 bereits bekann- 
ten Operator 


Ig=e ' (3) 


in dem £& ein reeller Zahlenparameter ist. Aus den Vertauschungsrelationen (1) 
folgt dann 
IO,-])=—-£9. (4) 


Durch Anwendung auf die Eigenvektoren |w,> des Ortsoperators erhalten wir 


TO: -= I u = EI |) 


| 2 IQuD>=@ +97 u | (5) 


d.h., der Vektor | I (£) u,» ist ebenfalls Eigenvektor von =, aber zum Eigenwert 
© + &. |. (€) u,) ist im unitären Raum „parallel“ zum Vektor |, ;.), d. h., 7 (£) 
ist — wie wir bereits aus 3.6 $5 wissen — ein Operator, der die Oristranslation 
um eine Strecke & beschreibt. Weil I (£) für alle reellen £ unitär ist, 


oder 


Kerzen 
a Eee a (6) 
ergibt sich, daß der Faktor C in der Gleichung für die Parallelität, 
I u, = CO, &) |%2+22 
vom Betrag eins sein muß. Denn es ist 
2,2) = u, u = FO) w,| TH u) = O*&, HC, E) Cure | Urn 


= |, d@+& x +8). 
Also 
IE |u) ed |u,.D (c= reell). (7) 


Die Phase c(x, £) setzen wir der Einfachheit halber null, 


[70 |u,> = [w+0]. (8) 


Da der Parameter £ kontinuierlich alle Werte zwischen — oo und + oo anneh- 
men kann, sind auch die Zigenwerte x kontinuierlich: —coo <xz< + oo. Die 
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Eigenvektoren |u,) sind daher auf die DrrAacsche d-Funktion zu normieren, 
u, | up) = 8a 2), (9) 
|4,) hat die Dimension (Länge)-1'2. 


Die quantentheoretische Beschreibung des Systems erfolgt also in einem un- 
endlich-dimensionalen, unitären Raum. Wegen der Vollständigkeit von = läßt 
sich jeder Vektor |p) nach den |w,> entwickeln, 


oo 


+ : 
|p> = 1. [u,) w,| pP) de. (10) 


Die Komponenten . 
<u,|P> = pl)  (Ortsdarsiellung) (11) 


bilden eine Funktion des Eigenwertes x (Ortsfunktion). Der Zustandsvektor |®) 
des Systems, der wegen der Normierbarkeit auf eins ein echter HILBERT-Raum- 
Vektor sein muß, hat die Komponenten 


wIdD = Bl), (12) 


die eine quadratintegrable Funktion bilden, 


+00 +00 
<D|8> = [ <B|u,)<u, |D) de = [ \d@) dr =1. (13) 
00 00 

Wie wir in 3.3 $5 allgemein gesehen haben, ist ®(x) die Wahrscheinlichkeits- 
amplitude für eine Ortsmessung. Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Orts- 
intervallx....x + dx anzutreffen, wenn vor der Ortsmessung der Zustand |®) 
vorliegt, lautet 
W,.c+de “a, Kö r de = |D(«) P de. (14) 


7 


Auch die Wirkung des Impulsoperators £& auf die Ortseigenvektoren |u,> 
läßt sich aus den Vertauschungsrelationen herleiten. Dazu betrachten wir eine 
infinitesimale Translation 8£, die im unitären Raum durch den unitären Opera- 
tor 7 (8£&) dargestellt wird, welcher durch Reihenentwicklung aus (3) hervor- 
geht. 


TO) -1- Ip. (15) 


Aus Gl. (8) wird dann i 
u) — 4 #38 lu = Ind 


oder 


Alu>=-7 Täle 


Die rechte Seite stellt die differentielle Veränderung des Eigenvektors |w,) dar, 
wenn man den (kontinuierlichen!) Eigenwert x um ö&£ vermehrt. Für d£ -> 0 
erhält man den Differentialquotienten 


| Yu = te |. (16) 
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Geht man an Stelle von Gl. (8) von der Gl. (7) aus, so gilt für infinitesimales ö£ 


letz, — eiete,o) I ae GE: DR ae). 


Wegen .F(&= 0) = 1 ist. c(z, 0) = 0, und man erhält mit Gl. (15) 


Ind 4 ABE lud = Iu4sd — ifo) BE uni); 


wenn man 
öc(z, &) = 
- öE Je=0 al 
setzt. An Stelle von Gl. (16) ergibt sich damit 
hd 
Alu 4 arte) u a 


mit einer beliebigen reellen Funktion f(x). Durch geeignete Phasenwahl von |w,> läßt sich 
aber f(x) zu Null machen, so daß man sich mit der Form (16) begnügen kann. 


Mit Gl. (16) sind wir imstande, die Wirkung von % in der Ortsdarstellung anzu- 
geben. Wegen der HERMITEIizität von % gilt nämlich 


wlrn= rund = +. ln; 


dabei ist zu beachten, daß jetzt — im Gegensatz zu Gl. (16) — ein +-Zeichen 
stehen muß, weil ein komplexer Faktor im bra-Vektor konjugiert komplex aus 
dem Skalarprodukt heraustritt. Man erhält also die Komponenten (u, | 49) = 
f(x) des Vektors | % p) in Richtung der Ortseigenvektoren |u,), indem man 
die Komponenten «u, |9) = 9 (x) differenziert, 


| se =+t do) j (18) 
eo uer), 


Der HAMILToN-Operator eines Teilchens im Potential Y (=) 
1 
H#H =, R+Y e) (19) 
bewirkt damit die Ve an 


u = {gu + Val Im. (20) 
Hieraus folgt wegen der HERMITEIizität von 


| D= Are = | at rolo|. (208) 


Diese Gleichung gibt also an, wie man aus einem beliebigen Vektor |p), der die 
Komponenten <u,|p) = (x) hat, den Vektor | 9) mit den Komponenten 
w| Hp) = Hyple) erhält (Wirkung des HAMILToN-Operators in der Orts- 
darstellung). 
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Die SCHRÖDINGER-Gleschung für die Wahrscheinlichkeitsamplitude D (x, t) 
[G1. (3.5-43)] der eindimensionalen Bewegung eines Teilchens im Potential 
V (z) lautet daher 

h 88(z,t h? 02 
Bel, [- dt 120)0220 (21) 


x 


Sie hat dieselbe Gestalt wie die Gl. (1.3-32) für die Materiefeldverteilung % (x, t) 
[vgl. dazu 3.1 $ 4]. 
Aufg. 84: Welche Wirkung besitzt der Translationsoperator in der Ortsdarstellung ? 


Aufg. 85: Wie transformiert sich die Wahrscheinlichkeitsamplitude ®(x, t) bei einer GALI- 
LEI-Transformation ? 


Aufg. 86: Wie lauten die Matrixelemente von =, £, # in der Ortsdarstellung ? 


Aufg. 87: Man verifiziere die Vertauschungsrelationen zwischen z und % in den Matrixele- 
menten der Ortsdarstellung. 


Aufg. 88: Welche Gestalt muß die Wahrscheinlichkeitsamplitude © (x) besitzen, damit sich 
in der Unschärferelation zwischen Impuls und Ort das Gleichheitszeichen ergibt ? 


$ 2. Eigenwertprobleme in der Ortsdarstellung 


In der Ortsdarstellung werden die Eigenwertgleichungen zu Differentialglei- 
chungen. 


Für die Eigenvektoren |u,> des Impulsoperators, 
Au = pw»: (22) 
erhält man durch skalare Multiplikation mit <u,| die Ortsdarstellung 


<u,| Au = A U,(®) = pu,(R), 
die nach Gl. (18) zur Differentialgleichung 


d ’ 
& un = pu,(e) (23) 
wird. Die Integration ergibt 
u,(@) = cer” (24) 
Aus dem Orthonormierungsintegral 
Er +0 pm) 
! oO, =lelt [ er "42 = | 2rhd(p — p') 
oo oo 


erhält man c = (2rk)1'? — bis auf eine willkürliche Phase — und damit die 
auf die d- Funktion orthonormierten Impulseigen funktionen 


(25) 


Die Eigenwerte p des Impulsoperators liegen kontinuierlich auf der p-Achse 
zwischen — oo und + . 
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Führt man eine in der Grenze scharfe Ortsmessung aus, so lautet nach 
Gl. (3.3-32) der Zustandsvektor nach dieser Messung 


8) = |u,> Var. 
Die Wahrscheinlichkeit, daß bei einer unmittelbar darauffolgenden Impuls- 
messung der Impuls im Intervall p... p + dp liegt, ist dann nach Gl. (3.3-35) 


dx dp (26) 


W,.p+ip — xo| u,) ? dp = IX, | u.) P dzdp = ach ’ 


f] 
also unabhängig von p. Jeder Impulswert ist gleich wahrscheinlich; man kann 
nach einer scharfen Ortsmessung keine Aussagen über den Ausgang einer Im- 
pulsmessung machen. 


Die Energieeigenvektoren |u;), definiert durch die Gleichung 
KH \u» =E lu); (27) 


bestimmen sich in der Ortsdarstellung (u, | ug) = uz(x) nach Gl. (20a) aus der 
Differentialgleichung 

[45 + Vi} ugle) = Eugle) (28) 

U 2m da E EIT® 7 
die mit der in der Wellenmechanik (1.5 $ 1) angegebenen, zeitunabhängigen 
SCHRÖDINGER-Gleichung formal übereinstimmt. Wir können daher alle dort 
abgeleiteten Ergebnisse über die Struktur der Energieeigenfunktionen 4; (x) 
und die Energieeigenwerte Z, sowie auch die dort behandelten Beispiele überneh- 
men. Lediglich die Interpretation der Lösungen ist jetzt eine völlig andere. Es 
handelt sich nicht mehr um eine stationäre Verteilung des Materiefeldes, sondern 
um Wahrscheinlichkeitsamplituden. Es ist nämlich 


Xu; | u) ? de = |u; (a) ? de (29) 


die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das System unmittelbar nach einer Energie- 
messung (mit dem Ergebnis E) bei einer Ortsmessung im Intervallx...2 + dx 
angetroffen wird, oder auch die Wahrscheinlichkeit, nach einer Ortsmessung 
(mit dem Ergebnis x... x + dx) bei einer Energiemessung den Eigenwert E zu 
finden. Diese Wahrscheinlichkeit wirdi. allg. nicht zur Sicherheit, weil die Obser- 


vablen Energie und Ort nicht verträglich sind ; der Kommutator [3F, z] = _ & 


ist ja — wegen des Beitrags der kinetischen Energie in X — von Null ver- 
schieden. 


S3. Kontinuitätsgleichung, Stromoperator und Grenzbedingungen 


Für das wellenmechanische Verhalten an Unstetigkeitsflächen war die Kon- 
tinuitätsgleichung (1.4-4) — als Folge der ScHRöDINGERschen Feldgleichung — 
von entscheidender Bedeutung. Wir wollen nun eine entsprechende, quanten- 


18 Fick, Quantentheorie 
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theoretische Gleichung in Operatorform herleiten. Die Wahrscheinlichkeitsdichte 
für eine Ortsmessung ist gegeben durch den Erwartungswert des Projektions- 
operators 


Pu = ru] = dl — 21), )) 
der die Observable ‚‚Ist das System im Zustand |u,> ?‘“ beschreibt. Der Operator 


Pius bedeutet daher die Observable ‚Wie verändert sich die Entscheidung, 
ob das System im Zustand |u,) ist, zeitlich ?“ (vgl. 3.2 $ 1 und 3.3 $ 5). Der 
Erwartungswert 


e d d 
BIFSDE HP PD = tr 


bestimmt die zeitliche Veränderung der Wahrscheinlichkeitsdichte w,. Für 9, 
und 9,,, gilt nach Gl. (3.2-29) der Zusammenhang 


Fun = Fun). (30) 
Setzen wir den speziellen HAMILTON- Operator 
ze 
#- +7 (31) 
ein, so ergibt sich wegen der Vertauschbarkeit von Y (=) mit 9, 
© i i 
Pu = za [Pr Pin] = Sam U Pu) A+ PA Pund-  (82) 


Den Kommutator [%, 9,,,] können wir mittels Gl. (16) ausrechnen. In An- 
wendung auf einen beliebigen Vektor |p) erhält man nämlich 


[4 Puzy] IP> = |% U.) u, | pP — |%,> (U, | f 9) 
(Se ud + 5 (192) 


tl) u Id), 


I 


hd 
[% Paz] = F3 ds Pus* (33) 


Die Gl. (32) nimmt damit die Gestalt einer Kontinuitätsgleichung in Operator- 


form an, 
[9u+2=0]. (34) 


wenn man als (HERMITEschen) Stromoperator definiert 
E 1 
Ir = Im Pin) Pt PP) |: (35) 


1) Die zweite Gleichung folgt unmittelbar aus der Spektraldarstellung, durch die 
(= — x 1) definiert ist (2.3 $ 3). 


[4.1 84] 4.1. Systeme mit Observablen #(z, £) 275 


Dieser Operator bedeutet natürlich nicht eine gleichzeitige Messung von Ort und 
Impuls, sondern er stellt vielmehr die Observable (Impuls) - (Ist das Teilchen 
am Ort x ?)‘ als Ganzes dar, also einen mit einem ortsabhängigen ‚Gewicht‘ ver- 
sehenen Impuls. Es gilt 


+00 


[ 4.42 = pm. (36) 
—oo 
Der Erwartungswert des Stromoperators im Zustand |®> 
5 E 1 
rd AD=5,KD|u)<u| ADD +KD| Ku) <u, |8)) 
[7 dd do* 
FR - 

ist formal derselbe Ausdruck, den wir für das SCHRÖDINGERsche Materiefeld 
gewonnen haben [Gl. (1.4-5)], aber jetzt gebildet mit der Wahrscheinlichkeits- 
amplitude (x). Die dort abgeleiteten Grenzbedingungen übertragen sich also 
auf D(x). 

Die Ergebnisse (34) und (35) lassen sich nach $ 6 sofort ins Dreidimensionale 


erweitern. Im Magnetfeld tritt anstelle von /lm die Geschwindigkeit = [vgl. 
auch Gl. (1.4-11)]. 


Aufg. 89: Man berechne den Kommutator [z, Z,]. 


$ 4. Impulsdarstellung eindimensionaler Probleme 


Die im $ 1 angestellten Überlegungen lassen sich mutatis mutandis für die 
Impulsdarstellung durchführen: 
Aus der Gleichung 
F,4=-%4% (88) 


folgt, daß auch der Impulsoperator % für die betrachteten eindimensionalen 
Probleme vollständig ist. Die Impulseigenvektoren |w,), definiert durch 


f |%,> =p |u,> > (39) 
bilden also ein vollständiges Basissystem. Der unitäre Operator 


i 
F(p) =er” (m = beliebige, reelle Zahl) (40) 
repräsentiert eine Translation um 9, im Impulsraum, 
F (po) |u = |W4n2- (41) 


Hieraus ersieht man noch einmal, daß die Impulseigenwerte p kontinuierlich 
zwischen — oo und + oo liegen. Die durch 


Un | Ur) — 8(p = p) (42) 
orthonormierten Eigenvektoren |w,) haben die Dimension (Impuls)-!!2, 
18* 
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Die Ko t 
e Komponenten D(p) = (u, |) (43) 
des Zustandsvektors |®) stellen die Wahrscheinlichkeitsamplituden für eine 
Impulsmessung dar, nrap = Op)? dp (44) 


ist die Wahrscheinlichkeit, daß das Teilchen im Zustand |®) einen Impuls im 


+9 
Intervall p...p + dp besitzt (|O |? = [ |Bd dr = 1). 


—00 
Die Wirkung des Ortsoperators in der Impulsdarstellung ergibt sich aus dem 


infinitesimalen Impuls-Translationsoperator /(dp,) =1 + z® 8p, zu 


[=1% ++ te]. (45) 


Hieraus folgt für (u, |2pg) =zo(p) 


| eh. (46) 


Im Gegensatz zur Wirkung des Impulsoperators in der Ortsdarstellung [Gl. (16) 
und (18)] sind also die Vorzeichen gerade vertauscht. 


Schließlich seien die Zigenfunktionen von Ort und Impuls in den beiden Dar- 
stellungen zusammengestellt: 


Eigenfunktion des 
Ortsoperators 2 Impulsoperators % 


=|u,> = x |u,) | I1,> = ? |w,> 


i— 


in Orts(#)- 2 f | 2 1 m 
Dossislung wen) =-IE- 2) Beulen er 
in Impuls(p)- R 1 _ —pr = = 
Darstellung N =u,(p) = Var a | = w(P) = d(p — pP) 


(47) 


Der Zusanımenhang zwischen den Komponenten von |®) in der Orts- und 
Impulsdarstellung B(z) <> ©(p) }) 


ist nichts anderes als eine FouRIER-Transformation, die man im Kalkül des 
unitären Raumes einfach durch Einschieben von „Zwischenzuständen‘‘ erhält, 


+00 +00 1, 
Da) == [ u lu) |] ER Hlp)dn, 
se ua (#8) 
D=wm|D- [ wu m |D de — | e *’ ode. 


1) @(xz)und ©(p) sind natürlich verschiedene Funktionen ! 
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$ 5. Der Hamilton-Operator in der Impulsdarstellung, 
Beispiel: Teilchen unter dem Einfluß einer konstanten Kraft 


In der Impulsdarstellung ist die kinetische Energie multiplikativ, so daß man 
nach Gl. (2.2-27) für den HAMILToN-Operator erhält 


+ 
Ho) = Erle) + [ Vom)o@)ar |. (49) 
Dabei sind 
ı +» -0-P)z 
vB9)=@w| You =z J Va)e de 


die Matrixelemente des Potentials in der Impulsdarstellung. Berücksichtigt man, 
daß nach GI. (46) der Ort in der p-Darstellung — 2 . lautet, so kann man an 
Stelle von Gl. (49) auch schreiben 


17 90) = an + V(a=- al) (49a) 


Als Beispiel eines Energieeigenwertproblems in der Impulsdarstellung behan- 
deln wir ein Teilchen, das unter dem Einfluß einer konstanten Kraft X = c1, 


d.h. = —cz steht. Die Eigenwertgleichung lautet 
2° Rh d 
(+ ren) Ele) = Hulp), 
oder 
du, _ i p® 
ze 
Die Lösung 


ergibt im Normierungsintegral 


+00 -Foo LE-E')» 
[S wow odap=|C! [ &® 


oo —0o 


dp = |OP 2rkcä(E — EP). 


Die möglichen Energieeigenwerte sind kontinuierlich (auch in der klassischen 
Behandlung gibt es keine gebundenen Zustände). Die orthonormierten Eigen- 
funktionen lauten 


1 fü 
uno) = a PB m)} (60) 
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Die Behandlung dieses Eigenwertproblems in der x-Darstellung führt auf eine 
nicht elementare Differentialgleichung. Ihre Lösung u; (x) erhält man aus (50) 
durch FourIEr-Transformation. Man gelangt dabei auf Zylinderfunktionen mit 
dem Index !},. 


Im Prinzip ist natürlich keine Darstellung des unitären Raumes vor einer 
anderen ausgezeichnet. Esist eine Frage der Zweckmäßigkeit, in welcher Dar- 
stellung man eine Rechnung ausführen will. 


Aufg. 90: Wie lauten die Eigenfunktionen der kinetischen Energie in der Impulsdarstel- 
lung ? 


Aufg.91: Ein Teilchen befinde sich in einem PotentialY = — v d(z). Man untersuche 
das Eigenwertproblem von 5 in der Impulsdarstellung. 


8 6. Orts- und Impulsdarstellung von Systemen 
mit mehreren äußeren Freiheitsgraden 


Für die kartesischen Orts- und Impulskoordinaten z,. 4, eines Teilchens im 
dreidimensionalen Raum (i = 1, 2,3) oder auch mehrerer Teilchen @ =1,...,3N) 
gelten ebenfalls die Vertauschungsrelationen (3.2-8 bis 10). Besitzen die Teilchen 
keine inneren Freiheitsgrade, wie den Spin, so sind alle ihre Observablen 7 
Funktionen der Operatoren z,, %,. Aus der Operatorgleichung (3.2-17) folgt 
damit, daß alle Observablen. die mit den =, vertauschbar sind, unabhängig von 


F 
den Impulsoperatoren %, sein müssen (7 — 0). Es sind also nur Funktionen 
F (=: &y -.., 2gy) mit den =, vertauschbar. Alle kartesischen Ortsoperatoren 
x, bilden daher einen vollständigen Satz verträgiicher Observabler (Kap. 3. 4), 
ihre gemeinsamen Eigenvektoren spannen den unitären Raum U des N-Teil- 


chenproblems auf.!) 


Durch völlig analoge Überlegungen folgt aus Gl. (3.2-18), daß auch die Ge- 
samtheit aller kartesischen Impulsoperatoren %, einen (anderen) vollständigen 
Satz verträglicher Observabler bildet. Mit ihren Eigenvektoren kann man eben- 
falls den unitären Raum aufspannen. 


Weil alle Operatoren =,, fr mit verschiedenen Indizes vertauschbar sind, kön- 
nen wir nach 3.4 $3 den unitären Raum als Produktraum 


U=-UxWX.-UX Ur (51) 


aufbauen. Die einzelnen unitären Räume U, beschreiben eindimensionale Pro- 
bleme in der i-Achse. Die Struktur ist uns aus den vorangehenden Untersuchun- 
gen eindimensionaler Probleme hinlänglich bekannt: Der Raum U, wird auf- 
gespannt von den Eigenvektoren |w,,> von z, (oder auch von den Impulseigen- 


1) Sind die N Teilchen insbesondere alle gleich, so ergibt ihre Ununterscheidbarkeit eine 
Einschränkung der möglichen Zustandsvektoren (Kap. 4.5). 
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vektoren |u,,)); die Eigenwerte x, können (ebenso wie die Eigenwerte ?,) kon- 
tinuierlich alle reellen Werte zwischen — oo und + oo annehmen. Es gilt 


+09 
Un, | u.) = dm, — &), I |u,,2 u, | de; = J in u. (82) 
x 
Der Produktraum U wird nach 2.4 $ 1 aufgespannt durch die direkten Pro- 
dukte 
[un u UM >. . | um = a |%,, >> (53) 
Sie sind die gemeinsamen Eigenvektoren aller Operatoren =, in U. Wegen 
Gl. (52) sind diese Vektoren auf die d-Funktion normiert, 
Ce [un lıy U =Ia, — 3), — 3)... Hagy — Sn) (59 


und vollständig, 


+00 +00 
Ss Sf ar) lege (55) 
—00 —00 5 


Für die Ortseigenvektoren eines Teilchen im Dreidimensionalen schreiben wir 


zusammenfassend 
| U, U, U) == wo]. (56) 
wobei also gilt 


wur =de—r) und [| <u,| dir = 1. (57) 


Mit dieser Schreibweise erhalten wir für N Teilchen 
|, + 4? = Ei u). (58) 
Projizieren wir den Zustandsvektor |®) von N Teilchen auf die Vektoren (58) 
(Ortsdarstellung), so ist nach den allgemeinen Überlegungen von 3.3 $5 
u... ,,|@5 ae dee Br, 0 a (59) 
die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen 1 am Ort r, im Volumenelement d?r,, das 


Teilchen 2 am Ort r,im Volumenelement d?x, usw. anzutreffen. 


Für die Wirkung des Impulsoperators ya des v-ten Teilchens in der Ortsdar- 
stellung <u,, ... %, | = @(tı, ..., ty) erhalten wir analog zu Gl. (18) 


hr) Vplenty): (60) 


Damit ergibt sich für den HAMILTON-Operator mehrerer wechselwirkender Teil- 
chen, 


2 


1! #7 er 
KHK = et pH Zn): (61) 


> 
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in der Ortsdarstellung die Eigenwertgleichung 


N 
x 32 
(- > mt Fi ) Ulli cr ty) = Bügltys..-sty) |- (62) 
v-1 


Die SCHRÖDINGER-@leschung (3.5-43) für die Wahrscheinlichkeitsamplitude 
Dt. ...,ty, ib) von N Teilchen nimmt die Gestalt 


(63) 


an. 


An Stelle der Ortseigenvektoren (53) lassen sich natürlich auch die Impuls- 


eigenvektoren 3X 
|%, RR Ma) — a [4,2 (64) 


verwenden, um den unitären Raum aufzubauen (I/mpulsdarstellung). Sie 
sind in gleicher Weise orthonormiert und vollständig. Für das Skalarprodukt des 
Impulseigenvektors eines Teilchens, 


[> = (Up, Up, Up; (65) 
mit |u,) ergibt sich nach Gl. (25) und (2.4-3) 


i 
1 nr 
——,e A 66 
Varh" > 


Ku, | U,) = 


Aufg. 92: Eine Ortstransformation = -> z’ wird durch einen unitären Operator 2 der Eigen- 
schaft 


= 


Dz 9t= : (z) 
beschrieben (Kap. 3.6). 
a) Welche Wirkung hat Zin der Ortsdarstellung ? 1 
b) Wie lautet in der Ortsdarstellung die Invarianz von # = 5 vi +Y (z) 
gegenüber der Ortstransformation 2? 


Zweites Kapitel 


Der harmonische Oszillator 


In der geschichtlichen Entwicklung der Quantentheorie spielte die Behandlung des har- 
monischen Oszillators eine bedeutende Rolle (Kap. 1.1). Seine wichtigste Anwendung findet 
er heute einerseits in der Theorie der Molekül- und Kristallschwingungen, andererseits 
bildet er durch seine enge Beziehung mit elektromagnetischen Wellen und Materiewellen 
eine gewisse Vorstufe für das Verständnis der Quantenfeldtheorie. Gerade im Hinblick 
darauf werden wir das Eigenwertproblem des HAMmILTon-Operators eines Oszillators zu- 
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nächst nicht in einer speziellen Darstellung angehen, sondern es aus der Struktur der Ver- 


tauschungsrelationen lösen — ähnlich der Behandlung, die wir beim Orts- und Impuls- 
operator durchführten. 


$ 1. Der Operator # 


Die rücktreibende Kraft X = —kz des (eindimensionalen) harmonischen 
Oszillators führt zur potentiellen Energie 


Y («) = Far [, (1) 


wobei ® = Vkim die Schwingungsfrequenz bedeutet. Es ist die Aufgabe, die 
Eigenwerte und Eigenvektoren des HAMILTON-Operators 


= ar ze (2) 


zu bestimmen. Wir definieren dazu den IE TERMIN) Operator 


= (Ymo mo= + ner f)- (3) 
Der dazu adjungierte en lautet wegen der HERMITEizität von = und % 
mw F= : 4 
vr Vroe- nun) (4) 
Durch Addition bzw. Ron erhalten wir die Auflösung nach = und % 
SUB de 
1 ı/kmw 
=-V— E—- ). 
Die Vertauschungsrelationen zwischen = und % finden ihren Niederschlag in 
denen zwischen £ und #?. Aus 


pe-ap-W-N EHEN - EHE =%ı 


folgt 


Der HAMILToN-Operator (2) wird durch Gl. (5) eine Funktion von / und #*, 
s i 
-T{-@-fP ++ 
Ruyp 
= Zuet+l, 


wofür wir wegen der Vertauschungsrelation (6) auch schreiben können 


[+ =n0(#16 +49]: (7) 
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Wenn es gelingt, den: HERMITEschen Operator 


unter Berücksichtigung der Vertauschungsrelation (6) zu diagonalisieren, so 
ist auch das Eigenwertproblem von # gelöst. Wir leiten dazu zunächst noch 
einige Vertauschungsrelationen zwischen » und £ bzw. ft ab. Aus Gl. (6) er- 
gibt sich 
En =ttit= (tt 4 Ne=ab+L 
und 
Mn EEE Nut! —, 

also 

K,a]=f und H,2]=—#. (9) 
Hieraus folgt 

Pn=lbtln= ba +1) = 4+HN)P + = nal +2 8 

und 


Mal! alt! (a NE = (an -N)ER Er = alt? — 2ER 


usw. für beliebige positive Potenzen, 
[£?, 2] = get, [E!%,2]= — gE'| (q = pos. ganz). (10) 


Aufg. 93: Man berechne % Wie lautet im Hzısengerg-Bild £#(t) ? 


$ 2. Das Eigenwertproblem von # bzw. 2 =! # 


Sind n die Eigenwerte des Operators » und |u,„) die zugehörigen Eigenvekto- 
ren, 


» |ws = nl), (11) 
so liefert die Anwendung der ersten Operatorgleichung (10) auf |w,„> 
» Ku, = (n — q) Yu,>, (12) 
d.h., | £? u,» ist ebenfalls Eigenvektor von », aber zum Eigenwert n — 9, 
ru,» = cm, Dun. (13) 


c(n, q) ist ein aus der Normierung zu bestimmender Faktor (Aufg. 94). Wendet 
man die zweite der Operatorgleichungen (10) auf |u,) an, so erhält man 


„lu = (n +g) Eu,»; (14) 
d.h., |£}@ u,„> ist Eigenvektor von » mit dem Eigenwert n +9, 
Eu) = ce’ (n, g) [un .02- (15) 


c’(n, 9) bestimmt sich wieder durch Normierung. 
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Wir erhalten damit für den Operator » die Reihe von Eigenwerten mit den 
zugehörigen — noch nicht normierten — Eigenvektoren 


Eigenwert: .., 2r+g9..,r+]1 nn n-—1..,n—g,... (16) 
Eigenvektor: ..., ettu,>, u Bd de 


Der Operator /#? erzeugt also einen Eigenvektor mit einem um eins größeren 
Eigenwert, während durch / ein Eigenvektor mit einem um eins kleineren Eigen- 
wert entsteht. 


Die Länge des Vektors |#2*!u,) steht mit jener von |#?u,) in dem Zu- 
sammenhang 


Ieett«, |? en a a = u, u,) =(n — q) a u,|®. (17) 


Weil die Länge eines Vektors stets positiv sein muß, darf n — q nicht negativ 
werden. Da g eine positive, ganze Zahl ist, müssen die Eigenwerte n positiv ganz 
sein 


W002 (18) 


In diesem Fall verschwindet nämlich für Qmax = n die Länge || £"*! u, ||, d.h. 
£"*! u,» = 0. Damit ist aber auch das Verschwinden aller höheren Potenzen 
gegeben, die Reihe (16) bricht nach rechts ab. Die Eigenwerte (18) und nur diese 
gewährleisten, daß die Länge der Eigenvektoren nicht negativ wird. 


Die Eigenwerte der Oszillatorenergie 


[7 =ko(n +5) (19) 


N 


sind äquidistant (Fig. 75). Den Abstand Aw zweier benachbarter Energieterme 
nennt man ein Schwingungsquant. Befindet sich der Oszillator im Energiezustand 
E,, so sagt man dafür auch: Essind n Schwingungsquanten angeregt; ». ist der 
Operator der Anzahl der Schwingungsquanten. Ihre unmittelbare Anwendung 
findet die Energiebeziehung bei den Schwingungen zweiatomiger Moleküle, deren 
Schwingungsspektren dadurch erklärt werden. Die Schwingungen mehratomiger 
Moleküle und die Gitterschwingungen eines Kristalls lassen sich auf eine Reihe 
von „Normalschwingungen‘“ mit verschiedenen Oszillatorfrequenzen w zurück- 
führen, d. h., ihr HAMILTON-Operator besteht aus einer Summe von Operatoren 
der Gestalt (7). Die Schwingungsquanten einer bestimmten Frequenz & bezeich- 
net man dann auch als ‚‚Phononen‘‘ dieser Frequenz. Berechnet man die bei einer 
bestimmten Temperatur (3.7 8 2) sich einstellende, mittlere Schwingungsenergie. 
so gelangt man zur Theorie der spezifischen Wärmen (DEBYE, EINSTEIN) 
(vgl. 1.18 1b). 


\ 
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Im Gegensatz zur PLanckschen Hypothese ist die tiefste Oszillatorenergie 
nicht Null, sondern %w/2. Die Existenz dieser Nullpunktsenergie ist schon aus der 
Unschärferelation ersichtlich. Nach der klassischen Mechanik müßte nämlich bei 
E = 0 sowohl x als auch p verschwinden, was eine gleichzeitige, scharfe Angabe 
von kanonischen Größen bedeuten würde. Daher ist die Energie Z = 0 nicht 
möglich. Dieses Argument gilt übrigens für eine beliebige Potentialmulde, weil 
im Minimum x und » stets genau definiert wären: Gebundene Zustände müssen 
eine Nullpunktsenergie besitzen. 


Der Operator / ist „Vernichtungsoperator‘‘ eines Schwingungsquants (Pho- 
nons), 


2 us seln, 4>- 


Aus der Normierung 


n 


L 1 
1= tn |) = le]? eu Eu» — TeR <u, | u.) =rcE 
folgt 
t 


U Yr ee (20) 


Der Operator #? hingegen ist ‚„‚Erzeugungsoperator“ eines Schwingungsquants, 


& [> =# %41)- 


Mit 
1 A. 
1= (Wm41 | W%ı) = TeE er u, u) = Te u, |£ Eu) 
1 1 
= Tom Men la + 1) "in 
erhält man 


| u = Vn +1? j (21) 


Die Eigenvektoren |u,) lassen sich aus dem tiefsten Energiezustand |“), 
definiert durch 


lu =0, (22) 


durch Anwendung von £?" aufbauen. Ist der tiefste Zustand normiert, ||u,|! = 1, 
so ergeben sich die normierten Eigenzustände |w„) bei n-maliger Benutzung von 


Gl. (21) zu 
| lu,) = ve erw]. (23) 
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Die Wirkung des Orts- bzw. Impulsoperators auf die Energiezustände erhalten 
wir nach Gl. (5), 


= |u) = gen (Vn n-ı? + Vn+1 4412) ’ 
(24) 


1 ı/kmo 


slw=- — (Vn |? — Vn+1 ad); 


1 


Da der HAmILToN-Operator (2) vollständig ist (Aufg. 95), bilden die Vektoren 
| „> einen vollständigen Satz orthonormierter Basisvektoren, 


U | U) = dns 2, |%.> Ku | =1. (25) 


Jeden beliebigen Oszillatorzustand |®) erhält man also durch Entwicklung nach 
den Energieeigenvektoren |u,)>, 


|9 = > u», mit 8, =«,!|D. (26) 
n=0 


Aufg. 94: Wie lauten die Normierungskoeffizienten c (n, g) und c’(n, g) in Gl. (13) und (15) ? 
Aufg. 95: Warum sind die Energiezustände des Oszillators vollständig ? 


Aufg. 96: Zur Zeit t = O0 befinde sich ein Oszillator im Grundzustand E,. Wie groß ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß er zur Zeit t im angeregten Zustand E, ist, wenn eine 
zeitabhängige äußere Kraft auf ihn wirkt ? 


Aufg. 97: Man bestimme die Energieeigenwerte eines geladenen Teilchens in einem homo- 
genen Magnetfeld. 


$ 3. Matrixelemente in der Energiedarstellung 


Die Gl. (20) liefert für die Matrixelemente 5,” = <u, | £u„> unmittelbar 


u 
A, N) yı 
Dan’ = Vr nn. = 2 v2 v3 0 (27) 
0 y3 
0 erg 
und entsprechend 
0 
vı 0 0 
Bu = Vr Et &n,m’+ — v2 0 P (28) 
3.09 
0 re x 
0 
1 Ö 
Ann = dan = 2 . R (29) 
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Alle in $1 und $2 angegebenen Operatorgleichungen können als Gleichungen zwischen 
unendlichen Matrizen geschrieben werden, z. B. 


0 yı 5 0 
FE ar RR en 
Ian! = ) mo (Yn dn,n-ı on "+ 1. Ben =: y amo v2 is Kal ca) 
0 ar { 
1 ı/kmo Er 
Du VE ya a VE Bun) 
—/-11.0 WW. 
— 1 /Amo =ys 0/8 . (81) 
1 2 0 —Y3 0° 


Aufg.98: Man verifiziere Energieeigenwertgleichung sowie die Vertauschungsrelation 
zwischen = und 4 direktin den Matrizen der Energiedarstellung. 


Aufg. 99: Wie großsind die Orts- und Impulsunschärfen eines Oszillators, der sich in einem 
Energieeigenzustand befindet ? 


$ 4. Oszillatoreigenfunktionen in der Ortsdarstellung 


Der Operator f bewirkt in der Ortsdarstellung, daß einer Funktion 
u, |P> = P(x) die Funktion 


eo) = | = 5 (Vmaz+ na) re) 


zugeordnet wird. Führen wir die dimensionslose Größe 


e=V 2 (32) 
ein, so erhalten wir in dieser Variablen 
98 = -(i+)#W. (83) 
und entsprechend 
ao = (=). (84) 


Aus der Definitionsgleichung (22) für den Energiegrundzustand folgt in der 
Ortsdarstellung <u, | u) = up(%) die Differentialgleichung 


(E + 22) uote) = 0. (85) 


Durch Trennung der Variablen erhalten wir 


Bi — = Er 


un 
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oder 


ule) = ner. (36) 
Die Normierung 


+00 a +9 j 
=. oa dr = GP fetde=|0} 
x 00 


ee Du (37) 


liefert 


Die angeregten Energiezustände u,(£) ergeben sich durch Anwendung von 
En {'!" auf den Grundzustand, d.h. 


Yn! 
Tre ie (8%) 


Diese Gleichung läßt sich noch etwas umformen, wenn man berücksichtigt, daß 
für eine beliebige Funktion p(£) die Identitäten 


u(d) = 


(E-)v0 = - et? erg], 
(e-2) vote lee), (39) 


a n a0 de. 
(e _ 3) p(E) = (—1) Re [e-72 p(&)] 


gelten. Mit p(£) = e*? nimmt Gl. daher die Gestalt 


n.+a 4" a 
ud) = —1j*e a e 
an. Nennen wir 
A, = (Ve Let, (40) 


de” 


so schreiben sich die normierten Oszillatoreigenfunktionen in der Ortsdarstellung 


(41) 


Die Funktionen H,„(£) werden durch Ausdifferenzieren von Gl. (40) zu Polynomen n-ten 
Grades und heißen HErmITEsche Polynome. Man findet 


H,=1, H, = (2£6)°— 6(28), 
H,=26£, H, = (284 — 12(26)2 + 12, (42) 
= (2£)? — 2, HA, = (28) — 20(28)° + 60(2£), usw. 
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Wendet man die Gleichungen (33) und (34) auf die Eigenfunktionen u„(£) an, und berück- 
sichtigt man die Gleichungen (20) und (21), so ergeben sich die Relationen 


2E H„n = 2nHnı + Has» (43) 

H„=2nH,.- (44) 

Diese Gleichungen lassen sich natürlich auch mittels Gl. (40) verifizieren. Gl. (43) dient zur 
rekursiven Berechnung der Polynome. Aus (43) und (44) folgt die Differentialgleichung 


2. Ordnung 
H% — 2EH, + 2nH,=0. (45) 


Die Orthonormierung der u,„(x) geht über in 
+% 
[ ec" Ho H.(0 de = Mn! Yr dm. (46) 


—oo 


Die Eigenfunktionen u, (£) haben bezüglich des Nullpunktes die Symmetrie- 
eigenschaft 

u„(-8)=(-1"u(). (47) 
Für reelles & sind die u,(£) reell und 
haben n Nullstellen. In dem Gebiet der 
klassischen Oszillatorbewegung sind 
die u,(£) konkav zur &-Achse; außer- 
halb dieses Gebietes klingen die Funk- 
tionen ab, und zwar wie &* e-#2 für 
€> + oo. In Fig.75 ist der Verlauf der 
niedrigsten Eigenfunktionen wieder- 
gegeben. Ihr Quadrat u?(x) gibt die 
Wahrscheinlichkeitsdichte an, das Teil- 
chen an einem Ort x anzutreffen, 
wenn unmittelbar vorher der Ener- 
giewert E,, festgestellt wurde. 


Yin 


n= 
5 


En 


Schreibt man den HAMILTON-Ope- 
Fig. 75. Eigenwerte E,„ und Eigenfunk- rator (2) in der Ortsdarstellung, so 
tionen w,(#) im Oszillatorpotential V(x) erhält man für w,(x) die Differential- 
gleichung 2. Ordnung 
h2 de m @? 
-5=+% 22] u,(@) = E,u,(@). (48) 
Eine genauere Untersuchung dieser nichtelementaren Differentialgleichung zeigt, 
daß sie nur für &, = ko (n + 5) mitn = 0,1, 2,... Lösungen besitzt, die für 


x — + oo nicht divergieren!). Mittels der Substitution u, = C,H, (E)exp (— &2/2) 
gelangt man zur Differentialgleichung (45). Wir wollen diesen Weg hier nicht 


1) Auch auf diesem Weg ergibt also die Forderung, daß |w„> ein HILBERT-Raum-Vektor 
ist, die Lösung des Eigenwertproblems. 
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weiter verfolgen, weil wir mit Hilfe der Methoden des unitären Raumes ein we 
sentlich eleganteres, darstellungsunabhängiges Verfahren kennengelernt haben 

Der HAmILTON-Operator (2) ist — bis auf Faktoren — in zund % symmetrisch. 
Die Energieeigenfunktionen in der Impulsdarstellung haben daher dieselbe Ge- 
stalt wie in der Ortsdarstellung. Man findet 


u a et (m). 


mwhr Var n:  Ymorh 


Drittes Kapitel 
Quantentheorie des Drehimpulses 
$ 1. Das Eigenwertproblem des Drehimpulses 


a) Vertauschungsrelationen 


Die Überlegungen von 3.6 $ 6 zeigten, daß die Definition des Drehimpulses 8 
auf der Isotropie des Raumes beruht und daß die Eigenschaften der Raumdre- 
hungen auf die Vertauschungsrelationen der Drehimpulskomponenten $,, I 
$. führen. Wir wollen daher bei der Behandlung des Eigenwertproblems allein 
von den Vertauschungsrelationen 


YII1=-18. WII di=-394,| © 


Gebrauch machen und von der speziellen Realisierungdurch den Bahndrehimpuls 


Z = 2x % (3.2 $ 3c) zunächst absehen. Man erhält damit eine Mannigfaltigkeit 
von Eigenvektoren, die nicht nur den Bahudrehimpuls, sondern auch den Spin 
und schließlich die aus mehreren Drehimpulsen zusammengesetzten Drehimpulse 


51 =D BF ($ 7) umfaßt. Aus den Vertauschungsrelationen (1) folgtin einer zu 
3.2 $ 3c analogen Rechnung, daß der Operator des Drehimpulsquadrates 


F-REHFEHR 2) 


mit allen Komponenten vertauschbar ist, 


| I,4 2] @) 


Die Nichtvertauschbarkeit der Drehimpulskomponenten untereinander be- 
deutet, daß es nicht möglich ist, alle drei Komponenten des Drehimpulses eines 
quantenmechanischen Systems gleichzeitig scharf zu messen. Wegen der Ver- 
tauschbarkeit aller Komponenten mit dem Betrag des Drehimpulses ist es jedoch 
möglich, irgendeine Komponente des Drehimpulses — man wählt hierfür in 


19 Fick, Quantentheorie 
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willkürlicher Weise im allgemeinen die z-Komponente — gemeinsam mit dem 
Betrag gleichzeitig zu messen. Es besteht die Aufgabe, die Eigenwerte dieser 
beiden Operatoren und ihr gemeinsames System von Eigenvektoren aufzu- 
suchen. Ähnlich wie bei der Behandlung des Oszillators werden wir wieder dar- 
stellungsunabhängig vorgehen. 


Für die gleichzeitige Diagonalisierung von JF ° und J.ist es zweckmäßig, an 
Stelle von „und 9, neue (nicht HERMITEsche) Operatoren 


S es S = 18 Y (4) 
einzuführen. 4_ ist der zu £, adjungierte Operator. Durch Auflösung der 
Gl. (4) nach £, und £, erhält man 


1 1 
I4ı=374:rFS) Hi: -J). (5) 
Weil 9, und 9, mit B7 ” vertauschbar sind, gilt natürlich auch für | 
und $_ 
EI A (6) 
Für das Produkt $£. $£_ bzw. £_ _f , liefern die Gleichungen (4) und (1) 


3 I II NA FIS,) 


d.h. 


2 
Fe u | — 8 +h$,. (7) 
Durch Subtraktion erhalten wir für den Kommutator 


[I,,$_1= 2hP,, (8) 
während die Addition der beiden Gleichungen (7) für B7 A ergibt 


E43: I-+I-IIH LS. (9) 
Für die Kommutatoren [,, £ ,] findet man nach Gl. (1) 
II: EI, A=- nr. 


Dee, |: (10,) 
Hieraus ergibt sich für 


II: = Ir I tEI) I = II: I thIJ)HhPi 
oder 
I,.I31=+2h83. 


d.h. 
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Fährt man in derselben Weise fort, so erhält man für irgendwelche ganze Poten- 


zen £} 
P,Fil=tnifl m=0l..). (11,) 


b) Die Eigenwerte von F und £, 


-2 
Die gemeinsamen Eigenvektoren von £ und £, genügen den Gleichungen 


2 
— ab? 
F$F \us = ai |w, (12) 
S.\|u> = Mh |u). 
Es sind die dimensionslosen Zahlen «a und M zu berechnen. 


Wenden wir die Gl. (10,) auf die Eigenvektoren |u) an, 
I:I:|W= I, F.|w EhI,.|W= (MLNVRF,|w, (13,) 


so sieht man, daß | _$, u) ebenfalls Eigenvektoren von _$, sind, aber zum Eigen- 


wert (M + 1) #. Außerdem ist | $, u) auch Eigenvektor von Ba zum Eigen- 
wert ah?, weil nach Gl. (6) gilt 


2 2 
FI: lm = IF wahl, wm. (19) 
Andererseits bemerken wir, daß für jeden beliebigen Vektor |p> in 


FD =-RIRD OFEN + 


die einzelnen Summanden stets positiv sind, weil wegen der HERMITEIizität 
<p| JE P> = JS, Pp| SF; p> gilt und die Länge eines Vektors stets positiv ist. 
Lassen wir also die beiden ersten Summanden weg, so erhalten wir die Unglei- 
chung 5 
VI WZGIEPM>O. 


Identifizieren wir |p) mit einem Eigenvektor |) ‚so liefern die Gleichungen (12) 
a> M?’>0 
oder 


Ya sMm<ya, (15) 


d.h., die Eigenwerte M sind nach oben und unten beschränkt: Es gibt einen 
minimalen und einen maximalen Wert M min DZw. Mmax- 


Wendet man die Gleichung (13) speziell auf einen Eigenvektor an, der 
zu M max gehört, 
S: S+ | max? =(M,.+2 BL + |Umax) » 
so ist diese Gleichung nur zu erfüllen (weil M „ax nicht überschritten werden 
kann), wenn 
FI + ma? = 0 (16) 
19* 
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ist. Die Gleichung (7_) liefert dann 


I S: [ad = F-FE HF) una) =(, 


d. h. nach Gl. (12) 


ah — ME - Max = 0. 


max max 


Zwischen a und Mm.x besteht also der Zusammenhang 


= Mn Manz + 1)- (17) 


In entsprechender Weise liefert die Gleichung (13_)in Anwendung auf |w in? 
IF | Umin? = (Main — 2) RI _)| Unia) - 


Weil Min nicht unterschritten werden darf, muß $_|wnin? = 0 sein. Die 
Gleichung (7) liefert damit 


2 
IR |Unin? = (F =, 7 h$,) | Ymin? = 0. 

Nach Gl. (12) ergibt sich hieraus der Zusammenhang 
M, 


min 


a=M 


min ( 


za: (18) 


Wendet man schließlich die Gleichung (11_) auf |u„.x> an, 
I, u N — (Mnax = n) h I! | Umax) 


so kann man stets ein n finden (das Größtmögliche), so daß 


Mar =M 


ma min 


(19) 
ist [vgl. dazu Fußnote!), S. 295]. Aus den Gleichungen (17), (18) und (19) folgt 
Mn.x (M ax 7 I) = N min (Main oz 1) — (M nax u; n) (Mas UT 1) 

oder 
Myax= 7 (m positiv ganz). (20) 


Wir bezeichnen künftig diesen größten Wert Max mit J. Er kann also nur 
ganz- oder halbzahlig sein, . 


(21) 


Die Größe a nimmt damit den Wert J(J + 1) an, und nach Gl. (19) wird 
Min = —J. Für M ergeben sich die 2J + 1 Werte 


(22) 
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Nennen wir die zugehörigen Eigenvektoren |u2?), so lauten die Eigenwertglei- 
chungen 

[Fr = 70 4 12 20072 Ri) (23) 
SF. us> = Mh u) 


Die Eigenvektoren |u2f) sind orthogonal; wenn wir sie normieren, gilt 
Cu | ur 2 = Bay BE. (24) 


Die möglichen Meßwerte des Betrags des Drehimpulses | 51 |ergebensich also 
zu VJ (J + 1). Mißt man nur diesen Betrag (und nicht gleichzeitig auch die 
2-Komponente), so liegt der Zustandsvektor nach der Feststellung eines Meßwertes 


VI (J + 1)% irgendwie in dem (2J + 1)-dimensionalen Eigenraum u, von B1 ; 


on - Zorn Ser). (25) 
M=J M 


Die Eigenwerte von 8 ° sind also (2J + 1)-fach (,, Richtungsentartung‘‘). — 
Mißt man neben dem Betrag des Drehimpulses gleichzeitig auch noch die Kom- 
ponente in einer Richtung (die wir 2-Achse nennen), so können sich für diese 
nur die Werte Mh ergeben (,,Richtüungsquantelung‘‘). Nach dieser Massung hat 
der Zustandsvektor |®) die Richtung des zugehörigen |w3?). Eine solche Messung 
ist z. B. die Energiemessung an einem Elektron eines Atoms, das sich in einem 
äußeren Magnetfeld befindet, weil die Energie dann von der Komponente des 
Drehimpulses in Feldrichtung abhängt ($5). Man 


nennt daher M magnetische Quantenzahl. fe 
EEE 
Weil nicht alle Komponenten des Drehimpulses Es 
gleichzeitig gemessen werden können, ist es nicht 1 Mn Ah 


möglich, die Meßwerte des quantenmechanischen 
Drehimpulses als gerichtete Strecke geometrisch auf- 
zutragen. Man kommt der gewonnenen quanten- Fig. 76. Der Drehimpuls- 
theoretischen Aussage näher, wenn man den Dreh- kegel 

impuls durch einen Halbkegel darstellt, mit der Kegel- 

achse in Richtung der gemessenen Komponente (z-Achse), der Höhe MA und 


1) Weilin den Vertauschungsrelationen (1) der Operator £, nicht vor £, und £, aus- 
gezeichnet ist, haben die Operatoren 9, und 4, ebenfalls die Eigenwerte Mh. Die Eigen- 
vektoren |u4,>, |u# >. [u4,> von £,, £, und £, sind wegen der Nichtvertauschbarkeit 
der Operatoren natürlich verschieden (vgl. Aufg. 101). 
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der Mantellinie YJ(J + 1) % (Fig. 76). Die Angabe dieser beiden Größen be- 
deutet jedoch keine Angaben über die x- und y-Komponenten!!) 


Da die Mantellinie stets größer ist als die Höhe des Kegels, besitzt der Kegel immer eine 
endliche Öffnung. In der älteren BoER-SOMMERFELDschen Theorie hingegen war die Länge 


von F durch J gegeben, so daß für die Fälle M = + J der Drehimpulsvektor genau in die 
Richtung der 2-Achse wies (Kegelöffnung Null). Da in diesen Fällen die x- und y-Kompo- 
nente gleichzeitig mit der 2-Komponente bekannt wäre, widerspricht dieses Ergebnis der 
Nichtvertauschbarkeit der Drehimpulskomponenten. 

In Fig. 77 sind die beiden Einstellmöglichkeiten für J = 1/2 eingezeichnet. 
Im Fall M = + 1/2 (Kegel nach oben geöffnet) sagt man — in Erinnerung an 
die BOHR-SOMMERFELDsche Theorie — der Drehimpuls ist ‚parallel‘ zur 
z-Achse, im anderen Fall, der Drehimpuls ist ‚antiparallel‘ zur z-Achse. 


Für J =1 gibt es drei Einstellmöglichkeiten, wobei für M = 0 der Kegel zu 
einer Scheibe in der xy-Ebene entartet. 


aA r 
5 9-1 


Fig. 77. Drehimpulskegel für J = 1/2 und 1 


ec) Die Wirkung von 9, bzw. 9, und £, auf |u*) 
Nach Gl. (13) und (14) ist £, |u') sowohl Eigenvektor von £, zum Eigen- 


wert (M + 1) % als auch Eigenvektor von F zum Eigenwert J(J + 1) A2. Die 
Vektoren | 9, u) und |u#!) sind also parallel, 


Flur) = 0: lu. (26) 
Die Koeffizienten c, bestimmen sich aus der Normierung der Vektoren unter 
Verwendung von Gl. (7) 


k.?=Iı WI FW) =(uf | I; SW) 
2 an j > 2 
=Ww(F -EFIISSJD = WI HN) - MM. 
1) Der Kegelradius ist der Eigenwert VI4 + 1) — M?% des Operators V7 _ I 


— Vs-+ ER Aus dessen gleichzeitiger Meßbarkeit mit Fi und £, darf man aber nicht 
schließen, daß damit auch £, oder £, gleichzeitig meßbar wäre. 
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Es gilt also bis auf eine willkürliche Phase 


I. = VII +) — MM +1) A|uM&, 
=VYJFMJLM+NKL[uf*) 


.ı (27) 


Nach GI. (5) folgt damit für die Wirkung der Operatoren £, und $, 
Fly WII HND— MM + N ui, 
+VIW + - MM 1 |w1y}, 
Ilu = ZAVIT HD — MM + 1 Juir2y 
- VHIFDI- MU DB 


(28) 


Für die Matrixelemente von £ , in der B7 ; £ Darstellung erhält man nach 
Gl. (27) nur in der ersten Nebendiagonale von Null verschiedene Elemente 


wet =VII HN MMLUN, 
a0 fr MHML. e 
Für J = 1 eergeben sich z. B. die Matrizen 
o Y2o 
el Ya o Ver]. 
o ya 9 
o y2o 
agent -yV2 0 Ye, 
0 -Ya2o 
(30) 
100 
ee eibeid  , 
8 
200 
anno 2 0 
u 8 


ı) Hieraus ist ersichtlich, daß 9, |u') innerhalb (15) nur für M = +.J verschwindet. 


296 4. Durchführung der Theorie [43 $1] 


Weil der Operator $ _ in |u) die magnetische Quantenzahl M um eins ver- 
ringert, kann man durch mehrmalige Anwendung von $_. auf |uJ) alle |u?) 
erzeugen. Aus Gl. (27) ergibt sich 


I-\un =-VeaNıRlu-), 
JS: \up= Yes)ı V(2J — 1)2 22 |w} 2), 


Fu = VAT) —D-- (2I —n+D nit | ur 


[ErINET En 
Vo re. 


Ersetzen wir n durch J — M, so erhalten wir damit für die (normierten) Eigen- 


vektoren 
FR EHT [NM 
ug) = er 7= = E luy2. (31) 


Wendet man in analoger Weise _" auf |u5”) an, so ergibt sich 


(-Mı (IHM, _ 
Mr - en FM) (&) lur”>. (32) 


Au £erdem sei nochmals vermerkt 
En (33) 


Wendet man f , auf einen Vektor |d) = > 8” |uM) aus dem Eigenraum u, 
B77 


an, so resultiert ein Vektor ohne |u7”)-Komponente. Der Vektor 9? |®) be- 
sitzt keine Komponenten in Richtung |u7”) und |u5”*!). Fährt man so fort, 
so ergibt sich F®*!1|®) = 0. Entsprechend gilt F2*!|®) = 0. Das heißt, 
die Operatoren 7 ®/+1 wirken im Eigenraum u, wie der Nulloperator, 


[42-0 in u]: (34) 


Wegen des Zusammenhangs (4) ergeben sich hieraus Relationen zwischen Poten- 


zen von £, und £,, die für J = 4 im $ 4 angegeben sind. 


d) Die Wirkung der Drehoperatoren auf die Drehimpulseigenvektoren 


Weil der Betrag des Drehimpulses B7 ° mit allen Komponenten £, vertauscht, 
gilt dies auch für den Operator der Drehung [Gl. (3.6-32)] 


LP) 
R, (&) = & 


um eine beliebige Richtung e (Drehwinkel «), 
[I Ro] = 0. (35) 
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Hieraus folgt, daß |%,(&) u) Eigenvektor von 57 ° zum Eigenwert J(J + 1) h2 
ist. Er liegt im Eigenraum u, und kann also als Linearkombination 


|1R,(6) u > — 3 juf > RAY (e, 0) (36) 
2 


geschrieben werden. Die Koeffizienten 
RZ (6,0) = cur | Ro) ur (32) 


sind die (2J + 1)-dimensionalen Matrixelemente von %,(«). Diese ‚Drehmatri- 
zen‘‘ bestimmen nach Gl. (36) das Transformationsverhalten der Drehimpuls- 
eigenfunktionen bei Raumdrehungen. [Darstellungsmatrizen der Drehgruppe 
(vgl. 5.4 $7)]. Von WIGNER wurde explizit eine Formel für diese Matrizen (aus- 
gedrückt in EuLerschen Winkeln) angegeben. Wir wollen hier jedoch nicht 
weiter darauf eingehen und verweisen den Leser auf ein ausführliches Lehrbuch 
der Quantentheorie des Drehimpulses (z. B. M.E. Rose: Elementary Theory 
of Angular Momentum, New York, 1963). 


e) Der Aufbau des unitären Raumes aus Drehimpulseigenvektoren 
Für ein physikalisches System wird es i. allg. Observable % geben, die mit 


3 7” und _f. vertauschbar, aber keine Funktionen von Bu und £, allein sind 
(z. B. ein drehinvarianter HAMILTON-Operator, vgl. $ 3). 


2 
I4,9]=0, 9,91=0. (38) 
Die Drehimpulseigenvektoren |uf) sind dann nach 3.4 $ 2 nicht vollständig. 


Die Operatoren 51 g I 9 besitzen gemeinsame Eigenvektoren |u% >, 


Fly = II +1 RR |) 
$.\uß> = Mi |ul> e (39) 


ws = vw) 
VERBESSERN SENSE 
Wenn der Operatorensatz B7 2, J,und % vollständig ist!), sospannen die Eigen- 
vektoren \u25> den gesamten unitären Raum U auf. Für die Drehimpulsopera- 
toren bedeutet y einen Entartungsindex, im unitären Raum U kommen die 
Drehimpuls-Eigenräume u, also öfters vor. Zum Beispiel werden die Energie- 
Eigenwerte eines drehinvarianten HAMILTON-Operators nicht durch J allein 
gekennzeichnet, es gibt zu einem J mehrere Energie-Eigenwerte. 


—2 _? _2 RX 
ı) Für ein Teilchen ohne Spin ist z.B. f ,£„% oder f,/, 2 vollständig. 
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Die Basisvektoren [4252 sind orthonormiert, 


u | u) = Ey) ar PT, (40) 
ihre Phasen seien so gewählt, daß wiederum 
I: = VIU + — MM + N hlu*)) a1) 


gilt, was möglich ist, wenn $ auch mit 9, vertauscht. 


Aufg. 100: Wie groß ist der Erwartungswert <£,> und die Unschärfe AJ_ für ein System, 
das sich in einem Eigenzustand |4#) von F und £, befindet ? 


Aufg. 101: Man berechne die Wahrscheinlichkeiten für die in 3.38 5 und $7 diskutierten 
Drehimpulsmessungen durch STERN-GERLACH-Anordnungen. 


& 2. Der Bahndrehimpuls 
a) Die Ganzzahligkeit der Bahndrehimpulseigenwerte 


Die im vorangehenden Kapitel durchgeführten Untersuchungen des Eigen- 
wertproblems des Drehimpulses fußten allein auf den Vertauschungsrelationen 
der Drehimpulskomponenten untereinander. Wir wollen jetzt die spezielle Reali- 
sierung des Drehimpulses betrachten, die durch die Bahnbewegung eines Teil- 
chens zustande kommt. Vom Bahndrehimpulsoperator 


_ 


(=axp (42) 
kann man wieder nur eine Komponente — die wir zur z-Komponente machen — 
und den Betrag e gleichzeitig diagonalisieren, 

2 

! \wp=lW+1)R u; 


le, un) = mh |uw)- 


(43) 


An Stelle von J und M schreiben wir jetzt die Bahndrehimpulsquantenzahl ! und 
die azimutale oder magnetische Quantenzahl m, zwischen denen nach Gl. (22) 
der Zusammenhang 

m=1h1ı-—1,...,-—I (44) 


besteht. Wegen der speziellen Struktur (42) sind jetzt jedoch nur ganzzahlige 
Werte von 2 und m möglich. Um dies einzusehen, entwickeln wir den Ortseigen- 
vektor |%,_0y-0,), der zu einem Punkt auf der z-Achse gehört, nach Bahn- 
drehimpulszuständen, 

> = 2 lwm- (45) 


ylm 
Wenden wir hierauf den Operator 


IL, = My — find 
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an, so erhalten wir 
Ce |ü0? =0= 3 cn mi um. 
yim 
Hieraus folgt 


er 


m = 0, 


d.h., für m = 0 muß cl} = 0 sein. Da bei halbzahligem ! sicher m + 0 ist, treten 


also in Gl. (45) keine Glieder mit halbzahligem ! auf, 
4 = lu (= ganz). (46) 
yl 


Durch Anwendung eines geeigneten Drehoperators # (vgl. Aufg. 92) auf 
|%oo,) können wir einen beliebigen Ortseigenvektor |u,) gewinnen. Auf der 
rechten Seite von Gil. (46) verändern sich dabei die Drehimpulsquantenzahlen ! 
nicht [Gl. (36)]. Bei einem physikalischen System, dessen Observable nur Funk- 
tionen von z und % sind, bilden die Vektoren |u,) eine vollständige Basis 
von U (4.1 $1). Damit läßt sich jeder Vektor dieses unitären Raumes nach 
Drehimpulseigenvektoren |u}}) mit nur ganzzahligem ! entwickeln. Halbzahlige 
Drehimpulsquantenzahlen treten nicht auf. 


Die durch /! klassifizierten Eigenzustände von ?” bezeichnet man häufig mit 
den Buchstaben 


Le Sn Sue Fe 
entsprechend (47) 
=0..1203 4 


Diese Nomenklatur ist der Spektroskopie entlehnt. 


b) Der Bahndrehimpuls in der Ortsdarstellung 
Wenn wir uns daran erinnern, daß in der Ortsdarstellung der Ortsoperator 


multiplikativ wirkt und die Impulskomponenten durch 2 = dargestellt wer- 
i 


den, so finden wir für die Komponenten des Bahndrehimpulsoperators f=2x fe 
in der Ortsdarstellung <u, | /;,D = /; I(Ü), 


Zakt v=+(y2 - 27) fe 9.2), 
ta 9,2) = ' (z - —ı ) I, Y: 2); (48) 
Alc2 y, 2) -+ (25 = &) 1%; Y; 2) 
bzw. für 
ey) = + Wi). (5 - inte). 
nf nr: BE (49) 
L_1& y, 2) = = (y-+ ie) 2a ( Hi,)pfe Y, 2). 
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Es ist zweckmäßig, die Wirkung dieser Operatoren auf Kugelkoordina- 
ten (r, 9, @) 


x=rsin®cospg, y=rsin®sing, z2=rcos®d 


umzurechnen. Beachtet man, daß nach der Kettenregel zwischen den Differen- 
tialquotienten der Zusammenhang 


= Lreosd op + reosdsinp — LE rsind, 


R) EP ATER ff. 
& — — Lrsindsinp + ay sind cosp 
besteht, so verifiziert man leicht, daß gilt 
RK) 
= 
5 a (50) 
_ #03iP erh en 

/.fr,d, 9) = he (+ +ieotd.)f- 


Aus Gl. (9) folgt dann für 
42 BE ı 8] 
N Rias (sin 8 55) + (51) 
Die Eigenfunktionen von /,in der Ortsdarstellung (r,®,_) sind b>züglich r 
und 9 unbestimmt, weil /, auf r und d nicht wirkt. Die Abhängigkeit vom Win- 
kel 9 liefert die Eigenwertgleichung 


L,8" (p) = I — mim. (62) 
Sie hat die Lösung 
D*(p) = ce®?. (53) 


Die im Abschnitt a) bewiesene Ganzzahligkeit von m bedeutet, daß die Lösung 
®"(p) eine eindeutige Funktion von 9 ist, es gilt 


8" (9) = B"(p + 2). 


Die Konstante c in Gl. (53) bestimmt sich aus der Normierungsbedingung 
2r 
[ op) dp) dp = [ct 2r=1. 
ö 


Damit lauten die Eigenfunktionen der z-Komponente des Bahndrehimpulses 


|ro- (Er eime |, (54) 


Die Eigenfunktionen von 7” sind bezüglich r unbestimmt. Ihre 9, 9-Abhän- 
gigkeit wird nach Gl. (51) durch die Differentialgleichung 


ö (8, 1 (8, 
03 8 \ (sin ” 0) - sin? En n= U +1) WW, 9) (55) 
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festgelegt. Dabei haben wir von dem im $ 1 gewonnenen Ergebnis Gebrauch 
gemacht, wonach © die Eigenwerte /(l + 1) 5? besitzt. Die gemeinsamen Eigen- 


funktionen von Z und/ „ müssen von p entsprechend Gl. (54) abhängen. Sie sind 
also von der Form 


w(9,9) = er 07 (d) eime, (56) 


Für die Funktionen 07*(9) erhält man aus Gl. (55) 


1 d|[. a m? 
I ln +[ta+n- 25] I) = 0. (57) 
Dies ist die Differentialgleichung der ‚„Kugelfunktionen‘“. Man kann zeigen, daß 
diese Gleichung in der Tat nur für ! = 0, 1, 2,... reguläre Lösungen 0%'(9) be- 
sitzt, 


Mit Hilfe der Operatoren /, und /_ kann man die Funktionen 67*(d) direkt 
berechnen. Zunächst ist nach Gl. (33) (J — ]) 


2 url; 


In der Darstellung (50) führt dies auf die Differentialgleichung 


de, 
L+W(8, 9) = 7x ei? en — lcot®- gi) er =0 
oder 

ı 


a9, ] 9: 
= = cot 6: 


mit der Lösung 


09) = c,sin' 9. (58) 
Die Ausführung des Normierungsintegrals 
f ’ a: zn 
S |85(8) P sin ® dd = l,]* S sin??+1 D2 dd = Io]? @I+D! =1 
ergibt 
es @T+ 1)! 
BT us DET u (59) 


wobei für die Phase — entsprechend einer häufig üblichen Festsetzung — will- 
kürlich (—1)! gewählt wurde. 


Die Funktionen 0) mit m < | gewinnt man nach GI. (31) aus 0X(9) mittels 
des Operators f!=" 


or im + ! e_ i 
Bm (d) em — - nt en Zus 5" Hl) er. 
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Die Ortsdarstellung (50) von /_ ergibt (für eine beliebige Funktion 6(9)) 
/_(6(8) el”) = Belt + lcot 9) 0(9) 


I. dir; 
Pe u Re U 
= — he er (sin! 9008)) 


1 d 
sin”? d(cos 9) 


= + hell-De (sin? 9 d(#)) 


und bei n-maliger Anwendung 
as (08) ei) — hir elll-n)p 


1 d* 28 \ 
— 0% ; 
sin’"9 d(cos 9)" a8 s ) 


Setzt man n =! — m, so erhält man bei Einsetzen von (9) 
(-N'ıRT+1(l+m 1 dem 


CHE: pin a “22 1 
grpı 2 (dm)! gin”d d(cos a)?" sin” 9.1) (60) 


07 (8) 


Wäre man andererseits von der Funktion 0;'(9) ausgegangen, so hätte man 
nach Gl. (32) durch Anwendung von f!*” ebenfalls 07 (9) gewonnen. Auf diesem 
Weg ergibt sich 


im _ som IT m 
or et mE Lo 


d 
a > Be sin _— a (61) 


Von der Gleichheit der Darstellungen (60) und (61) kann man sich auch durch 
Ausdifferentiation überzeugen. Durch Vergleich von (60) und (61) sieht man 
unmittelbar die Gültigkeit der Beziehung 


97 (0) = (—- "6," (0) (62) 


Zusammenhang mit den Legendreschen Funktionen 


Die LEGENnDREschen Polynome sind durch 


F L a 2 ı 
LAGE In ge u) l=0,12,...) (63) 


definiert. Sie sind vom Grade !. Unter den zugeordneten LEGENDREschen Funktionen Pr 


versteht man 
m 


d 
PFO=(M- N am P,(2) 9) (m = pesitiv(!) =0,1,...,). (64) 


1) Die hier getroffene Phasenwahl stimmt überein mit den Büchern von ConDoN-SHORT- 
LEY, Messıau, Rose, EpMmonDs. Sie unterscheidet sich um (—1)' gegenüber Lupwıg, 
BECKER-SAUTER, um (— 1)” gegenüber BETHE (Handbuch d. Physik) und FrLüsge. Die 
Phasenwahl von ScHIFF, DÖRING, BLOCHINZEW ist für m > 0 um (— 1)” von unserer ver- 
schieden, während sie für m < 0 übereinstimmt. Ist der Unterschied l-abhängig, so rührt 
dies von einer anderen Wahl von c; [Gl. (59)] her. Ist er hingegen m-abhängig, so bedeutet 
es eine andere Phasenwahl von c, [Gl. (26)]. 

2) Inder mathematischen Literatur wird manchmal noch ein Faktor (— 1)” hinzugefügt. 
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Mit & = cos # erhält man daraus 


(1 | dem ä 
Pr() = mn 215, 
Een 


Damit ergibt sich folgender Zusammenhang mit unseren 07'(9) 


eg Km! pn.) 


Ss 


6,” (9) = Be ! pn (6) 


ran 


i . 
as 


Fig. 78. Polardiagramme der Funktionen 07 (#) 


Lam 


Die N 


um (9,9) = Tor B7 (9) em? = Y7 (9,9) 


!>m2z0). 
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(65) 


(66) 


(67) 
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bezeichnet man als „Kugelflächenfunktionen‘‘ Y}*(#, 9). Sie bilden ein voll- 
ständiges, normiertes Orthogonalsystem, 


2r x 
J N! Yy7*(8,9) Y!F (8,9) sin dd dp = d, 8", 


(68) 
h 89 —-d9)d(p — p 
33 ern Ir, = MEZ), 
Ii=0 m=1 
nach dem sich Funktionen f(d, 9) auf der Einheitskugel entwickeln lassen, 
I, p) = D > cr Yy (8, o). (69) 
I=0 m=1| 
Die Kugelflächenfunktionen haben die Eigenschaft 
rg) = (-1" Y"@,g). (70) 
Bei einer Inversion am Nullpunkt r— — t, d.h, 9, 9)— (nr —-9,9-+ rn), gilt 
YırR-99+mM)=(-1 N p. (1) 


Der Faktor (—1)! ist die Parität (3.6 $ 7b) des Bahndrehimpulseigenzustandes. 
Die ersten Kugelflächenfunktionen lauten explizit 


1 
ers 
./8 =1 i 
Y® = i/— cos®, YET= Fl sinde*#r, 
1 V ir ve (73) 
Yy= v. (8.00°9— 1), YE=7F y& sin® cosd e*'?, 


Y:#:—+ 2 sin? dot, 


Aufg. 102: Welche Matrixelemente Cuyıy |z u une | » u sind Null? 


8 3. Kugelsymmetrische Hamilton-Operatoren 


Befindet sich ein Teilchen unter dem Einfluß einer Zentralkraft, so verschwin- 
det das Drehmoment des Teilchens bezüglich des Zentrums, und der Drehimpuls 
ist konstant. Für den Drehimpulsoperator gilt daher 


I wfi=0, (73) 


d.h., die Komponenten des Drehimpulses sind mit 3 vertauschbar. Hieraus 
folgt, daß dann auch ? mit A vertauscht, 


[= 0. (74) 


Wenn die Zentralkraft ein Potential %° besitzt, so kann dieses nur vom Ab- 
stand des Zentrums abhängig sein; (+) ist kugelsymmetrisch. Beispiele hier- 
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für sind: 
Freies Teilchen VYü)=Y,1 = const- 1, 


CovLoms-Potential Y() = um, 


tr, 
Yukawa-Potentil Yl)=g? I, (75) 
f —VAtfürr<n 
Potentialtopf VY()= 
0 fürr>r, 


2 


Oszillatorpotential Y (2) = In. 


Die drei letzteren sind besonders wichtige Modelle für die Kernkräfte. 


Es möge das Eigenwertproblem 
FH |up> = Elug) (76) 
des HAMILTON-Operators 


# = h+V0) (77) 


näher untersucht werden. Wegen der Vertauschbarkeit (73) und (74) können wir 


solche Eigenvektoren |u5> wählen, die gleichzeitig auch Eigenvektoren von 2 
und /, sind. In der Ortsdarstellung <u, | ug) = ug(t) = ug(r,d, 9) muß daher 
die Winkelabhängigkeit durch die Kugelflächenfunktionen gegeben sein, 


u(t) = CR() Y@, P). (78) 
Die Differentialgleichung für die Radialabhängigkeit R(r) erhalten wir aus der 
Eigenwertgleichung (76), die in der Ortsdarstellung lautet 
h®? z 
Lupe) = (55 A +) unke) = Eule). (79) 
Vergleicht man den LartLaczschen Operator A in Kugelkoordinaten mit der 


Darstellung (51) von F, so ergibt sich 


#2 1 ru, 
2m r Or 


1.1322 
+ st ug + V (r) ug = Eu;- (80) 


Wegen e up = Il + 1) A u, erhält man damit nach Abspaltung von Y* für 
den radialen Anteil 


A 1derR en 
BASE nl] wm 


Diese Eigenwertgleichung legt die möglichen Energien E fest. Setzt man für 
die radialen Energieeigenfunktionen 


Rei) = xrl0), (82) 


20 Fick, Quantentheorie 
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so erhält man für yz(r) die einfachere Differentialgleichung 


[ h2 d? #2 Il 


mtr le) = Er]. (83) 


r 


Diese Gleichung können wir als zeitunabhängige, 
eindimensionale SCHRÖDINGER-Gleichung interpre- 


tieren, in der neben dem Potential V(r) noch ein 


2... Wird) 
Zusatzglied 9,2 


trifugalpotential nennt (Fig. 79). 


vorhanden ist, das man Zen- 


Für ? # 0 und kleine Abstände r überwiegt in allen 
Beispielen (75) das Zentrifugalpotential über V(r). 
Daher vereinfacht sich die Gl. (83) zu 


Fig. 79. Überlagerung von 


CovLomB-Potentil und dyz _1U+1) 5 
ZentrifugalpotentialzuV er An = Te RE für 70. (84) 


Diese Differentialgleichung ist vom EuLerschen Typ und läßt sich durch einen 
Potentialansatz y5; = cr* lösen. Durch Einsetzen ergibt sich 


oa —Y)=lUtl+1), 
«=1+1 odr a=-—I|, 


tr>09)= arr!ı ar, 


Wegen der Normierbarkeit ist es jedoch nötig, 
6, = zu setzen. Die radialen Eigenfunktionen ver- 
halten sich also wie 


R„,t>0) = er!, (85) 

r d.h. wie Parabeln der Ordnung /, die mit zunehmen- 

Fig. 80. Radiale Energi- dem / immer flacher aus dem Nullpunkt heraus- 
eigenfunktionen im Nul- kommen (Fig. 80). — Die Gl. (85) bleibt anch für 
punkt s-Zustände (! = 0) gültig, weil xx (0) stets Null sein 


muß.!) 


e a ; ” : Ad ; 
1) Die HERMITEizität von (83) ist gewährleistet, wenn ar HERMITEsch ist. Wegen 


0<sr< oo ist dazu notwendig (vgl. Aufg. 42), daß mit y(oo) auch x(0) verschwindet. 
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Wenn das Potential V (r) ingroßer Entfernung verschwindet!), wird aus Gl. (83) 


%2 d2yr 
"2m dr 


Für negative Energien, E < 0, ist die Lösung 


Kir >o) = Oje” + 0ge”, = ) = a 


nur normierbar, 


=Ey, für row. (86) 


oo [e,°} 
“lup= [ Renrd= [ fd=1, (87) 
0 0 


wenn (, = 0 wird. Es gilt also 
ur 


Rz(r > 0) = 0, °, : (88) 


Diese Forderung ist zusammen mit der Bedingung (85) nur für bestimmte, dis- 
krete Energiewerte, die Zigenwerte E„, von 5, realisierbar. Die Eigenfunktionen 


un) = But) 770,9) (89) 


sind (22 + 1)-fach, weil durch das Potential V (r) keine Richtung im Raum aus- 
gezeichnet wird. 


Für positive Energien, E > 0, hat (86) die oszillierende Lösung 


Rise) ai VRr- (90) 


7 


Da jetzt die Lösungen Rz ,,(r) von Gl.(81) nur die eine Bedingung (85) erfüllen 
müssen, gibt es keine Einschränkungen für die möglichen Energiewerte. Für 
jeden Wert E > 0 gibt es ungebundene Lösungen u;, von der Gestalt (89), 


aber summiert über m und !. Die konstante Phase o, in Gl. (90) wird durch die 
Lösung Rz,ı(r) bestimmt. Ist das Potential V=0, so ergibt sich 9 = — a 


[vgl. Gl. (1.5-23)]. Ein Potential V +0 äußert sich also in großer Entfernung 
durch den Phasenunterschied 


EN L 

,=-m-M=9rt75 (91) 
den man Sireuphase nennt. Sie hängt eng mit dem Wirkungsquerschnitt zu- 
sammen (vgl. Kap. 4.7 und Aufg. 122). 

84.Der Spin s= 1/2 


Außer dem Bahndrehimpuls f=2x f besitzen die Elektronen und die 
meisten anderen Elementarteilchen noch einen inneren Drehimpuls. Im Wellen- 
bild ist dieser Spin — wie bereitsin 1.3$ 1 und 1.7 $4erwähnt — ein Ausdruck 


!) Eine genauere Analyse zeigt, daß das Potential stärker als 1/r verschwinden muß. 


20* 
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für die Polarisation der Feldgrößen. Er wird durch das Transformationsver- 
haltens der Feldkomponenten gegenüber Raumdrehungen bestimmt. 


Von GoUDSMIT und ÜHLENBECK wurde (1926) erstmals für Elektronen das 
Konzept des Spins formuliert. PAULI hat diese Idee durch die Einführung eines 
Spin-Operators %, dessen Komponenten (z.B. s,) nur die Eigenwerte + 3/2 
annehmen sollen, mathematisch konzipiert. Durch die DirAc-Gleichung konnte 
der Spin schließlich feldtheoretisch fundiert werden. Die Einführung des Elek- 
tronenspins und des damit verbundenen magnetischen Momentes ($ 5) machte 
die Feinstruktur und den anomalen ZEEMAN-Effekt der Atomspektren verständ- 
lich. Neben diesen sich magnetisch äußernden Eigenschaften besitzt der Spin 
auch ohne äußeres Magnetfeld über das PAuL1-Prinzip für Mehrteilchenprobleme 
entscheidende Bedeutung (vgl. Aufg. 110 und 4.5 $ 6f). 


Der Spin ist nicht in dem unitären Raum U, der Bahnbewegung, etwa auf- 
gespannt durch die Eigenvektoren |w,)> des Ortsoperators (4.1 $ 6), beschreibbar. 
Es muß vielmehr ein Spinraum u,, gebildet mit Spin-Eigenvektoren, hinzuge- 
nommen werden. Dieser Raum ist für Elektronen — ebenso wie für Protonen, 
Neutronen und viele andere Elementarteilchen — ein zweidimensionaler Drehim- 
puls-Eigenraum. Die Spin-Observablen sind mit den Observablen der Bahnbe- 
wegung vertauschbar. Man kann daher den gesamten unitären Raum eines 
Elektrons U,, als direkten Produktraum aus U, und u, konstruieren, 


U, = 1, x u,. (92) 


Ein beliebiger Ein-Elektronenzustand ist irgendein Vektor |®) in diesem Pro- 
duktraum. Zunächst wollen wir uns mit den Eigenschaften des zweidimensiona- 
len Spinraums u,-, beschäftigen. 


Der Spin ist ein Drehimpuls, die Komponenten des Spin-Operators 3 erfüllen 
daher die in $ 1 abgeleiteten Drehimpulsrelationen. Weil der Elektronenspin in 
irgendeiner Richtung nur zwei Einstellmöglichkeiten mit den Werten + 5/2 
besitzen soll, finden jetzt also auch die aus den Vertauschungsrelationen bereits 
abgeleiteten halbzahligen Spinwerte physikalische Realisierung. Um zum Aus- 
druck zu bringen, daß wir speziell vom Spin 1/2 reden, ersetzen wir die Bezeich- 
nung des $ 1 durch 


1 
RI Ta (93) 


ee . ; _2 : a 
Für die gemeinsamen Eigenvektoren |u}') von 5 und os, schreiben wir ab- 
kürzend 

u) = |w*). 
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Sie erfüllen also die Eigenwertgleichungen 


(94) 


und spannen den zweidimensionalen unitären Raum u,_; auf.!) Ihre Ortho- 
normierung lautet 


ut |ury=1, (ut |ur)=0. (95) 


Ein beliebiger Vektor |p) aus u,, der irgendeinen Spinzustand beschreibt, 
ist eine Linearkombination aus |u*), 


Ez ur) o+ + [u e] (96) 


Seine Komponenten @* sind die Skalarprodukte 
e* = (u* |p) (s,-Darstellung). (97) 
Die Wahrscheinlichkeit, im Zustand |p) bei einer Messung von s, die Eigen- 
werte + & anzutreffen, ist durch 
- w* = |pt[? (98) 


gegeben. 


Die Anwendung von s, =o,+is, auf die Zustände |u*) ergibt nach 
Gl. (27) 


°, |ut>=0 s_luy=Kkl|u) 


(99) 
,.|uy>=hlut) ._|w)=0 


Die Matrixelemente der Spinoperatoren in der s,-Darstellung lauten daher 


„ f 074 ws f 00 
Lu | U = » u" |o_u") = ; 
ur |er ce a 


’ a h en u 
<u” | o, % a Fe en L 


1-0 10 
‚ h m m’ 31? 
u |o, u => » u en = » 
‘ | £ 2 2 ( e j 5 i 4 [ ) 


und damit 
@ e, ex 
Kun | un) = 3 ) (101) 

eu... —E 

+ z 


t) Man beachte: 3 ist ein Vektor im dreidimensionalen Ortsraum, |u#) sind hingegen. 
Vektoren im zweidimensionalen unitären Raum u;! 
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wobei e, die aus den räumlichen Einheitsvektoren gebildeten Linearkombina- 
tionen e, + ie, sind. Zur Vermeidung der Faktoren E3 verwendet man statt os, 


häufig die Pauuischen Spinoperatoren 


0, =3-9. (102) 


Die Matrixelemente von o, nennt man PAuLische Spinmatrizen. 


Da alle Spinobservablen in dem zweidimensionalen Eigenraum u,_, von 32 
wirken, resultieren aus der Gl. (34) für die Operatoren s, und s_ die Eigenschaf- 


ten ——— 
2 = =0 für | (103) 
Setzen wir hierin den Zusammenhang mit s, und o, ein, so folgt 
2 +i10,,+,,)- = 0. (104) 
Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhalten wir 
E 
Weil keine Richtung im Raum ausgezeichnet ist, muß dies auch gleich % sein, 
di, ars 3%. Weil andererseits im u,_; 3 4 Ah? 1 ist, erhalten wir für 
Spin 1/2 P- 
er = En =. = T (105) 


Subtrahieren wir die beiden Gleichungen (104) voneinander, so ergibt sich 
4 9y + 3, 9%, — © und bei Berücksichtigung der Vertauschungsrelation (1) 


(106) 


Durch ‚,...“ ist angedeutet, daß diese Relationen auch bei zyklischer Vertau- 
schung der Indizes x, y, z gültig bleiben, weil keine Raumrichtung ausgezeichnet 
ist. Durch Kombination der Gl. (105) und (106) erhalten wir schließlich 

,,, = — = (107) 
Die eben abgeleiteten Gleichungen(103) bis (107) werden insbesondere natürlich 
von den Matrizen (100) erfüllt, wovon man sich durch explizites Nachrechnen 


leicht überzeugen kann. 
Aufg. 103: a) Wie vereinfacht sich der Drehoperator für einen Spin s = E ? 


b) Man bestimme mit Hilfe des Drehoperators die Eigenvektoren von +, in der 
o,-Darstellung. 

c) Was ergibtsich damit für dasin 3.3 $ 5 besprochene Experiment, wenn man 
es mit Ag-Atomen (Grundzustand ! = 0, s = 1/2) ausführt ? 


Aufg. 104: Man stelle den statistischen Operator p für einen Spin s = = durch die Spin- 


operatoren und ihre Erwartungswerte dar. 
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8 5. Das magnetische Moment 


Der Bahndrehimpuls eines geladenen Teilchens ist nach dem magneto-mecha- 
nischen Parallelismus [G]. (1.2-88)] mit einem permanenten magnetischen Mo- 
ment verknüpft. Diese Beziehung übernimmt man in die Quantentheorie und 
erhält damit für den Operator des Bahnmomentes 
f (108) 


2 =; 


Die nicht gleichzeitige Meßbarkeit der einzelnen Komponenten des Drehimpulses 
überträgt sich daher auf das magnetische Moment: Man kann nur eine Kom- 
ponente und den Betrag simultan messen. Die Eigenvektoren sind die |uj') 
des $ 2. Eine Komponente des permanenten magnetischen Momentes 2, hat 
daher die (22 + 1) Eigenwerte 


m, Er ey (109) 
Für Elektronen ist 9. = —e (e = positive Elementarladung). Die Größe 
An = 5 = 0,927: 10-2 Gauß cm? (110) 


el 
nennt man das BoHrsche Magneton. 


Auch der Spin der Elementarteilchen ist in vielen Fällen!) mit einem perma- 
nenten magnetischen Moment ;,», verknüpft. Die Proportionalitätskonstante 
zwischen 2, und 3 ist aber eine andere als in Gl. (108), 


= 3. (111) 
Die Zahl g, nennt man gyromagnetischen Faktor. Die Diracsche Theorie liefert 
für g, den Wert 2. Die Quantenelektrodynamik gibt hierzu Korrekturglieder in 


einer Potenzreihe nach der (dimensionslosen) SOMMERFELDschen Feinstruktur- 
een 
konstanten «x = v 10 


.=2[1+ 2%]. (112) 

Für Elektronen ist dieser Wert durch das Experiment bestens bestätigt. Für 
Protonen und Neuironen, die ebenfalls den Spin s = 1/2 besitzen, ist hingegen 
gP = 5,59, = —3,83, (113) 

wenn man für q die positive Elementarladung e und für m die Protonenmasse 
mP einsetzt.?2) Obwohl also das Neutron keine Ladung besitzt, hat es doch ein 


}) Photonen und Neutrinos besitzen einen Spin (1 bzw. 1/2), aber haben kein magneti- 
sches Moment. 


% 
2) Die Größe u, = bezeichnet man als Kernmagneton. Wegen der Masse des Pro- 
®  Bm®Pc 


tons ist esrund 1840mal kleiner als zz. 
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magnetisches Moment. Die Ursache liegt in den mesonischen Kernkräften, 
die wesentlich stärkere Korrekturen“ als die elektromagnetische Wechselwir- 
kung bedingen. 


Wir wollen uns überlegen, welchen Effekt das Spinmoment eines Elektrons be- 
wirkt. Dazu bringen wir z. B. Ag-Atome, die ein 5s-Elektron (l = 0, s = 1/2) 
besitzen (die anderen Elektronen können wir aus der Betrachtung ausschließen, 
weil sie keinen Drehimpuls haben), in ein Magnetfeld ®. DerHAMILToN-Operator 
dieses einen Elektrons hat dann die Gestalt 


# HN: (114) 


Dabei ist #, der HAMILToN-Operator ohne Magnetfeld und — (#2, ®) der 
HAMILTON-Operator des Spinmomentes im Feld. Das Bahnmoment liefert wegen 


!=0 keinen Beitrag, den diamagnetischen Anteil ver- 

; 98 nachlässigen wir. Der Operator (114) hat die Eigenvek- 

Eo toren |u,,_0) |w*), so daß man für die Energie erhält 
Fig. 81. Spinenergie 

im Magnetfeld B E=E+ ur2B . (115) 


Der Eigenwert E, (der wegen des Spins ohne Magnetfeld zweifach ist) spaltet 
im Magnetfeld in zwei Terme mit dem Abstand g, 45 B auf (Fig. 81). 


Wir wollen nun noch die Dynamik eines Spins im Magnetfeld quantentheore- 
tisch untersuchen. In die Beziehung 


3=+14,.3] (116) 
setzen wir den HAMILTON-Operator eines Spins im Magnetfeld 
#,= 113%) (7-9: 3%.) (117) 
ein. Damit erhalten wir z.B. für die z-Komponente 
= Hr 8,0). 


Unter Verwendung der Vertauschungsrelation der Spinoperatoren ergibt sich 


8; = y(e, By, — 9, B,) = (m, X ©), 


seug S (118) 


Der Operator der zeitlichen Veränderung des Drehimpulses ist gleich dem Ope- 
rator des mechanischen Drehmoments, welches das magnetische Moment im 
Felde erfährt. Bilden wir von dieser Gleichung den Erwartungswert, so liefert das 
EHRENFESTsche Theorem (3.5-54 oder 3.7-52,) 


und allgemein 


ROFTCRER: (119) 
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oder, wenn wir das Magnetfeld in die z-Richtung legen, 
d 
15 (97 = yBXop 
= vB, 
eo =0. 


Dieses Gleichungssystem hat die Lösungen 


<> (6) = (3,2 (0) sin y Bt + <a,) (0) cosyBt, 
rt) — (a? (0) cos y Bt — <o,) (0)sinyBt, (120) Fig. 82. Präzession des Er- 


wartungswertes {7) um 


y lt) = <a) (0) , ein Magnetfeld ® 


d. h., der Erwartungswert (3) des Spinvektors präzediert mit der Frequenz y B 
um das Magnetfeld (Fig. 82). Im stationären Zustand ist (> = (s,) = 0. 


Autg. 105: Wie groß ist die Übergangswahrscheinlichkeit eines Spins vom Zustand |u+)> 
nach | u), wenn er in ein Wechselfeld B,= B, cost, B, = — B, sin wt, 
B,= B, gebracht wird ? 


Aufg. 106: Man berechne für ein System von N unabhängigen Spins s = z die 
Gleichgewichtsmagnetisierung M(H, T). 


8 6. Der Gesamtdrehimpuls eines Elektrons 


a) Die Vertauschungsrelationen des Gesamtdrehimpulses pi 


Der Gesamtdrehimpuls 7 eines Elektrons ist die vektorielle Summe aus dem 


Bahndrehimpuls 7 und dem Spin 3, 


Weil der Bahndrehimpuls und der Spin in verschiedenen unitären Räumen wir- 
ken, sind alle Komponenten /, mit allen Komponenten s, vertauschbar, 


Damit ergibt sich für den Gesamtdrehimpuls z die Vertauschungsrelation 


ei) tot) et) t+ = - It) 45 
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Entsprechende Gleichungen erhält man durch zyklische Vertauschung der Indi- 
zes x, y, 2. Damit ist gezeigt, daß die Summe (121) in der Tat ein Drehimpuls- 


operator ist.!) Für den Betrag En gilt wieder 
23 
[4 fi = 0. (123) 


Durch ähnliche Rechnungen verifiziert man leicht die Gültigkeit der folgenden 
Vertauschungsrelationen 


-2 2 
4 ’ ,) = 0, [3 3 ; = 0, 
4: Fil (124) 
2-2 2-2 
Y,/1=-09 B:,41=0. 
Die gemeinsamen Eigenvektoren von Pi ® und 5. sind gleichzeitig Eigenvek- 


toren von?" und 2. sie gehören zu festen Eigenwerten ! und s. — Durch Quadrie- 
ren von Gl. (121) erhält man 

2-2 2 = 
4 = +3 +28, (125) 
so daß wegen der letzten beiden Gln. (124) also auch das Skalarprodukt 2 
mit P= vertauscht, 


Y.731=0. (126) 


b) Die Gesamtdrehimpuls-Eigenzustände eines Elektrons. Wigner-Koeffizienten 


2 
Die simultanen Eigenvektoren um) von 5 und 7, des Gesamtdrehimpulses 
eines Elektrons, 


-2 
. m PR y 2 m 
7 lu =jö6 + RP jur), (129) 
7: = mA |uj), 
liegen in dem Produktraum 
u,xu,. (128) 


Diese wollen wir jetzt aufsuchen. Als Basisvektoren des Produktraumes ver- 
wenden wir die Produkte aus Bahndrehimpuls- und Spinvektoren 


run) = | |). (129) 
Die Entwicklung der Gesamtdrehimpuls-Eigenvektoren lautet daher 
Ber= > ua = (130) 
MM, 


1) Für eine beliebige Linearkombination & ee ß = gilt dies nicht mehr. Zum Beispiel 


erfüllt das Gesamtmoment # 7 + 2% nicht die Drehimpulsvertauschungsrelationen. 
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Wenden wir hierauf 7, = ,+ 9, an, so erhalten wir 
mw) = > (m + m,) [wu "7" 
I, 
oder 
5 (m m m) ua" Om = 0. 
mm, 


‚so folgt aus der Orthogonalität 


Multiplizieren wir diese Gleichung mit<uy" u”: 
(m — m, - m) "= 0. 


Für m # m, + m, muß also 0”! verschwinden. Wir können daher in Gl. (130) 
m; durch m — m, ersetzen und brauchen dann nur mehr über die beiden Spin- 
einstellmöglichkeiten + und — zu summieren, 


1 1 
w) = lu ? ury0t+ lv ® >30 |; (131) 


Die noch verbleibende Aufgabe ist, die Konstanten C* und C- (WIGNER- 
Koeffizienten) zu berechnen. Dazu multiplizieren wir mit 


Bu EURE: 


und erhalten bei Berücksichtigung von Gl. (27), wenn wir zur Abkürzung 
ot) = |u?-t ut) und |) = |wP+t v7) setzen, 


+ D (1) C++ > 09 = [id +9 +7] (IP &* +09 ©) 
+ Ye ee (m = 5) (m + 5) vo» c+ 
Verne Hine 
+ (m 5) WI - (m+ z) BIC 


Die WıGner-Koeffizienten C* und C erfüllen also das lineare Gleichungssystem 


i6 +9 - 10+ 1) -2-m+4lo-Yu+y-m+lo=0, 
(132) 


-Vıa+D -m+40r+6+9-10+49-2+m+4]o-=0. 


Dieses hat nur dann von Null verschiedene Lösungen, falls die Determinante 
ihrer Koeffizienten verschwindet. Diese Bedingung führt auf 


i6+9=(+5) £(+5), 
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d. h., die Gesamtdrehimpuls-Quantenzahl j eines Elektrons kann nur die beiden 
Werte 


(133) 


annehmen. 


Im Falj=!+— >- genügen damit die WIGnEr-Koeffizienten der Gleichung 
Bere Are 
as a a el u u 5 


CH=NYı+ tm, -=-NyYi+z-m. 


Den Faktor N erhalten wir aus der Normierungsbedingung 


Io? +lo-’=|a]l22@7 +9 =1, 


d.h. 


also ist 


Ii—m+ 1 


2 
2i+1 |‘ 


(134) 


Das Vorzeichen der Wurzel ist entsprechend der üblichen Konvention positiv 
gewählt worden [man kann für irgendeinen m-Wert die Phase willkürlich wäh- 
len, für alle anderen sind dann die Phasen durch Anwendung der Operatoren 5, 
auf Gl. (131) festgelegt]. Einige aus Gi. (134) folgende Eigenvektoren seien expli- 
zit angeschrieben 


1 
m=I+— 
ir z > e= mut), 
er 
1 
m=1- —- 
er ar Ver oz arm ri. 
2 
3 
meizz: Bı-1 
2 =2 ur 
ae tut) + mu or 


In analoger Weise erhält man fürj =! — die Koeffizienten 


ı 5 hı + m + 2 
ei 0,28 
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und damit als Eigenvektoren die Linearkombinationen 


1 
Ne ig + [du Vor 
j=1-4 ! ri 1 ! 3U+1° 
3 wer. 
ae az \ul-2ut) 2, |ul=1 2-1 
j=1- ’ Bo: ı 2I-E1? 


c) Die Spin-Bahn-Wechselwirkung 


Das bewegte magnetische Spinmoment eines Elektrons ist mit einem elektri- 
schen Moment verknüpft, das mit dem elektrischen Feld des Atomkernes wech- 
selwirkt. Aus der Relativitätstheorie folgt, daß für Teilchengeschwindigkeiten, 
die nicht in der Größenordnung der Lichtgeschwindigkeit liegen, die zugehörige 
Wechselwirkungsenergie lautet 

1 1 dYK 
HKu= mecdr ne I 


{3 (136) 


Sie bewirkt eine Kopplung zwischen dem Spin und dem Bahndrehimpuls des 
Elektrons (Spin-Bahn- Kopplung). Der gesamte HAMILTON-Operator 


# = + I) +M (137) 


vertauscht nieht mehr mit Z se > getrennt, wohl ‚aber nach GI. (124) und 


(125) mit F Daher besitzen 5, u ° und j. gemeinsame Eigenvektoren |u2;). Die 
Winkel- und Spinabhängigkeit der Eigenfunktionen ist also durch Gl. (131) ge- 
geben. Für 2 < 0 liefert die radiale Gleichung die (25 + 1)-fachen Eigenwerte 
Eyj=ız} Die aus einem Eigenwert Z,, (! = 0) entstehenden zwei Terme 
äußern sich in der Feinstruktur der Spektrallinien. 


$ 7. Die Addition zweier beliebiger Drehimpulse 


Die vorstehenden Überlegungen lassen sich auf den Fall erweitern, daß irgend 


zwei Drehimpulse B7 | und 51 ., zum Gesamtimpuls 


I=FırPr (138) 
zusammengefügt werden. Man kann wieder von den Produktzuständen |u us 
der einzelnen Drehimpulse ausgehen, die den Produktraum 


uU,xXu,, (139) 


ES 2 2 
aufspannen. Weil $ ° mit JS: $, und , vertauscht, sind die Eigenvektoren 
|uf) des zusammengesetzten Drehimpulses Linearkombinationen (J,, J, fest) 


w= > u. (140) 


ıMz 
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Durch Anwendung der Operatoren 57 ° und J.läßt sich zeigen, daß die WIGNER- 
Koeffizienten 

| Wr) (141) 
nur für 


M=M,+M, BR 


Seh FI Bere] 


von Null verschieden sind. Diese Additionsbeziehung der Drehimpulse folgt 
unmittelbar aus der Ausreduktion der Produktdarstellung !',X/‘,, der Dreh- 
gruppe in die irreduziblen Bestandteile, was ım Anhang 5.4 $ 7 durchgeführt 
wird. Die WIGner-Koeffizienten bilden die ausreduzierende Matrix. Ohne Be- 
weis sei hier ihr allgemeiner Ausdruck angegeben: 

CMM:M _ Y2J Atlha- NY h- It -Jd)! 

a Fu AFT+I+D! 

xVY4 +M!d—-M)! (Jı + M)!(Jı Mi)! (2 + Ma)!(J, — M;)! 
x NS (— 1)" 

Lrth+ J2,—-J—v)!(J, — Mr)! + M.—v)(J—J3+ Mı+mW)!(J-Ji—Ma+»)! 

(143) 


Rekursionsformeln für die Wıcner-Koeffizienten finden sich in den ausführli- 
chen Büchern über die Quantentheorie des Drehimpulses (z. B. Ross, 1. c.). 


Die Drehimpulsaddition bildet das Fundament für die Klassifikation der 
Energieterme von Atomen und Kernen, weil die zugrunde liegenden, kugel- 
symmetrischen HAMILToN-Operatoren mit dem Gesamtdrehimpulsoperator 
vertauschen und damit die Energieeigenvektoren auch Eigenvektoren des Ge- 
samtdrehimpulses sind (vgl. Aufg. 110). 


Aufg. 107: Wie lauten die Eigenwerte und Eigenvektoren eines aus zwei Spins (s = 1/2) 
zusammengesetzten Spins ? 


Viertes Kapitel 
Permutationen 
$ 1. Die Austauschentartung und ihre (teilweise) Aufhebung 


durch eine symmetrische Wechselwirkung 


a) Zwei Teilsysteme 


Als Beispiel einer Systemzusammensetzung wurden in 3.4 $ 3 zwei wechsel- 
wirkende Systeme (1) und (2) mit dem HAMILToN-Operator 


KH — A + he + 41? (1) 
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untersucht. Nunmehr wollen wir uns dem speziellen Fall zuwenden, in dem die 
Teil-HamıLrTon-Operatoren #1 und #2 die gleiche Form besitzen und die 
Wechselwirkung #12 symmetrisch in (1) und (2) ist. Wir denken dabei z.B. an 
zwei gleiche Spins im gleichen Magnetfeld, die durch die Wechselwirkungsenergie 
ihrer magnetischen Momente (Spin-Spin-Wechselwirkung) korreliert sind, oder an 
die Bahnbewegung zweier Elektronen (ohne Spinberücksichtigung), die durch 
ihre CouvLomzgsche Wechselwirkung beeinflußt wird.!) 

Weil die HamıLTon-Operatoren #1 und #2 dieselben Operatorfunktionen sein 
sollen, sind ihre Energieniveaus und Energieeigenvektoren gleich, 

Alup=e lud, Alu =e, lub. () 

|uL> sind Vektoren im unitären Raum U! des Systems (1) und |uE> solche im 
U? von (2). Die unteren Indizes mögen die verschiedenen Energiezustände nume- 
rieren. Von einer Entartung der Energien sehen £ 
wir der Einfachheit halber ab. nn 2 


Jede Verteilung der beiden Systeme (1) und !: € 
(2) auf ihre möglichen Energieniveaus ergibt 


nach Gl. (3.4-15) die Energien des Gesamt- 2E, Er 
systems ohne Wechselwirkung (Fig. 83), nt 
Hr 5 [773 8 
Km. (3) ig 2, 
E-——— 
hu2) 


Es sind zwei Fälle zu unterscheiden: 
Fig. 83. Aufhebung der Aus- 


1. Die Systeme (1) und (2) befinden sich beide tauschentartung durch eine 
im gleichen Zustand |u,). Dann ist Wechselwirkung 412 


E,=2e, mit |u) = ww, | (4) 


E,ist einfach (sofern es die &, waren). 


2. Die Systeme (1) und (2) befinden sich in verschiedenen Zuständen |u,) und 
|uy>. Die Gesamtenergie E, = &, + &, kann auf zwei verschiedene Weisen reali- 
siert werden: Entweder dadurch, daß das System (1) im Zustand |u,> und das 
System (2) im Zustand |u,» ist, oder daß sich (1) im Zustand |u,) und (2) im 
Zustand |4,) befindet. Die Energie E, ist in diesem Fall entartet, es gehören zu 
ihr alle Linearkombinationen der Produktvektoren 


lu) = uw und ju> = luzus); 


EB=&8+5% mit |u,) cum) +0 |wu> |. (5) 

1) Die vollständige Behandlung zweier Elektronen mit. Spinberücksichtigung müssen wir 
wegen des noch zu besprechenden PAvu1-Prinzips auf das nächste Kapitel verschieben. 
Dort werden wir sehen, wie man aus den Bahn- und Spineigenvektoren die richtigen Ge- 
samtzustände zweier Elektronen aufbaut (Aufg. 110). 
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Diese Entartung der Gesamtenergie, die durch das Vertauschen der Systeme (1) 
und (2) zustande kommt, nennt man ‚Austauschentartung“. 


Nun wenden wir uns dem Eigenwertproblem des Gesamt-HAMILTON-Operators 
#2 zu. Der Einfluß der in (1) und (2) symmetrischen Störung 
gr — fa (6) 


wird mittels SCHRÖDINGERscher Störungstheorie (Kap. 5.3) behandelt. Der nicht- 
entartete Term (4) erfährt durch die Wechselwirkung eine Energieverschiebung, 
die wir nicht näher verfolgen wollen. Wesentlich interessanter ist das Verhalten 
des entarteten Terms (5). Durch die Wirkung von 412 erleidet er eine Aufspal- 
tung, die man in erster Näherung aus der Störungstheorie entarteter Terme 
(5.38 3) durch die Säkulargleichung 


hu—E An 


=0 7) 
Ei en; 


erhält. Die darin auftretenden Matrixelemente der Störung #12 sind mit den 
ungestörten, entarteten Zuständen |u,) und |u,) zu bilden. Das Matrixelement 


|%ı = (u, | #2 u) = (uluz | Al ulu?) (8) 


nennt man Wechselwirkungsintegral. Für 

Ro: = «u, | #2 un) = <uruz | A12 ul u?) 
erhält man durch Vertauschen der Numerierung der Teilsysteme (1 <> 2) 
<uz ul | #21 u? ul). Berücksichtigt man jetzt, daß die Reihenfolge der Faktoren 


im direkten Produkt gleichgültig ist [Gl. (2.4-1)], und beachtet man außer- 
dem die Symmetrie (6), so ergibt sich (ul u? | #12 ul u?), also 


ha =hu- (9) 
Für die Nichtdiagonalelemente 


hg = u, | A m) = <ulu} | AR ulu2) |, (10) 


die man Austauschenergie oder Austauschintegral nennt, findet man durch eine 
analoge Überlegung 
hai — An. (11) 
Durch die Gl. (9) und (11) vereinfacht sich die Säkulargleichung (7) zu 
(hıı — Dr his =0 
E=hut ka: (12) 


d. h., die Austauschentartung (5) wird durch die Wechselwirkung #12 aufgehoben. 
Der Term E, spaltet in zwei Terme auf, die in erster Näherung auf beiden Seiten 


oder 
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von &u + & + hı, im Abstand h,, liegen (Fig. 83, S. 319), 


& Sata t htm]. (13) 


Die Aufspaltung ist also gleich der doppelten Austauschenergie. 


Die zugehörigen Eigenvektoren sind in nullter Näherung die der symmetri- 
schen Störung #12 angepaßten Linearkombinationen 


|u> = Ar |uD + Aa lu; 
wobei das Verhältnis der Koeffizienten A nach der Störungstheorie [Gl]. (5.3-25)] 


gegeben ist durch 


Fre DER 
re a 


d.h. 
u) = 4* (u) + |w). 


Der Faktor A* bestimmt sich aus der Normierung 
1 = <u* |ut) = AFP Ku |) + Kup | u) = 2]4* |? 


zu4=- = “s . Damit lauten also die zu den Eigenwerten E* gehörigen Eigenvek- 


toren von # in nullter Näherung 


[er = a Med a m] (14) 


u) läßt sich auch als Determinante 


a | 

V2 |uly |u2) 

schreiben. |u*) ist symmetrisch, |u”> antimetrisch gegenüber einer Teilchenver- 

tauschung. Diese Symmetrie bzw. Antimetrie bleibt bei beliebig großer, symme- 

trischer Wechselwirkung bestehen, denn diese wirkt auf beide Systeme nach dem- 

selben Gesetz und führt daher symmetrische Zustände wieder in symmetrische 
und entsprechend antimetrische wieder in antimetrische über (vgl. 3.687 b). 


(14°) 


Die Superposition der Eigenzustände 


mu B- 
|8° (3 = 75 (14 ER Aueh” ') 


i % —_— 
- 75 e * > (I"% - u) er”) 


ist eine Lösung der Bewegungsgleichung (3.5-75 8). Zur Zeit £= 0 herrscht die Anfangs- 
situation 


(15) 


| (0) = |uD = |ww>, 


21 Fick, Quantentheorie 
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d. h.,das System (1) istim Zustand |w,> und dasSystem (2) in |u,). Nach der Zeiti=rh/2h,, 
hingegen wird 


(Eh) een 
1 


das System (2) ist jetzt im Zustand |«,> und (1) in |w,>. Das System pendelt also im Laufe 
der Zeit zwischen den Zuständen |,) und |4,> hin und her. Die Größe 2h,,/f hat die Bedeu- 
tung einer Austauschfrequenz. 


b) N Teilsysteme 
Besteht das zusammengesetzte System aus N Teilsystemen, von denen jedes 
unter dem Einfluß desselben HAMILTON-Operators 4% steht, 
id ee, (16) 


(v numeriert die Teilsysteme, a die verschiedenen Energiezustände; von einer 
Entartung der e, sehen wir wieder ab), so hat der Gesamt-HAMILTON-Operator 
ohne Wechselwirkung zwischen den Teilsystemen, 


K,= 5 %, (17) 
im Produktraum = 
UY=-ÜxUx--.xur (18) 
zum Eigenwert 
E=-&u + +, +& (19) 
den Eigenvektor 
lu? = uw. un), (20,) 


d.h., das System (1) ist im Zustand |u,), das System (2) in |u,), ... das System 
(N) in |u,„>. Jede andere Verteilung der Systeme auf diese Zustände ist aber 
ebenfalls Eigenvektor von 39, zum Eigenwert E,, z. B. 


> = |uiul... u = [ulu2... ud). (20,) 
Durch Permutationen der N Zahlen a,b, ..., n erhält man insgesamt N! Eigen- 
vektoren zum Eigenwert E,, wenn die Zahlen a, b,....,n alle verschieden sind. 
Sind sie nicht alle verschieden, sondern zerfallen sie in Gruppen von je 
N, N,, ... einander gleiche Zahlen (N, + N, + --- = N), so erhält man durch 
die Permutationen nur 
N! 

Ba are es 

verschiedene Eigenvektoren 
5 re (22) 


zu dem Eigenwert Z,. Seine Austauschentartung ist also {-fach.!) Jede Linear- 


!) Befinden sich im besonderen alle Systeme im gleichen Zustand |w,), so gehört zu B, 


ee N! 
nur ein Eigenvektor (? em 1). 


[4.4 $ 2] 4.4. Permutationen 323 


kombination 
lun> = 2 0, |% (23) 
1 
ist ebenfalls Eigenvektor zu E,. 


Schaltet man eine zwischen allen N Systemen symmetrische Wechselwirkung 
ein, so wird die Austauschentartung zum Teil aufgehoben, der Energieterm EZ, 
spaltet in eine Reihe von Termen auf. Diese Aufspaltung könnte man wieder stö- 
rungstheoretisch untersuchen. Für größere Entartung ist diese Rechnung jedoch 
praktisch undurchführbar. Die in 3.6 $ 7 skizzierte gruppentheoretische Me- 
thode gibt jedoch Auskunft über die Anzahl und Vielfachheit der entstehenden 
Terme: Der Energieeigenwert ohne Wechselwirkung gehört zu einer reduziblen 
Darstellung der Permutationsgruppe (vgl. Anhang Kap. 5.4) der N Systeme. 
Durch die Wechselwirkung spaltet er in Energieterme, die zu irreduziblen Dar- 
stellungen gehören, auf. Wir wollen diese Ausreduktion in der Aufg. 108 aus- 
führen. Das Ergebnis ist: 


1. Es entsteht ein nichtentarteter Term Z*, dessen Eigenvektor |u*) sym- 
metrisch gegenüber einer Permutation der Teilsysteme ist. In nullter Näherung 
ist dieser gleich der Summe über alle Eigenvektoren (22), 


€ 
ee 3 2 (24) 


2. Wenn sich die Teilsysteme allein verschiedenen Zuständen |u,), |u3), - -, |%,> 
befinden, entsteht ein weiterer, nichtentarteter Term E, dessen Eigenvektor |w) 
antimetrisch ist, d. h., er verändert sein Vorzeichen, wenn manirgend zwei Teil- 
systeme vertauscht. In nullter Näherung läßt er sich als Determinante 


KA lud) 

u \el> [825 ... |“) 
wid ar Ä s (25) 

Iul> 123... | 


in den Einzelzuständen schreiben. 


3. Alle weiteren entstehenden Terme Z* sind mindestens zweifach entartet. 


$S 2. Permutationsoperatoren 


Zur mathematischen Beschreibung der Vertauschungen gleicher Systeme ist 
esnötig, Permutationsoperatoren im unitären Raum einzuführen. Wir besprechen 
sie zunächst für zwei Teilsysteme und erweitern dann die Definition auf 
N Systeme. 

21* 
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a) Zwei Teilsysteme 
Die Observablen eines aus zwei Teilsystemen zusammengesetzten Systems 


sind durch Operatoren £/!2, z. B. La, vs 8; 2, fe 2) gegeben. Wir defi- 
nieren einen unitären Permutationsoperator 9 ,5,') durch die Gleichung 


| Fan Fr Fo, = 2" | (26) 


Er vertauscht also die Teilsysteme (1) und (2). Wir haben hier wieder ein ein- 
faches Beispiel für eine Gruppe von Transformationen (3.6 $ 3) vor uns: Sie be- 
steht aus der identischen Transformation und der Permutation (12) [Gruppe S, 
der Permutationen zweier Systeme (Kap. 5.4)]. Die zweimalige Anwendung 
der Permutation (12) erzeugt wieder die ursprüngliche Situation, daher ist 


Py=1, (27) 


d. h., neben der Unitarität besteht in diesem Fall gleichzeitig die HERMITEIzi- 
tät, 
Pl = Fan = Pan (28) 


Betrachtet man als spezielle Observable den Projektionsoperator auf irgend- 
einen direkten Produktzustand |v} 17), 
L = |yu) u |; 
so ergibt Gl. (26) 


Pay Pan vv, | = |vivly |. 
Weil aber im direkten Produkt die Reihenfolge der Faktoren gleichgültig ist, 
|vgvI> = |vlvf) erhalten wir — bis auf einen Phasenfaktor, den wir eins 
setzen —, 
Pan, > = u |; (29) 


d.h., der Permutationsoperator 9], macht aus einem Zustand, in dem das 
System (1) in |v,) und das System (2) in |v;) ist, den Zustand, in dem sich (1) 
in |vy) und (2)in |v,) befindet. Für die symmetrischen bzw. antimetrischen Zu- 
stände |u*) bzw. |”) der Gl. (14) gilt also 

Pas |) = + |u*>. (30) 
Aus einem beliebigen Vektor, der in der Basis |v}v}> die Komponenten 
«vv | > = © (k, |) besitzt, entsteht durch Anwendung des Permutationsope- 
rators Pg, ein Vektor | 12), ©), dessen Komponenten durch 


ro | Fa D = <Punviv? |) = | D) = Dll, k) (31) 
gegeben sind. 


!) Man verwechsle die Permutationsoperatoren 9...) nicht mit den Projektionsopera- 
toren Pu)! 
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Eine Observable / ist symmetrisch gegenüber der Vertauschung 1 > 2, wenn 
£'= £?2 ist, d.h. nach Gl. (26), wenn / mit 9,5, vertauscht, 


z. B. genügt der HamıLTon-Operator (1) dieser Beziehung. 


b) N Teilsysteme 


Für N Systeme gibt es N! Permutationen (wenn man die identische Permuta- 
tion, bei der keine Vertauschung gemacht wird, mitrechnet) und damit N! uni- 
täre Permutationsoperatoren ?, ((=1, 2, ..., N!) [Gruppe S, (Kap. 5. 4)]. 


Zum Beispiel für N = 3: 


beschreibt die Vertauschung 

Payena) = 1 1 a ER} 
P 125) 1>2-3-1) 

(132) 1>3_>2>->1 
P 4238) 1—>2-1,3->3 

(13)(2) . 1>3>12-2 

23/1) 2352,11 

Es gilt also etwa [Gl. (3.6-1)] 
P as2) 28 Piss) = Ze 2) (33) 


und entsprechend Gl. (29) 

Paso, | m = ulm = |uomtD- 
Damit ist auch die Wirkung eines Permutationsoperators I, auf einen beliebi- 
gen Vektor |®) erklärt: Der Vektor | F,®) hat die Komponenten 

wu | PD = Poly --- |D. (34) 
Hat z. B. |Ö) die Komponenten 

<or0 m | DD = Dik, um), 
so besitzt der Vektor | Z 139, ©) die Komponenten 
Curvy um | Pas, DD = Pas) viv on |) = (ohoiv; |8) = D(m, k,)). 


Eine Observable Z£12--N ist symmetrisch in allen N Systemen, wenn sieinvariant 
ist gegen alle Permutationen, d. h., wenn sie mit allen N! Permutationsopera- 


1) Das heißt, 1 wird durch 2 ersetzt, 2 durch 3, 3 durch 1. 

2) Die Permutationsoperatoren erfüllen die im Anhang 5.4$2 angegebene Gruppentafel 
der Permutationen von drei Elementen: Zum Beispiel gehört #},,, = F-},, zu der Permu- 
tation, die die Permutation (132) wieder rückgängig macht. Dies ist die Permutation (123). 


Aloist ?}}, = 


c132) (123)° 
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toren 9, vertauscht 


el, (85) 


Mit jw,> sind dann auch alle Vektoren |, u,> Eigenvektoren von / zum 
Eigenwert A. 


Aufg. 108: Man behandle die Aufspaltung der Austauschentartung dreier Teilsysteme 
gruppentheoretisch. Was ergibt sich für N Teilsysteme ? 


$ 3. Symmetrisierungs- und Antimetrisierungsoperator 


Wir definieren einen Symmetrisierungsoperator / und einen Antimetrisie- 
rungsoperator .%/ durch die Gleichungen 


(36) 


dabei ist (—1)P = +1, je nachdem ob 9, eine gerade oder ungerade Permuta- 
tion beschreibt. 
Beispiele: 
1 1 
N=2: ?/=ZzM + Pas) H=ZzUM = Pa): s (37) 


1 
N=3: /=zUM +Pasmt Pas + Paar + Fasıa + Fes)) | u 
(38) 
1 
HG 4 Pan + Paso — Pay — Pas — Pen): | 


Multipliziert man / oder .s/ mit irgendeinem Permutationsoperator F,, so 
läßt sich in den Summen 


1 . p 
PS = mL PPr: $,4 =-m2-D Ps 
e e 
jedes Produkt von Permutationen durch eine resultierende Permutation er- 


setzen, wobei dann die Summen wieder über alle N! Permutationen laufen. Man 
erhält damit 


Die Operatoren / und ./ sind Projektionsoperatoren. Sie sind nämlich HEr- 
MITEsch 

P!=- IS, H=A (40) 

[weil in den Summen (36) der Übergang von 9, nach ?}= 97! lediglich 

den Übergang zur inversen Permutation bedeutet, bei dem gerade Permutatio- 

2) Ist 9, eine gerade Permutation, so ist $, / = #, weil das Produkt zweier gerader 


Permutationen gerade, das Produkt einer geraden und ungeraden Permutation ungerade ist. 
Für ungerade ?, hingegen wird PA AH. 
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nengerade und ungerade Permutationen ungerade bleiben] und besitzen die Ein- 


zeloperator-Eigenschaft PS, MH. (41) 


Nach Gl. (36) und (39) erhält man nämlich z.B. 


= IN 49, -m 24 - -4. 
e 


Für das Produkt / .% liefert Gl. (39) 
al 1 
e e 


weil es ebensoviele gerade wie ungerade Permutationen gibt, 


[7#=#7=0]. (42) 


Für N = 2ist nach Gl. (37) die Summe / + .2/ = 1, für N > 2 hingegen 
ist dies nicht mehr der Fall [vgl. Gl. (38)]. Bezeichnen wir den restlichen Pro- 
jektionsoperator mit 2, 


S+S/+2=1, (43) 
so folgt aus Gl. (41) und (42) 
SL=-ISU-S-A)= SF —- Sr= 
und analog (44) 
Y42=0, W=2. 


Die Gl. (42) bis (44) bedeuten, daß die Projektionsoperatoren /, %£/ und 2 
auf drei orthogonale Teilräume U}, Uy, U projizieren, die zusammen den ge- 
samten unitären Raum U, bilden: Die Vektoren |p*), |p”>, |9®> dieser Teil- 
räume ergeben sich aus einem beliebigen Vektor |p) von Uy durch Anwendung 
dieser Projektionsoperatoren, 


eHr=F/9, >=. |» =2|p|- (45) 


Diese Vektoren sind aufeinander orthogonal : 
ler =N, ld =0 eh =0. (46) 
Aus Gl. (39) erhalten wir 


P, \p*> — Ipt> 


. (47) 
P,\p> = (- YP |p”) 


1) Nach GL. (40) und (42) ist nämlich (p+ | 9) = <Fp ID = «pl In =0. 
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Alle Vektoren |p*) aus U}; transformieren sich damit nach der identischen Dar- 
stellung !T‘ der Permutationsgruppe S, und alle Vektoren |p=> aus Uy nach 
der alternierenden Darstellung \I',, beider alle geraden Permutationen durch +1 
und alle ungeraden Permutationen durch —1 dargestellt werden. (Vgl. dazu das 
in Kap. 5.4 ausführlich besprochene Beispiel der Permutationsgruppe S,.) Wie 
man in der Theorie der Permutationsgruppen zeigt (vgl. z. B. M. HAMERMESH, 
Group Theory, London 1962), sind !I‘ und 1/‘, die einzigen eindimensionalen 
Darstellungen von Sy. Daher müssen sich alle Vektoren |p®> aus U% nach 
Darstellungen !T' (t> 1) von S, transformieren, die nur mehrdimensionale, 
irreduzible Darstellungen, aber nicht II‘, und !]', enthalten, 


t 
P, |p9#) ger Z 99) pwn e (48) 


’ 


w= 


Die Koeffizienten 
PER = Kor , a, 


sind t-dimensionale Darstellungsmatrizen von 8, (5.4 8 3). 


Fünftes Kapitel 
Identische Teilchen 


$ 1. Die Ununterscheidbarkeit identischer Teilchen 
Bosonen und Fermionen 


Für ein System, das aus mehreren, gleichen Elementarteilchen, z.B. Elektro- 
nen, besteht, ergibt die quantentheoretische Beschreibung der Identität der 
Teilchen ein Verhalten, das in der klassischen Mechanik unbekannt ist. Behan- 
delt man nämlich dort etwa die Dynamik von makroskopischen, identischen 
Kugeln, so ist es sinnvoll die Kugeln zu numerieren. Zum Beispiel wird durch 
ein verschiedenes Anstreichen die Individualität der einzelnen Kugeln gewähr- 
leistet, ohne daß dadurch einemerkliche Beeinflussung der Dynamik der Kugeln 
eintritt. Diese Individualität der einzelnen Kugeln läßt sich während des ganzen 
Bewegungsvorgangs verfolgen, sie bleiben unterscheidbar. 


Im Mikroskopischen hingegen ist es nicht möglich, ‚Marken‘ anzubringen, 
ohne die Teilchen wesentlich zu zerstören. Gleiche Elementarteilchen (mit gleicher 
Masse, Ladung, Spin usw.) besitzen keine Individualität, sie sind in Strenge 
ununterscheidbar.!) Eine irgendwie gewählte Anfangsnumerierung ist willkürlich 


1) Dieses Verhalten ist nicht sehr verwunderlich, wenn man berücksichtigt, daß die 
Teilcheneigenschaft im Rahmen des Dualismus Welle—Korpuskel sowieso nur eine mög- 
liche Form ist, in der sich uns der Mikrokosmos manifestiert. Bezüglich der Welleneigen- 
schaften der Materie ist ja die Teilchenvorstellung sinnlos. 
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und wegen des statistischen Verhaltens nicht weiter verfolgbar. Die Ununter- 
scheidbarkeit der Teilchen bedeutet also, daß es keine Observable gibt, welche 
die Individualität der Teilchen festlegt. Das heißt aber, für ein System von N glei- 
chen Teilchen müssen alle Operatoren / mit den Permutationsoperatoren P, 
vertauschbar sein, 


IZ = 0 für alle Z undoe=1,..., N]. a) 


Dies ist eine wesentlich schärfere Einschränkung, als wir sie im 4.4 $ 1 vorliegen 
hatten: Dort war lediglich gefordert, daß der HAmwron-Operator 3 mit allen 
9, vertauschbar sein sollte. 


Da der unitäre Raum, in dem ein physikalisches System quantentheoretisch 
beschrieben wird, ganz allgemein durch die Vertauschungsrelationen der Ob- 
servablen bestimmt wird, muß die Ununterscheidbarkeitsbedingung (1) die 
Struktur des unitären Raumes eines N-Teilchenproblemes beeinflussen. Um 
diese aufzufinden, gehen wir von dem vollständigen unitären Raum eines Teil- 
chens aus, in dem auch den inneren Freiheitsgraden des Teilchens Rechnung 
getragen ist. Für ein Elektron ist also der die Bahn- und Spingrößen umfassende 
unitäre Raum U,]; = UzXu, zugrunde zu legen (4.3 $ 4). Aus den Ein-Teilchen- 
Räumen konstruieren wir den direkten Produktraum Uy= WIxXxU?x--- UN. 
Dieser Raum ist angemessen, wenn es sich um N verschiedene Teilchen handelt. 
Für ununterscheidbare Teilchen hingegen ist der Raum U, zu groß; er umfaßt 
mehr Zustände, als nach Gl. (1) zugelassen werden: Die erlaubten Zustände kön- 
nen nur symmetrisch oder antimetrisch in den Teilchen sein. 


Beweis: Nach Gl. (4.4-43) zerfällt der Produktraum U, in drei orthogonale 
Teilräume U}, Uy, U$. Die Vektoren |9®) des letzteren transformieren sich 
bei Anwendung eines Permutationsoperators I, entsprechend Gl. (4.4-48). 
Für die Observable, die durch den Projektionsoperator 


F = per) per | 
auf einen Zustand |p%#) beschrieben wird, gilt dann 


P,F Pr = |@; ger) BP, gr|= > |p®*') Kr" | Prr pe 
un 


LE (2) 


Sie widerspricht also der Ununterscheidbarkeitsbedingung (1). Man könnte sie 
als ‚Marke‘ verwenden, um die Teilchen zu unterscheiden. Die Ununterscheid- 
barkeit verbietet damit alle Zustände |p®). Die einzig möglichen Zustände, die mit 
(1) verträglich sind, sind die symmetrischen und antimetrischen. 


Die Symmetrie sämtlicher Observabler / gegenüber Permutationen ergibt 
ferner, daß es keine Observable gibt, die von U, nach U}; oder umgekehrt führt: 
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Ist z. B. |p”) ein Vektor aus U, so ist | 9”) ebenfalls ein Vektor aus U7. 
AusGi. (1) folgt nämlich .Z £ = £ /, und es ist daher 


FeI>= FH m = HA L|\p (3) 


wieder ein Vektor aus Uy. Weil die Vektoren von 1} orthogonal auf jenen von 
Uz sind, Gl. (4.4-46), verschwinden also alle Matrixelemente 


KSEZZER! (4) 


Befindet sich der Zustandsvektor |®) eines Systems identischer Teilchen zur 
Zeitt = t,in U; bzw. Ur: so bleibt er zu allen späteren Zeiten in demselben Raum. 
Ist nämlich 3? mit allen Permutationsoperatoren vertauschbar, so gilt dies 


- Pl-t) 
auch für den unitären Operator X(t,t)=e * “, der (im SCHRÖDINGER- 


Bild) die dynamische Entwicklung des Zustandsvektors |®) angibt, 


a,P1-0. (5) 
Es gilt also 


- 1.00 ER ER 
IoW=e } Bd, |) =e * ID. (0) 
Die Übergangswahrscheinlichkeit zwischen dem symmetrischen und dem antimetri- 
schen Raum ist stets Null. Die Beschreibung eines bestimmten Systems identi- 
scher Teilchen kann also auf Grund der Symmetrie aller Observabler gegenüber 
Teilchenvertauschung nur entweder im symmetrischen Raum U}; oder im anti- 
metrischen Raum U, erfolgen. 


Die Teilchen, die im symmetrischen Raum U}; dargestellt werden, nennt man 
Bose-Teilchen oder Bosonen, jene, die im antimetrischen Raum U, beschrieben 
werden, FERMI-Teilchen oder Fermionen. Die Erfahrung zeigt, daß 


Bosonen = Teilchen mit ganzzahligem Spin (s = 0,1, ...) 
1 


wo) 


Fermionen = Teilchen mit halbzahligem Spin (s = =: es 


sind. Diesen fundamentalen Zusammenhang zwischen der Symmetrie der Zu- 
stände gegenüber Teilchenpermutationen und dem inneren Drehimpuls konnte 
Pavui 1940 quantenfeldtheoretisch aus derrelativistischen Invarianz der Materie- 
feldgleichungen beweisen. 


Da die besonders wichtigen Elementarteilchen, Protonen, Neutronen und 
Elektronen zu den Fermionen zählen, wollen wir uns in den folgenden Überle- 
gungen auf die Betrachtung von Fermionen beschränken. Auf Bosonen kommen 
wir in Kap. 4.6 noch zu sprechen. 
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$ 2. Der antimetrische Raum Uy 


Für das Rechnen im antimetrischen Raum U, der Fermionen sind Basisvek- 
toren notwendig. Wir wollen sie aus den Produkten der Einteilchenzustände 


u. = lu |. - v2 (8) 
konstruieren, die im unitären Raum U, orthonormiert und vollständig sein 
at ’ 
BOlleR-) ol.) = Sky, Ki)... Sky kn), 
L len. oh vo, | Ak ...dky= 1 inliy. (9) 


kı..kn 
Wenden wir auf die Produktvektoren (8) den Antimetrisierungsoperator s/ 
an, so erhalten wir antimetrische Zustände, die wegen der Eigenschaft (4.4-36) 
als Determinante (SLATER) geschrieben werden können, 
a3. > zur > 
2 N 
DZ) 
EAUT ae rn lv. +. 198 
lvl, KB, Br (ven? 


Diese Vektoren sind noch nicht normiert. Zur Normierung ist es nötig, den Fak- 
tor YN! anzufügen, 


le Ted le | 


Ver. = Yn! Br4 4%, -- ws en ar 10 > en vn .2) (10) 


E [und ++ 1? 


Es ergibt sich dann nämlich für das Skalarprodukt, wenn man berücksichtigt, 
daß / Projektionsoperator ist, 


es 2 er s n 
Ga | Ve = N KA a U | SU U? 
N 
= Nicol.. von | I Un Yen) 


on | Y) 22: Up, | Yun? 


, | U): (pp | Ya) 


8 (k,kı)... dk, ky) 
nn | N: ’ (11) 
kyki)--- Ill kn) 


1) Ein Index % umfaßt also Bahn- und Spinquantenzahlen eines Teilchens, z.B. (n, !, 
m. m,) oder (n, l, j, m,). 

2) Man beachte die Nomenklatur: |v}2%,...vr,» ist ein Produktvektor, |vr.x,...y? 
ein antimetrischer Vektor! 
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so daß die HILBERT-Raum -Vektoren |vj, ;,> auf eins normiert sind 


Ce | (12) 
(man beachte, daß k, = ky + + ky ist). 


Die Vektoren |v;,. „> Kann man als Basissystem in dem antimetrischen 
Raum Uy verwenden, d. h., ein beliebiger Vektor |p”> ist nach ihnen entwickel- 
bar. Es folgt nämlich aus der Entwicklung eines beliebigen Vektors |p) im 
Raum Uy 

m= LE Ik. uw... ud, |p) dk... dky 
kın.kn 
für einen Vektor | 9”) = |. > im antimetrischen Raum die Darstellung 


o= LE u. oh Ah... dky 


kı...kn 
= I kWh. up dk... diy, (13) 
kı...kn 


wobei die Projektionsoperatoreigenschaft %£/ = ./? benutzt wurde. Multipli- 
zieren wir diese Gleichung nochmals mit ./, so erhalten wir 


EZ Ep at Ze ARE 27 men 


kı...kn 


.dey. (14) 


Dieses Ergebnis besagt, daß wir einen beliebigen Vektor |p”) des antime- 
trischen Raumes nach den | £ v}, ... vp,> entwickeln können: 


IA U | A dr 


j %.. Ol Akı --- dhıy Ä (15) 


7 


I m nal dkı...dky=4 in Ur 


kı<..<k, 


Während in den ersten beiden Zeilen die Summierung über allek, ... kyläuft, 
wirdin der dritten Zeile nur über k, < k,< ... ky summiert. 


Durch analoge Überlegungen lassen sich mittels des Symmetrisierungsopera- 
tors.$ Basisvektoren |uj; „.ky) jm symmetrischen Raum U}; bestimmen. 


Aufg. 109: Man untersuche die unitären Basistransformationen im U,- 

Aufg. 110: Zwischen zwei Fermionen herrsche eine kugelsymmetrische Wechselwirkung. 
Man untersuche den Aufbau der Energieeigenvektoren |w4,> durch 
a) j—j-Kopplung, 
b) L—S-Kopplung (RUSSEL-SAUNDERS). 
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8 3. Das Paulische Ausschließungsprinzip 


Ein beliebiger Zustand eines Systems von N identischen Fermionen (z. B. 
Elektronen) wird durch einen Vektor |®-) im antimetrischen Raum Uy be- 
schrieben. Er läßt sich nach den Basisvektoren |v;,, ‚> von Uy entwickeln!) 


>= L Inu Ca D) Ahr... dky. (16) 
kı<..<ky 
Befinden sich die Fermionen, die z. B. unter dem Einfluß eines gemeinsamen 
Potentialfeldes stehen mögen, insbesondere in Einteilchenzuständen kı,...ky: 
so ist ihr Zustandsvektor 


[87 = \vi..un? (17) 


eine SLATER-Determinante (10) in den Einteilchenvektoren. Die Determi- 
nante verschwindet, wenn wenigstens irgend zwei Einteilchenzustände gleich 
sind. Es ist unmöglich, daß sich zwei identische Fermionen in gleichen Einteilchen- 
zuständen befinden (Pauuisches Ausschließungsprinzip‘‘).”) Es kann also z.B. 
nicht eintreten, daß zwei Elektronen sich am selben Ort befinden und dieselbe 
Komponente des Spins in einer bestimmten Richtung besitzen, oder daß zwei 
Elektronen in einem Atomin Zuständen mit denselben Quantenzahlen 2, !, m,, m, 
auftreten. 


Die geschichtliche Entwicklung erfolgte gerade in umgekehrter Reihenfolge 
wie wir sie hier dargestellt haben. PauLı formulierte 1925 das Ausschließungs- 
prinzip, um zu einer Deutung der experimentell gegebenen Struktur der Atom- 
spektren zu gelangen. Durch DırAc und HEISENBERG wurde 1926 erkannt, daß 
die Antimetrie das allgemein zugrunde liegende Prinzip ist, das auch gültig 
bleibt, wenn zwischen den Fermionen eine Wechselwirkung herrscht. 


Aufg. 111: Zwei Elektronen haben den Impuls p,, p, (in einem infinitesimalen Bereich A®p) 
und die Spinkomponenten Am,, Am,. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, eines 
der Elektronen im Volumenelement A®x am Ort r, mit der Spinkomponente 
km,, das andere im Volumenelement A®z am Ort rt, mit der Spinkomponente 
kim, anzutreffen ? 


$ 4. Der unitäre Raum II” variabler Fermionenzahl 


Nimmt man die Punktmechanik als Ausgang für die quantentheoretische Be- 
schreibung, so ist von vornherein die Anzahl N der Teilchen vorgegeben, der 
unitäre Raum gehört zu einer bestimmten Teilchenzahl, z. B. Uy zu N Fermi- 


1) Für manche Zwecke ist jedoch auch die Entwicklung von |®-> nach den Produkt- 
vektoren |vr,%%, ...%%,> des Raumes U, zweckmäßig, z.B. als Ortsdarstellung 
r.nl DIYy= DO (ti, T:-.., =): Diese Produktvektoren können aber keine Eigen- 
zustände des Fermionensystems sein. 

2) Da für Bosonen dieses Argument nicht zutrifft, können sich beliebig viele Bosonen im 
selben Einteilchenzustand befinden. 
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onen. Von dieser Einschränkung kann man sich dadurch befreien, daß man aus 
den unitären Räumen Uy, die zu verschiedenen N gehören, einen größeren uni- 
tären Raum U- konstruiert. Man gelangt auf diese Weise zu einer Formulierung 
der Mehrteilchenquantentheorie, die — wie wir sehen werden — mit der Quan- 
tentheorie des Feldbildes übereinstimmt. Die physikalischen Prozesse werden in 
dieser sehr häufig benutzten Formulierung durch Teilchenvernichtungen und 
-erzeugungen beschrieben. 


Wir beginnen mit einem Raum U,, bestehend aus einem Einheitsvektor |03, 
in dem das Vakuum, also kein Teilchen, beschrieben wird. Diesen Vektor fügen 
wir orthogonal zu dem unitären Raum 11,, in dem alle Zustände eines Teil- 
chens liegen, hinzu. Ein Zustandsvektor |®) in diesem größeren Raum hat dann 
die Komponentenzerlegung 


| = |0) <0|8> + $ |.) <ou | D) dk. (18) 
k 


|<0 |]? gibt die Wahrscheinlichkeit, daß kein Teilchen vorhanden ist, 
|<v, | > |? die Wahrscheinlichkeit, daß ein Teilchen im Zustand |v,> vorliegt. 


Für das orthogonale Hinzufügen der Zustände mehrerer Teilchen ist zu unter- 
scheiden, ob es sich um Bosonen oder Fermionen handelt. Wir wollen hier die 
Überlegungen mit Fermionen durchführen. 


Die antimetrisierten Zweiteilchenzustände |v;,,,> aus Uz werden also im 
nächsten Schritt orthogonal angefügt, usw. |v;,;,...„> aus Uy, usw. Für den 
auf diese Weise gewonnenen unitären Raum U”, der somit Zustände mit ver- 
schiedenen Teilchenzahlen umfaßt, schreiben wir formal (zum Unterschied vom 
direkten Produktraum) 


U=-W+HW+US+. +Uy+t (19) 
Ein beliebiger Vektor |Ö-) aus U- hat also die Zerlegung 


8y=-|n [8 + Lo m |OYdk+ L (via) win | DYdkı dk, 
k 


kı<ka 


een $ (Ye. Cake | PD Ak; Al... dky + 


k<kı<..kn 


(20) 
Zum Beispiel ist |<v;,,, | 8) |? die Wahrscheinlichkeit dafür, daß zwei Teilchen 
vorliegen, und zwar im antimetrischen Zustand |v;,,>- 


Die orthogonale Konstruktion von U bedeutet, daß alle Skalarprodukte von 
Vektoren aus Räumen Uy und lly- zu verschiedenen Teilchenzahlen N und N’ 
verschwinden, 


(21) 
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also z. B. 
ep =0 Ol )=0, «0 Bee 
Dr | vn = 9, Kür ven = 9... (21a) 
Yan | Ya = d Sa 


Im Unterraum Uy (mit festem N) sind die Basisvektoren |vn..„> nach 
Gl. (11) orthonormiert. 


$ 5. Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren von Fermionen 
a) Definition 
Es mögen Operatoren «{ eingeführt werden, die vom unitären Raum Uy 
in den Raum Uy.., führen, 
lv» = «at |, 
Y2 = a! |\v,» = ala! |0), 
| ® * |9%, ka, | (22) 


Bir... => a, |er..n? 


Der Operator af erzeugt also aus dem Vakuum |0) einen Einteilchenzustand 
|d%> in U, (Fig. 84). Wendet man a} auf einen Einteilchenzustand |v,,> an, so 
ergibt sich der antimetrische (!) Zweiteilchenzustand |vz,>. Diesen Zustand 
kann man auch durch Anwendung von a{ a}, auf das > 

Vakuum erreichen. Entsprechend lassen sich die anti- 
metrischen N-Teilchenzustände konstruieren. Auf Grund 
dieser Eigenschaft nennt man die @{ Erzeugungsopera- 
toren. 


Weil bei der Vertauschung zweier Indizes der anti- 
metrische Zustand sein Vorzeichen wechselt, gilt 


In? 

alal = —alal. (23) ; 
j Fig. 84. Reelles Abbild 
Insbesondere verschwindet also das Quadrat — und der Erzeugungs- und 
damit auch alle höheren Potenzen — von a}, Vernichtungsoperato- 
at a} =, (ga) Ten [Gl. (22,) und (28,)] 


ein Ausdruck des PAULI-Prinzips, wonach zwei Teilchen sich nicht im gleichen 
Einteilchenzustand %k befinden können. 

Nun sollen die Eigenschaften des zu «| adjungierten Operators e, = («})! 
untersucht werden. Dazu beachten wir, daß nach Gl. (20) der Einheitsoperator 
in U” die Zerlegung 

1=|D<0 + Fl) on ldkı + F ln) Bin |dkıdkg + (25) 
kı 


kı<kı 


336 4. Durchführung der Theorie [4.5 $ 5] 


besitzt. Die Anwendung von a} auf diese 7 ergibt nach Gl. (22) 


a |vD<0| + F lem) ud + Z fund wu | dh dk + |. (26) 
kı 


kı<k, 


Will man hieraus eine Darstellung des adjungierten Operators z, bekommen, 
so muß man lediglich die Reihenfolge der dyadischen Produkte vertauschen 
(Aufg. 43), d.h. 


= ol + i 194,2 or, | dk, + T [vn vl Akı dk, + |. (27) 
kı 


kı<ks 
Wegen der Orthogonalität (21) und der Orthonormierung (11) der Vektoren 
entnehmen wir hieraus die Eigenschaften 
| =0, 
2 | = | «u | vu) = 8(k, k') |0), 


ax |vir? = E |vn) Con, | ver) Ak 
Bi (28) 


l 


S 101) (8(k,%) Sky, k") — 3(k,, k’) 8(k, k”)) Ak, 
kı 

d(k, k’) |uy> — 8 (k, k'') |vr> 

usw. Allgemein ergibt sich 


2 |oR..ey> = ö(k, k,) |Yn..an? — d(k, k,) Ver... Er (29) 


d.h., z, führt einen Zustand aus Uy über in einen Zustand aus lly_,, wenn der 
Ausgangszustand ein Teilchen im Zustand % enthält. Da durch diesen Opera- 
tor ein Teilchen vernichtet wird, nennt man 2, Vernichtungsoperator. Die An- 
wendung von a, auf einen Vakuumzustand ergibt Null [Gl. (28,)]. 


l 


b) Vertauschungsrelationen 


Wendet man auf einen Zustand |v;, ,,> zuerst a}, und dann a, an, so 
erhält man nach Gl. (22) und (29) 


2,0% |ön.m = 8%, K) vi... — Sk ki) Vena +: (30) 
geht man hingegen in der umgekehrten Reihenfolge vor, so resultiert 
ar a, |Y.? = Falun 


Da die untereinander stehenden Glieder gerade wegfallen, findet man durch 
Addition 
(a; a, + a a;) |On..r? = d(k, k') Du 
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Weil man jeden Zustand |®-) aus W- nach |v;.x,..> entwickeln kann, 
gilt diese Gleichung in Anwendung auf irgendeinen Vektor |®-), d.h., man 
erhält die Operatorgleichung 


a,a), +al a, = 3(k,k')1. 
Zusammen mit der oben abgeleiteten Beziehung (23) haben wir damit für die 


Fermionen-Erzeugungs- und -Vernichtungsoperatoren die Antikommutator- 
relationen 


[ey 2], = 0 
[al, ab], = 0 (38) 


le, al), = Sk, k‘) 1 


gewonnen. — Führt man eine analoge Rechnung für Bosonen durch, so findet 
man für deren Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren die entsprechenden 
Relationen mit Kommutatoren (vgl. 4.6 $ 3a). 


ce) Das Transformationsverhalten der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren 


Ausgehend von einem vollständigen, orthonormierten Satz von Einteilchen- 
vektoren |v,> und ihren antimetrisierten Produktzuständen |vj;,), |virx,) --- 
wurden die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren durch die Gleichungen 
(26) und (27) definiert. Auf dieselbe Weise kann man natürlich vorgehen, wenn 
man von anderen Eigenvektoren ausgeht. Wir wollen als solche speziell die 
Ort-Spin-Eigenvektoren |%,,> = |uD|u”), |unm% ... wählen. Dann werden 
durch 


vn, (x) == |%,m> <o| 2: Eh en Um | dr, rn 
nr (33) 
a) = |0> um | Ku I |%rmı? | dx, rs 


Yımı 


Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren Y}, (rt), Y„(t) für ein Teilchen am 
Ort r mit der Spinkomponente mA definiert, die wieder die Antikommutator- 
vertauschungsrelationen 


728 (rt), Ya) — Vu 
YVR), Yi)] = 0 (34) 


Yen (t), v)l = S(t ee) en 1 


erfüllen. 


22 Fick, Quantentheorie 
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Den Zusammenhang zwischen den Vektoren |v,), |v,), -.. und |um); 
|uUmm), ;.. vermittelt die unitäre Matrix <v, | u,» (vgl. Aufg. 109), 
um? = Klo) <ür | um? dk, ] 
k 
Ieemam? = Eon) 9 | tm? Co, | Hm) Ak dk. = 
Kk 


Welcher Zusammenhang besteht damit zwischen den Operatoren %,„(t) unde, ? 
Zur Beantwortung dieser Frage setzen wir die Transformation (35) in die 
Gl. (33,) ein und erhalten 


FE) = E10 Cum |) Cor | AR 
k 


ar Ü E [9.2 Kor, | Um? Um, | Y2 U | 2% Yo | I’, dk dk, dk, 
Yımı kkıkı 
+... 


In der zweiten Zeile gibt die Summation über t, und m, gerade d(k,, k7), so 
daß man auch noch die Integration über k, ausführen kann. Es resultiert 


Zr) «m |0> Con, | dr dk. 
kk, 


Entsprechend verfährt man mit allen weiteren Gliedern. Damit ergibt sich, daß 
die Operatoren Y,„(r) aus den z, einfach durch die unitäre Transformation 


Um) = Jr, (um |0p dk (36) 
k 


auseinander hervorgehen. Umgekehrt erhält man die Operatoren e, aus %,„(t) 
durch 


= Lınlı) o | Um) Er. (37) 


Die Herleitung der Transformation (36) ist natürlich unabhängig davon, daß 
wir t, m als Ort und Spin interpretiert haben. 


$ 6. Entwicklung eines Operators 
nach Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren 


Für die Formulierung der Quantentheorie in Erzeugungs- und Vernichtungs- 
operatoren ist es notwendig, die symmetrischen N-Teilchenoperatoren £ als 
Funktion der @, und z/ auszudrücken. Dazu gehen wir zunächst von der Voll- 
ständigkeit der Produktzustände |vl,vf, ... v,)> im unitären Raum Uy aus, 
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so daß man (durch zweimaliges Einschieben einer /) schreiben kann 


y lv; -- u | Lv ve) Kun un, 
ur 2 (38) 
xdk, .. dbydk, ... der. 


Handelt es sich bei den betrachteten Teilchen um identische Fermionen, so sind - 
allein die antimetrischen Zustände aus Uy von Interesse. In diesem Raum ist 
aber der Operator / mit s/ / / identisch. Multiplizieren wir daher die 
Gl. (38) von rechts und links mit ./, so erhalten wir, wenn wir nach Gl. (10) die 
orthonormierten Zustände |v;, „> einführen, 


1 - 1 N 1 EN /yz 
7 Ü % U. ? On YlL Meer v2 Ber. | 


kuuky kıukn, A (39) 
X dk, ...dkydk,...dky, imüy 


Die in dieser Formel auftretenden Matrixelemente von £ sind nach wie vor in 
den Produktzuständen zu bilden. 


a) Entwicklung einer Summe von Einteilchen-Operatoren 


Als erstes wichtiges Beispiel behandeln wir einen N-Teilchen-Operator £/, der 
sich additiv aus N Einteilchen-Operatoren zusammensetzt 


N 
4-2. (40) 


Die Operatoren /£” sind also lauter gleiche Operatorfunktionen. /” bezieht 

sich auf das v-te Teilchen.!) Die Matrixelemente von > /”, gebildet in den Pro- 

duktzuständen, vereinfachen sich in diesem Fall zu 

N 
I u) = (vl | f! vl) S(k,, kz) ... Sky: ky) + 
v=1 2 * 

TEN 
+ Sky, kı) Öko, kg)... Cory | £” ve. 


Setzen wir diese Summe in Gl. (39) ein, so erhalten wirim U, 


27-4 ! Jon...) kn? KO, 


FD Vnky| Akı --- Akydk + 


kı..ky ki 
+m, x Sl. | FU Cap Ak... Ay dk, + 
En ki 


a8 


(a1) 


1) In der direkten Produktschreibweise von 2.4 $2 lautet Gl. (40) also ausführlich 
ERIRAR HAIR PRIKR en 


22* 
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Im zweiten Term nehmen wir eine Umbezeichnung der Integrationsvariablen 
vor: k)—ky ka—kj, ka k). Das Matrixelement lautet dann <»%, | /? 702 
Weil alle £” dieselben Einteilchenoperatoren sind, sind ihre Matrixelemente 
unabhängig von den Teilchenindizes 


teil 


so daß wir für sie einfach schreiben können 


1/0 = Ik, hy). (42) 
Berücksichtigt man ferner die Antimetrie der Zustände |v”), so kann man 
vEa..,> Aurch — |vgr,.„) ersetzen. Damit ist gezeigt, daß der zweite 


"Term von Gl. (41) mit dem ersten identisch ist. Verfährt man ebenso mit den rest- 
lichen Summanden von: (41), so erhält man schließlich 


N 
T ‚ 
2 fern LE Llon.en flo KXon.rz| Ak --- Aly dk, 
— kı...kn ki 


=. a, x Lab, lo.) Pl, 6) on, | 2 dk -.. dh Air. 
EN ki 
Wegen der Vollständigkeit der |v;, „> im Uy-ı [Gl. (15)] ergibt die Integra- 
tion über %,,...., %ky [einschließlich des Faktors (N — 1)!1] gerade /. Schreiben 
wir statt k, — k und statt k\— k’, so erhalten wir das Ergebnis 


IE = Leif (k,k') a, dkdk |. (43) 
kk 


Damit ist die Summe über Einteilchenoperatoren 7, f” als Linearkombination 
der Operatoren a} a, ausgedrückt. Die Koeffizienten dieser Linearkombination 
sind die Matrixelemente f(k, k') von / im Einteilchen-Raum U, [Gl. (42)]. Die 
Formel erlaubt folgende anschauliche Deutung: Es wird ein Teilchen im Zu- 
stand &’ vernichtet und dafür ein Teilchen im Zustand % erzeugt; das Gewicht, 
mit dem dies geschieht, ist das Matrixelement f(k, k'). 


1) Diese Gleichung ist zunächst für beliebiges, aber festes N, d.h. in irgendeinem U}, 
bewiesen. Multiplizieren wir von vorne und hinten mit den Projektoren ?, und summie- 
ren über N, so erhalten wir — weil u, mit der rechten Seite vertauscht — dieim U” 
gültige Beziehung 


N 
2 (et; PIE eu) = i a! f(k, k’) a, dkdk’. (43a) 
N v=1 ksk' 

Die linke Seite stellt die Summe von Einteilchenoperatoren im unitären Raum U- variabler 
Teilchenzahl dar. Wir schreiben dafür abkürzend 2 X und gelangen damit zur Formulie- 
rung (43), gültig im U”. 
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Beispiele: &) Der Gesamtimpulsoperator lautet 


53 % = i at p(k,k') a,. dk dk’ (44) 
v k,k' 
wobei 


P(k,k') = &o,| A vy) 


die Matrixelemente des Einteilchen-Impulsoperators ft sind. Wählt man als |v;> 
die Ort-Spin-Eigenvektoren |u,„>; so ist 


m | Pen? ; + Veen (45) 


und man erhält nach Gl. (5.1-29) 


| IE=-FI SUN V Hm) dr (46) 


In den Impuls-Spin-Eigenvektoren |u,„> gilt 


um | 6 Up) = pp —P) Im, (47) 
so daß folgt 
SM- 2 Sp aho) ano) @p. (48) 
ß) Für die Summe von Einteilchen-HAMILToN-Operatoren 
Sa -I(HAHrTe) (49) 
ergibt sich ; 
I%#= Lalclk, kb) a, dk (50) 
mit j in 
ek) = Cu | $ +Y@) mn. (51) 
In der Ort-Spin-Darstellung ist 
tem, m) = (- FA + VE) Se 1) ums (52) 
so daß man erhält 
_@-3/n0(- Be vo) nd |. (53) 


Die Impuls-Spin-Darstellung hingegen führt auf 
2 
#=2[ [ale (1 et V(»,P')) 2a„(p') Epd’p, (54) 
v mp » 
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dabei sind V (p, p’) die Matrixelemente des Potentials, gebildet mit den Im- 


pulseigenvektoren. — Identifiziert man die |vy) mit den Eigenvektoren von %, 
so ist 

e(k,k') =&,8(k, k'), (55) 
und aus Gl. (50) wird 

I# = ala, dk (56) 

# k 


(&; sind also die Eigenwerte des Einteilchen-HAmILToN-Operators 4). 


b) Besetzungszahl-Operatoren 


Die Darstellungen (48) und (56) zeichnen sich dadurch aus, daß in ihnen die 
Matrixelemente der Einteilchenoperatoren diagonal sind. Wählt man allgemein 
solche Einteilchenvektoren | >; die Eigenvektoren von £ sind, 


rl» = hr lvD; (57) 


I(k, k‘) = Ir Slk, k'), (58) 
und die Gl. (43) vereinfacht sich zu 


» k 


N,=ala, (60) 


so wird 


Dabei ist 


gesetzt worden. Diese HERMITEschen Größen nennt man Besetzungszahl-Opera- 
toren. Nach Gl. (31) ist 


N; [on..ey? = 5(k, kı) |vgg..? + Ik ko) on. + (61) 


d.h., alle Vektoren |v;,..x,>, in denen kein Index mit k übereinstimmt, sind 
Eigenvektoren von Y, zum Eigenwert 0, während die Vektoren |v;...,), in 
denen irgendein Index gleich &k ist, Eigenvektoren zum Eigenwert 1 sind (wenn 
wir ein diskretes k voraussetzen!)). Der Besetzungszahl-Operator (60) hat also 
die Eigenwerte 


N,=0,1, (62) 


ein erneuter Ausdruck des PAuLi-Prinzips: In einem Zustand k kann sich 
höchstens ein Teilchen befinden. 

Die Bedeutung der Besetzungszahl-Operatoren können wir uns auch folgen- 
dermaßen klarmachen: Wir setzen in Gl. (43) für / den Projektionsoperator 


!) Bei kontinuierlichem % ist über ein kleines Ak-Intervall zu integrieren. 
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Pi = |vr> <vr| und erhalten 
2 Fin >= £ al, Gyr | 079) (v | Yan) Lgır dk’ dk’, 


k'k'' 


| >, Ps = a) 4, j (63) 


Weil E45) die Observable ‚‚Besitzt das Teilchen den Meßwert %?“ darstellt, 
bedeutet der Operator 2 9, = Y ı die Observable „Wie viele Teilchen haben 
den Meßwert k?“. 2 


d.h. 


Beispiel: Der Operator 
Z Plum Pr = Ymlt) Ymlı) de (64) 


stellt die Observable ‚‚Wie viele Teilchen befinden sich im Volumenelement dx 
an der Stelle rt und haben die Spinkomponente mA ?‘ dar. Summiert man über 
die Spineinstellungen, so ergibt sich (vgl. Gl. (2.3-18)] 


IM, = 33 - = IHN) YuR) |, (65) 


m 


der Operator der Teilchendichte am Ort r. 


Die Summe 
N=-IN,=- ala (66) 
k k 


ist der Operator der Gesamtteilchenzahl. Seine Eigenwerte sind die ganzen Zahlen 
N=YN,=09,132... (67) 
k 


Zum Eigenwert N gehört der Eigenraum Uy. 


Bevor wir einige wichtige Vertauschungsrelationen der Erzeugungs- und Ver- 
nichtungsoperatoren von Fermionen herleiten, bemerken wir, daß für irgendwelche 
Operatoren 7,, 7, und % die Rechenregeln 


[#, Fy 9_ = F, [7% 9]; + ER 9] F, (68) 
und 


[7] Fy 97]: =48, [7% Fi: + [7 9]; PF, (59) 


gelten, die man durch einfaches Einsetzen in die Definition der Kommutatoren 
und Antikommutatoren verifiziert. Aus Gl. (32) und Gl. (08) ergibt sich 


ied, Ay %) = — Sk’, k) ap: (70) 


BSH IR, 
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also insbesondere 


N) = — $(k', k) a,, = 
HM uell= +3, ber. es 
Hieraus folgt 
Hy ai, a,) = d(k', k,) a), 2, — 8(k', k,) a), Ay; (72) 
so daß man 
IN N) = 0 (73) 
und 
MN, al, a,] = 0 (74) 


erhält. Die Summe von Einteilchenoperatoren (43) vertauscht damit mit /, 
ein Ergebnis, das auf Grund der Herleitung von Gl. (43) selbstverständlich be- 
stehen muß. — Die Beziehungen (70) bis (74) gelten insbesondere natürlich auch, 
wenn man a; durch %,,(t) ersetzt. 


ec) Die Fermi- Verteilung 


Von einem System unabhängiger Fermionen möge die mittlere Teilchenzahl 
Np=Hppf, (75) 


berechnet werden, die sich im thermischen Gleichgewicht in einem Energiezu- 
stand %k befinden. Liegt das System mit einer mittleren Energie 


HI =-PpH (76) 
und einer mittleren Teilchenzahl 

NI=SPPN (77) 
vor, soistesim U durch den großkanonischen statistischen Operator (3.7-31,) 


EP HN 


Pa BREN ws 


zu beschreiben (absolute Temperatur T = En chemisches Potential pro Teil- 
chen £ = »/ß). Wegen 
H#=),4, und N =IN, (79) 
k k 
nimmt Gl. (78) die Gestalt 


yNryfr.. 
= En 80 
p Sp (ui y: =) ( ) 
an, wenn wir die Abkürzung 
y- e Patr (81) 


einführen. 
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Die Spur (75) berechnen wir in der Besetzungszahl-Darstellung, 
Ir yNa1...yNk..N N« N 
yDı yan...yö ae ar r Ze ER 
yyıyda..yOk 2 yS 1+% 
.. k 


2 
ND = NıN...Nk.. 
NıNn...Nr. 
Dabei wurde berücksichtigt, daß nach Gl. (62) N, nur die Werte 0 und 1 an- 
nehmen kann. Die mittlere Teilchenzahl in einem Energiezustand %k beträgt 
also im thermischen Gleichgewicht 


1 1 


N»= ) (83). 


et 1 = eer-2) BIER 


(FERMI- Verteilung). Am absoluten Nullpunkt (T — 0, ß— oo) wird 


0 für &>L£°, 
nn=-| os 
1-für.e,<:29, 
d. h., alle Energiezustände %, die zu Einteilchenenergien eg, gehören, die klei- 
ner als die „FermI-Kante“ £°(=£ für T = 0) sind, sind mit einem Fermion 
besetzt, während alle Zustände, die zu höheren Energien gehören, unbesetzt 
sind. Bei endlichen Temperaturen hingegen bestehen nach Gl. (83) auch für die 
höheren Energien endliche Erwartungswerte (N). Diese sind eine Funktion 
von ß, v und den äußeren Parametern, wie Volumen V, Magnetfeld 7 usw., von 
denen die Energien &; = &.(V, H,...) abhängen, 


N = N (B,v, v, H, Se) (85) 
Die mittlere Gesamtteilchenzahl ist 
1 
Der rg rn V>Hs#.2) (86) 


Diese Gleichung kann man dazu benutzen, um das chemische Potential » als 
Funktion von (A'),ß, V, H,... zu bestimmen. Die innere Energie U der Fermi- 
onen ergibt sich aus 


Hy = 3 —— = U,» V,H, ...) (87) 


re 


(kalorische Zustandsgleichung). 


d) Die Bewegungsgleichung für y und 2 
Für den Operator 2 gilt nach Gl. (3.2-29) der Zusammenhang 


° 


= + Kal. (88) 


1) In dieser Formel numeriert k die Energieeigenvektoren. Um die mittlere Teilchen- 
zahl pro Energieniveau e; zu erhalten, muß man noch mit dem Entartungsgrad multi- 
plizieren. 
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Setzt man für 4? den HAMILToN-Operator (50) ein und beachtet man die Ver- 
tauschungsrelation (70,), so ergibt sich 
h 2 ’ ’ 
ee - (89) 


In der Ort-Spin-Darstellung lautet Gi. (88) 


ul) = 48, Ya), (90) 
und Gl. (89) geht nach Gl. (52) über in 


un = (5,4, + Vo) Yun |. 91) 


Wir erhalten also gerade die SCHRÖDINGERsche Materiefeldgleichung (1.3-32) in 
Operatorform. Die Gl. (89) entspricht der klassischen Gleichung (1.5-78). Wir 
werden im nächsten Kapitel sehen, daß man diese Operatorgleichungen und alle 
anderen hier angegebenen Beziehungen tatsächlich auch durch die Methode 
der Feldquantisierung erhalten kann. Damit ist dann explizit die Äquivalenz 
der Quantentheorie des Teilchenbildes mit jener des Feldbildes nachgewiesen. 


Im HEIsENBERG-Bild wird die Gl. (89) zu dem Differentialgleichungssystem 


hd _ 
i d 


Leik,k) aE () de (92) 
2 


für die Operatorfunktionen a (t). Für die Operatoren WE (t, t) liefert Gl. (91) 
die partielle Differentialgleichung 


k öyr lt, hr | 
za een. (- 554: + 9)) YA. (93) 


Wenden wir diese Gleichung auf den Zustandsvektor |®#) an, so werden wir 
nach Multiplikation mit (0| wegen 


<0| ya, ı) DB) = <uf, (1) |D9) =9,(t, 1) (94) 
auf die SCHRÖDINGER-Gleichung 
kb, (ut m 
| me _ (Ba 4 vo) 25H (95) 


für die Wahrscheinlichkeitsamplitude ©,(t, t) eines Teilchens geführt. 


e) Entwicklung von Wechselwirkungsoperatoren 


Die Wechselwirkung zwischen Teilchen läßt sich praktisch immer als Summe 
von Paarwechselwirkungen schreiben; ein wichtiges Beispiel hierfür ist die 
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CouLomBsche Wechselwirkung 


Hu=z I —- (6) 


Wir wollen allgemein einen Wechselwirkungsoperator, der eine Summe über : 
gleiche Paarwechselwirkungsoperatoren 4” ist, 


1 e 
We 23 ‚7 (97) 


auf Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren umschreiben. Für diese Rechnung 
geht man wieder von der allgemeinen Beziehung (39) aus und verfährt dann 
völlig analog zur Herleitung von Gl. (43). Man findet (Aufg. 112) 


1 G G € G 
5 3 a}, a}, &(ky, ky; kı, k;) a, 2, dk, dk, dki dk, |- (98) 


Kıkakiks 


Debeieind u ka) = abo | A 


ER (99) 
== &(ky, ki; ka, k,) 


die Matrixelemente des Operators #'? irgend zweier Teilchen 1 und 2. Die 
Form (98) eines Wechselwirkungsoperators ist heute fast stets der Ausgangs- 
punkt der quantentheoretischen Behandlung eines Vielteilchenproblems. Ein 
Term der Summe (98) läßt sich deuten als Vernichtung zweier Teilchen in den 
Zuständen k7, k, und Erzeugung zweier Teilchen in den Zuständen k}, k,. Das 
Gewicht dafür ist das Matrixelement &(k,, ka; k}, k,). 


Im Beispiel der CovLomgschen Wechselwirkung lauten die Matrixelemente in 
der Ort-Spin-Darstellung 


a N 2 7 1 2 
E(1]M}, 1gMg; 17M1, 15M;) = Gym, Yrumı -2] Yozmi Yrzmg? 


=: g X; ne 
= -%] lt, t)) 8 (ta t,) Omi Omi (100) 


so daß der Operator (96) die Form 


£ 4; 
Hy q? 3 ge Van, (to) Ym, (1a) Um, (X) dir dir, (101) 


Int] 
MıMa Tıla 


annimmt (vgl. auch 4.6 8 7). 


f) Beispiel: Der Heisenbergsche Austauschoperator 


Man ist heute sicher, daß der Ferromagnetismus eine Folge der elektrostati- 
schen Wechselwirkung zwischen den Elektronen im Festkörper ist. Die Ursache 
dafür, daß diese elektrostatische Energie ein magnetisches Phänomen bewirken 
kann, liegt im PAuLı-Prinzip begründet: Eine in den Ortsvariablen wirksame 
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Wechselwirkung äußert sich im Spin, weil die Gesamteigenfunktion der E.ek- 
tronen, in denen Orts- und Spinvariablen zu berücksichtigen sind, stets antime- 
trisch sein müssen. Mit Hilfe der Darstellung (98) läßt sich die Umformung der 
CouvLoMmB-Energie auf Spinoperatoren verhältnismäßig einfach durchführen. 


Für diese Herleitung machen wir folgende vereinfachende Annahme: Jedes 
Atom des Kristalls besitze ein Leuchtelektron, das sich in einem s-Zustand 
(= 0) befinde (andere Zustände der Elektronen werden nicht betrachtet). 
In den Einelektron-Eigenvektoren |v,) ist daher die Quantenzahl k durch zwei 
Indizes n und m zu ersetzen 

|ur> > |Unm2- 
Dabei numeriert n das Zentrum (Atom), bei welchem sich das Elektron befindet, 
und m bezeichnet die beiden Spineinstellmöglichkeiten + und — der Elektro- 
nen.!) An Stelle der Operatoren e, schreiben wir entsprechend #,„- 


Der Operator der elektrostatischen Wechselwirkung zwischen den Elektronen 
nimmt daher nach Gl. (98) die Gestalt 


1 + + 1,2 q 
Hy 2 #3 > Anm, Inım; Ynmı | laı = za Unemi Yon 0 'nıms Inimi 
NıNna MıMa 


nınz mımz 


2 
an. Weil aber RECHT auf die Spinzustände überhaupt nicht wirkt, ist das Ma- 


|z! =? 
trixelement proportional zu dm! &m,m/; und wir erhalten 


1 q 1 
HAw=g 2% T Arm Onm (U, 2 a Un Un? Antın Int: (102) 
Nina Ms le! — z2| 
ninz 
Da wir nur eine solche Konfiguration betrachten wollen, bei der jeweils genau 
ein Elektron bei jedem Zentrum sich befindet, 


Med: Hr Min =, (103) 
gibt es für die Quantenzahlen n, und n, nur die beiden Möglichkeiten 


’ 
N =N, N, =n, [C] 


und (104 ) 


GB 
weinen. Al. 


Wendet man nämlich etwa einen Operator a!_ a/, a,, a,_, der diese Bedin- 
gungverletzt, z. B.aufeinen Spinzustand ur v v v) an, so ahalt man (ir IND 0, 0), 


einen Zustand, bei welchem in den Lagen i und 2 zwei Elektronen und i in den 
Lagen 3 und 4 keine Elektronen sitzen. 


!) Man könnte daran denken, für |v„„> einfach Atomfunktionen an der Lage n zu ver- 
wenden. Für verschiedene Lagen sind diese jedoch nicht orthogonal, so daß man die Be- 
ziehung (11) nicht ohne weiteres verwenden kann. Man benützt daher für die |v„„> die 30. 
WANNIER-Funktjonen, die die gewünschten Orthogonalitätseigenschaften besitzen und 
die sich näherungsweise wie Atomfunktionen verhalten. 
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Der Wechselwirkungsoperator zerfällt damit in zwei Anteile, 


Hm HetKr 


wobei 
Ned: Yalsl,z 
0” a u u nm. On,m, NıNna pm; nm, 
Nıfna MıMa 
und (105) 
1 
vn f 7 
KH = Dy 3 b3 Anm, An,m; Im Fnmz Ram 
Nına MM, 


ist. Wegen Gl. (32,) und der Nebenbedingung (103) ist dabei n, #n,. Die 
Matrixelemente 


K = ih: SR 1 
Nına M Ns [2 E% 1 Un Y%n, ( 06) 
[74 z 
nennt man COULoMB-Integrale und 
2 
A A 107 
Nına g Nı "Ne lzı za | v, u) ( ) 


Austauschintegrale (vgl. 4.4 $1). 
Jetzt führen wir die folgenden Kombinationen der Erzeugungs- und Vernich- 
tungsoperatoren ein 
Iy+) — h ar In- 
mjmkal_a.,, (108) 
Ri h 
In) — Pr (ef,, 1 al 4,_) 9 I Zu == DR 
Mit Hilfe der Vertauschungsrelationen der und. z! kann man leicht nachweisen 
(Aufg. 114), daß die so definierten Operatoren u gerade die Spin- Vertauschungs- 


relationen (4.3-1) erfüllen. Sie können daher als Spinoperatoren der Lage n 
interpretiert werden. 


Unter Benutzung der Vertauschungsrelationen und der Nebenbedingung (103) 
lassen sich die Operatoren #. und 5 ‚nach einer kleinen Rechnung (Aufg. 115) 
in die Form 


mE Kal, ] 
NN 
(109) 
EEE e 2,8, +44) 
nıF+ns 


bringen. Den spinabhängigen Anteil 


| 1 ir: 
Hu re B3 un, In In, (110) 
| Nı=Fn, — 
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nennt man den HEISENBERGschen Austauschoperator. Er ist die Grundlage für 
die gesamte Theorie des Ferro- und Antiferromagnetismus. 


Aufg. 112: Man zeige die Gültigkeit der Umformung (98). 
Aufg. 113: Der Hamitron-Operator habe die Gestalt #= 2# + u 2 4”. Was ergibt 


sich für die Operatoren 2, und vr 


Aufg. 114: Man zeige, daß die Operatoren (108) die Vertauschungsrelationen der Spinkom- 
ponenten erfüllen. 


Aufg. 115: Man führe die Umformung der Operatoren (105) auf die Gestalt (109) durch. 
Sechstes Kapitel 


Das quantisierte Schrödinger-Feld ) 


Durch die Zusammensetzung der unitären Räume verschiedener Teilchenzahl 
konnten wir im vorangehenden Kapitel eine Formulierung der Quantentheorie 
gewinnen, in der u. a. Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren eines Teilchens 
auftreten, die den Gleichungen des SCHRÖDINGERschen Materiefeldes genügen. 
Einen direkten Zugang erhalten wir, wenn wir nicht von der Quantentheorie des 
Teilchenbildes ausgehen, sondern das SCHRÖDINGERsche Materiefeld quantisie- 
ren.?) Es wird sich zeigen, daß wir damit dieselben Ergebnisse wie im vorher- 
gehenden Kapitel finden. 


Legt man an Stelle des SCHRÖDINGER-Feldes irgendein anderes Feld zu- 
grunde, so gelangt man ganz allgemein zur Quantenfeldtheorie. Zum Beispiel 
liefert die Quantisierung des MAxweLL-Feldes, gekoppelt mit dem DirAc-Feld 
für relativistische Materie, die Quantenelektrodynamik. Da wir uns in diesem 
Buch nicht mit den Problemen und Schwierigkeiten der relativistischen Theo- 
rien auseinandersetzen wollen, beschränken wir uns hier auf die Quantisierung 
des nichtrelativistischen SCHRÖDINGER-Feldes. Wir können dabei die wesent- 
lichen Züge der Feldquantisierung bereits erkennen. 


$ 1. Die Feldoperatoren 


Bei der Quantisierung eines Feldes werden die Komponenten der Feldstärken 
zu Operatoren. Sind die klassischen Felder reell, so sind ihnen HERMITEsche 
Operatoren zuzuordnen, also z. B. beim elektromagnetischen Feld 


Re (1) 


1) Sofern. der Leser das Kap. 1.7 bisher überschlagen hat, sollte er sich jetzt mit den dor- 
tigen Überlegungen vertraut machen. 

2) Dieses Vorgehen nennt man in nicht sehr glücklicher Weise auch ‚zweite Quantisie- 
rung“ ; man verkennt dabei, daß das ScHRÖDINGERsche Materiefeld ein klassisches Feld ist, 
das vor der Quantisierung mit der Quantentheorie nichts zu tun hat. 
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Ist hingegen wie beim ScHröpInGErschen Materiefeld die Feldgröße y nicht 
reell, sondern komplex — und daher nicht direkt observabel —, so wird der zu- 
gehörige quantentheoretische Feldoperator, 


vv (2) 


nicht HERMITEsch. Zerlegt man die Feldgröße y in Real- und Imaginärteil, 
y=y, + iy,, so sind y, und y, reell und quantentheoretisch durch HERMITE- 
sche Operatoren %, = Yj und %, = Y% zu beschreiben. Daher entspricht der 
konjugiert-komplexen Feldgröße y* der adjungierte Operator pt, 


vr — v' 2 (3) 


Der Feldoperator % ist ebenso wie in der klassischen Feldtheorie eine Funk- 
tion des Ortes r und der Zeit t, 


u A (4) 


t und £ geben an, in welchem Aufpunkt und zu welcher Zeit das Feld gemeint 
ist. Es handelt sich also bei r und ? nicht um Observable desSystems, sondern um 
Parameter, die verschiedene Feldoperatoren % kennzeichnen; sie bleiben daher 
c-Zahlen (t hat nichts mit dem Ort eines Teilchens zu tun!). 


Die Entwicklung (1.5-75) des Feldes nach einem vollständigen Satz ortho- 
normierter Funktionen v,(t) ist auch in den Feldoperatoren möglich, 


Ya) = Lam um)dk |. (5) 


k 


Die Entwicklungskoeffizienten werden jetzt Operatoren c,. Sie erfassen die 
Stärke der Partialwellen v,(t) quantentheoretisch. Wegen der Orthonormierung 
der Funktionen v,(t) (keine Operatoren!) läßt sich Gl, (5) in der Form 


ct) = [ Yu) og (e) dir (6) 


auflösen. 


Für den adjungierten Feldoperator y* folgt aus Gl. (5) die Entwicklung 


ey =- Lem) dk (5) 
k 
und damit die Auflösung 
dt) = [Ye = dir. (sh) 
Wie wir in 1.7 85 gesehen haben, ist = — a y* die zu y kanonisch konju- 


gierte Feldgröße. Die Operatoren % und ı? sind also sicher nicht miteinander 
vertauschbar (vgl. $ 3). 
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8 2. Die Observablen des Schrödingerschen Materiefeldes als Operatoren 
a) Der Hamilton-Operator 


Den integralen HAmILToNn-Operator # (= Operator der Gesamtenergie) des 
SCHRÖDINGERschen Materiefeldes gewinnen wir, indem wir in Gl. (1.7-84) von 
den Feldgrößen y und y* zu den Feldoperatoren % und %* übergehen, 


#01 = | (gm grad Vi grad y + Vey'y) ar 


2 (7) 
= [yt(- ,A+ VW) yarz 


Dieser HermITEsche Operator 5 ist ein Funktional der Feldoperatoren y* 
und %. Zu der in ihm gewählten Reihenfolge der Operatoren Yt und % vgl. 
Fußnote 2), S. 359. 


Setzt man die Entwicklung (5) und (5?) nach einem Funktionensystem »,(t) 
in (7) ein, so erhält man analog zur klassischen Rechnung (1.7-86), 


Hl, ce] = N Ey cp dkde' |, (8) 
kk' 


wobei die Größen &;x (c-Zahlen!) gegeben sind durch die Integrale (1.5-79) 
h2 
ou = SE) [- 5A + 90 | to) di. (9) 


Wählt man insbesondere für v„,(t) Eigenfunktionen w„(r) der zeitunabhängigen 
SCHRÖDINGERschen Feldgleichung (1.5-69) zum Eigenwert EZ, so wird 
Eoa = Eu 8(a, a’), und Gl. (8) nimmt die einfachere Gestalt 


H#=YH,c0,da (10) 
an. a 
b) Die Operatoren von Impuls und Schwerpunkt des Feldes 


Die Observablen Gesamtimpuls und Schwerpunkt des SCHRÖDINGER-Feldes 
[Gl. (1.4-28) u. (1.4-22)] werden in der Quantentheorie durch die HERMITEschen 


Operatoren 
ar h 7 F vr ıYy dir 
P= — [vr gradydr und = Teva #) (11) 


beschrieben. Die Vertauschungsrelationen der Feldoperatoren /t und % müssen 
auf alle Fälle die Eigenschaft haben, daß sie die bekannten Vertauschungsrela- 
tionen zwischen Ort und Impuls gewährleisten, also 


PL) = 51 12) 
(vgl. Aufg. 116). 


1) Zähler und Nenner sind miteinander vertauschbar. 
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In der Entwicklung nach einem Funktionensystem v,(t) nimmt Gl. (11) die 
Gestalt [vgl. Gl. (1.5-85)] 
z L cltyr co, di dk’ 
P- Ye pi epdkde und = (13) 
Ik’ x ci e, dk 


an, wobei 
h 
Pır=T Ser) gradv.(W)dA’r und = [u riet) d’z (14) 


gesetzt wurde [Gl. (1.5-86)]. 


$ 3. Vertauschungsrelationen der Feldoperatoren 


a) Feldquantisierung mittels Kommutatoren (Bose-Feld) 

Entsprechend den korrespondenzmäßigen Überlegungen zur Quantisierung 
(3.2 $ 4) ist es naheliegend, die Poisson-Klammern Gl. (1.7-96) für die kano- 
nisch konjugierten Feldgrößen in Kommutatorrelationen zu übersetzen, 

[Y, t), Ye, )) = © 
Ye, ), Ye, 1)] = 0 ; (15) 

Weder) t]| 
Wir werden sehen, daß wir durch diese Quantisierung gerade BosE-Teilchen er- 
zwingen. 


Multiplizieren wir die erste dieser Vertauschungsrelationen mit 
v(t) vi(r) dx d?r’, so liefert die Ortsintegration die Vertauschungsrelation der 
Operatoren c,.. Diese Operatoren, die speziell den ‚„Minus- Vertauschungsrelatio- 
nen‘‘ des BosE-Feldes genügen, bezeichnen wir mit £,. Verfahren wir mit den bei- 
den anderen Vertauschungsrelationen (15) entsprechend, so erhalten wir ins- 
gesamt 


[.), £,(0) = 0 
Ko, eo) = 0 ’ (16) 


[4.0 0] = (k, k') 1 


Bei diskretem % steht also in der letzten Zeile das KRONECKER-Symbol. 


b) Feldquantisierung mittels Antikommutatoren (Fermi-Feld) 


Damit ein quantisiertes Feld nicht BosE-, sondern FErMI-Teilchen dar- 
stellt, muß man die Vertauschungsrelationen so abändern, daß in ihnen dem 
PAuui-Prinzip Rechnung getragen wird. Wir haben bereits in Kap. 4.5 gesehen, 
daß dies durch Antikommutatorrelationen erreicht wird. Der Antikommutator 


23 Fick, Quantentheorie 
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zweier Operatoren war durch 
[I,9 = #79 +GF (17) 
definiert. H 


Die Feldoperatoren sollen daher in diesem Fall die Relationen 

[Y; (t, t), Yıld, i)] zz © 

1; (v8), Y (vd) = e 
+ 


Br; 9, dir, 1] = 8.8 — r) ! 
+ N 
IE ne re He ne 
erfüllen. Diese Forderung an die Feldoperatoren bedeutet ein wesentlich stärke - 
res Abweichen von der klassischen Feldtheorie als die Minus-Klammer-Quantisie- 
rung, die ganz im Rahmen der korrespondenzmäßigen Quantisierungsvorschrift 
lag. Das PavLı-Prinzip ist eben eine Eigenschaft, die klassisch nicht verständ- 
lich ist. 


Da Fermionen immer halbzahligen Spin haben [Gl. (4.5-7)], hat es keinen 
Sinn für ein einkomponentiges SCHRÖDINGER-Feld (rt, t), das keinen Spin 
besitzt, die Antikommutatorrelationen (18) zu fordern. Eine Beschreibung von 
Teilchen mit Spin, z. B. Elektronen, kann man aber durch ein zweikomponenti- 
ges Feld Y;@= 1,2) erreichen, in dem i die beiden Einstellmöglichkeiten des 
Spins beschreibt. Bei Vernachlässigung der Spin-Bahn-Kopplung und ohne 
äußeres Magnetfeld!) genügt dabei jede Komponente ı%, der SCHRÖDINGER- 
schen Materiefeldgleichung (27). Zur Vereinfachung der Schreibweise lassen 
wir daher z. T. den Index i wieder weg. 


Die erste der Gln. (18) 
y; (t, 1) Y; (E, 1) ee bel, ) v, 2 t) (19) 
ist der quantenfeldtheoretische Ausdruck für das PauLische Antimetrieprinzip. 


Eine Folge davon ist, daß die Feldoperatoren an verschiedenen Orten nicht 
kommutieren 


(18) 


Pedro, (20) 


d. h., man kann ein FERMI-Feld — im Gegensatz zum elektromagnetischen Feld — 
prinzipiell nicht ausmessen. Würde man nämlich das Feld in einem Raum-Zeit- 
Punkt bestimmen, so verliert durch eine weitere Messung des Feldes an einem 
anderen Ort die erste Messung ihre Bedeutung. 


Setzt manr=r’ und i = ö), so ergibt sich insbesondere 
Fuh)=0. (21) 


!) Die nichtrelativistische Berücksichtigung dieser Effekte liefert die sog. PAuL1-Glei- 
chung (als Grenzfall der relativistischen DirAc-Gleichung). 
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Wie wir wieder sehen werden, bedeutet dies gerade, daß keine zwei Elektro- 
nen denselben Ort und den gleichen Spin einnehmen können. 


Von den Vertauschungsrelationen (18) der Fermischen Feldgrößen kann man 
wieder wie in a) zu jenen der Entwicklungskoeffizienten z,(f) übergehen. Wir 
bezeichnen diese, wenn sie sich auf ein FermI-Feld beziehen mit a, (t), 


[a;(t), a, ()]) = O 
+ 


[ei (t), al, (d)) = O ' (22) 
+ 


La, (t), a}.(t)] = 8(k, k') 4 
+ 


Es sind dieselben Vertauschungsrelationen, die wir bereits in Kap. 4.5 — auf 
andere Weise — kennengelernt haben. Diese dort als Erzeugungs- und Vernich- 
tungsoperatoren eingeführten Größen bedeuten also quantenfeldiheoretisch die Ampli- 
tuden der Partialwellen v,(t). 


e) Eine Folgerung für die integralen Observablen eines Feldes 
Wir wollen nun den Kommutator zwischen % (rt) und irgendeiner Observablen 
F= [VW) Fe) YA) dir’ (23) 
berechnen. Von dieser Gestalt sind die in $ 2 angegebenen integralen Feldobser- 


vablen. F(r’) stellt irgendeinen Differentialausdruck in tr’ dar, der auf Y%(r‘) 
wirkt. Mit Hilfe der Beziehung (4.5-68) erhalten wir 


[F, vo] = [YHE) Fe) Yo] die’ 
+ [WE YO) Fe) yr) Br’. 
F 


Unabhängig davon, ob ıy ein BosE- oder FERMI-Feld beschreibt, ergibt sich damit 
aus den Vertauschungsrelationen (15) oder (18) 


| [F, YO] = — Fle) Yln) | (24) 
[ee al 


Mit der HErMITEIizität von 7 folgt hieraus 
[F, v'ı)] = Frl) Yo). (25) 


Dies hat zur Folge, daß die Vertauschungsrelation [F, 9] zweier Observabler 
vom Typ (23) — z. B. zwischen Ort und Impuls [Gl. (12)] — unabhängig davon 
ist, ob ein BoseE- oder FermI-Feld vorliegt. 


Aufg. 116: Man beweise die Vertauschungsrelation (12) für den Impuls und Schwerpunkt 
des SCHRÖDINGERSchen Materiefeldes. 


23* 
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$ 4. Die Schrödingersche Materiefeldgleichung in Operatorform 


Der Operator y, der die zeitliche Veränderung des Materiefeldes beschreibt, 
genügt der allgemeinen Beziehung (3.2-29) [vgl. auch Gl. (1.7-100)]. Er be- 
stimmt sich also sowohl im BosE- als auch im FErMI-Fall aus dem Kommutator 
zwischen 5 und %, 


| Io) =+ 1,40] h (26) 


Mit der Form (7) des HAMILTON-Operators liefert die Beziehung (24) sofort 


hs h® 
| tiere | een) 


also gerade die SCHRÖDINGERSche Materiefeldgleichung in Operatorform. 


Berücksichtigt man den Spin, so ist im HAMILTON-Operator (7) % durch %, 
zu ersetzen und über die beiden Spinkomponenten i = 1, 2 zu summieren. Die 
Gl. (27) gilt dann für jede Komponente Y%,(t) [Die Spin-Bahn-Kopplung 
(4.3 $ 6c) bleibt dabei unberücksichtigt]. 


Weil die Operatoren der Feldamplituden %,(r) dieselben Relationen erfüllen 
wie die in Kap. 4.5 über das Teilchenbild konstruierten Operatoren Y%,(t), 
sind sie identisch. Daher stimmen alle aus dem Feldbild gewonnenen Beziehun- 
gen mit denen des Kap. 4.5 überein. 


Im HEıisenBerc-Bild [Gl. (3.5-74H)] ist 
7 "(nt 
Fein, (28) 


und die Gl. (27) wird zu einer partiellen Differentialgleichung für die Operator- 
funktion Y#(t, t), 


h? 
ar a (29) 


Der Feldoperator Y#(r,t) im HEISENBERG-Bild genügt der SCHRÖDINGERSchen 
Moateriefeldgleichung. Die durch sie beschriebene zeitliche Entwicklung von % 
läßt sich durch die unitäre Transformation (3.5-87) 


VF(tt)=e VE (t, to) e 


+) Hal) 


(30) 
darstellen. 

Im ScHRÖDINGER-Bild hingegen ist natürlich 4° (als explizit zeitunabhängi- 
ger Operator) zeitlich konstant [Gl]. (3.5-738)], 


N} 
ee eh (31) 
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Die Feldgrößen % in benachbarten Raumpunkten sind (vgl. Aufg. 26 u. 116) durch die 
Operatorbeziehung 


grady= - + 19,9] (82) 


mit dem Impulsoperator # des Feldes verknüpft. Diese Gleichung bedeutet, daß die Feld- 
operatoren in verschiedenen Punkten r und t, durch die unitäre Transformation 


12c-) Id.) 
Ta BEE Tu ua es 
korreliert sind.!) 


Entwickelt man die Feldoperatoren in Gl. (27) nach einem Funktionen- 
system v,(t), so ergibt die Gl. (5) unter Verwendung von Gl. (9) 


h o 2 
— Em 27 u] I Exp’ Cr dk’. (34) 


2 
Im HEisengBerc-Bild folgt damit für c#(t) 


hk delt ’ 
rei _ Kar che) ak, (35) 
: 


also die quantentheoretische Formulierung der klassischen Gleichung (1.5-78). 


$ 5. Teilchenzahl-Operatoren für Bosonen 


a) Definition und Vertauschungsrelationen 


Wir haben bereits früher (1.4 $ 1) vermutet, daß die ‚„Intensität‘‘ N des 
SCHRÖDINGERschen Materiefeldes mit der Teilchenzahl korreliert sein muß. 
Durch die Feldquantisierung wird diese Größe ein HERMITEscher Operator 


N = [vo y) die = > 4 28 (36) 


Zur Vereinfachung der folgenden Überlegungen beschränken wir uns auf dis- 
krete k-\Werte. Man nennt N den Operator der Teilchenzahl. Wir werden in 
der Tat sehen, daß seine Eigenwerte die Anzahl der vorhandenen Teilchen an- 
gibt. 1 setzt sich additiv aus den Beiträgen /]| £, der einzelnen Partialwellen 
zusammen. Die Anteile 


Ib, (37) 
bezeichnet man als Besetzungszahl-Operatoren der durch v,(t) definierten Zu- 
stände des Feldes. 4‘, ist HERMITEsch. 

Aus den Bose-Vertauschungsrelationen (16) folgt 


EN AO + N EC, 
1) Die verschiedenen Bilder der Quantentheorie beziehen sich allein auf die Zeitfunktio- 


nen. Bezüglich der Ortsabhängigkeit der Feldfunktion ist man immer in einem HEIıSsEN- 
BERG-Bild. 
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oder 
[£; N) = It, (38) 


Der Übergang zur adjungierten Gleichung liefert 

Null. (38%) 
Für i + k ist also W', mit /, und #} vertauschbar. Für = k erhalten wir 
genau die beim harmonischen Oszillator abgeleiteten Relationen (4.2-9). 


Nach Gl. (38) ist der Amplitudenoperator #, mit dem Besetzungszahl-Operator 
N, nicht vertauschbar. Setzt man 


6, = ey 228 
so stellt ©, den Phasenoperator der k-ten Partialwelle dar, und es folgt 
(el, N] = er 
oder 
i [sin 9, 4] = 008 ©,, (39) 


d.h., die Messung einer bestimmien Besetzungszahl ist mit der Festlegung der 
Phase nicht verträglich und umgekehrt. Ist z. B. die Phasendifferenz zweier Wellen 
vorgegeben, so besteht eine Unsicherheit darüber, wie sich die Teilchenzahl auf 
die beiden Wellen verteilt. Dies ist gerade die Aussage desin 3.1 $ 4 besprochenen 
Doppelspaltversuches. 


Die Besetzungszahl-Operatoren 4’, und N‘, sind untereinander vertausch- 


bar, 
NN ,l=0 |); (40) 


denn aus den Gleichungen (38) und (38?) folgt 
NN NN: EM N: Ni Ei 
AAN + it) - Nr hi li 
NA - HA A) - Ni hi li 
=0. 


b) Die Eigenwerte der Besetzungszahl-Operatoren 


Weil die verschiedenen Besetzungszahl-Operatoren miteinander vertauschbar 
sind, besitzen sie einen gemeinsamen Satz von Eigenvektoren, 


N; \unn..n..2 = Nr una... (41) 


Um eine Aussage über die möglichen Eigenwerte N, zu gewinnen, wählen wir 
einen festen Index k. Da nach Gl. (38) und (38?) die Vertauschungsrelationen von 
N „mit /, und | mit jenen des harmonischen Oszillators völlig übereinstim- 
men, können wir ohne weitere Rechnung die dort gewonnenen Ergebnisse über- 
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nehmen: Die Eigenwerte N, der Besetzungszahl-Operatoren N, sind im BosE- 
Fall positive ganze Zahlen, 


N.=0,1,2,... (Besetzungszahlen) |. (42) 


Die Eigenwerte des Gesamtteilchenzahl-Operators 4 sind die Summe 
N=YN,. (43) 
k 


Der Gesamtteilchen-Operator Y/° vertauscht mit dem HAMILTON-Opera- 
tor (7) (Aufg. 117), o 
N=0. (44) 


Wenn also der Zustandsvektor |®) zur Zeit i,in einem Eigenraum von „F 
liegt, so bleibt er in diesem auch zu späteren Zeiten: Die Gesamtteilchenzahl N 
ist eine Konstante. Im SCHRÖDINGER-Feld tritt keine Teilchenerzeugung oder 
-vernichtung auf!), lediglich die Besetzungszahlen N, können sich im Laufe der 
Zeit verändern. 


Entwickelt man das Feld nach Eigenfunktionen der zeitunabhängigen SCHRÖ- 
DINGER-Gleichung v,(t) — u,(t), so hat der HAMILToN-Operator nach Gl. (10) 
die Gestalt 

#=-YEN: (45) 
a 
Mit der Diagonalisierung der N, erhält man damit auch die Gesamtenergie des 
Feldes. Die möglichen Eigenwerte E von 5, 
F# |un.2 =E un. (46) 


lauten dann 


2) (47) 


Die Gesamtenergie des Feldes ist eine Summe ganzzahliger Vielfacher von E,; sie 
verhält sich so, als ob sie durch N, Teilchen der Energie E, aufgebaut wäre (Fig. 85). 


1) Würde der HamıLron-Operator die Feldoperatoren % oder yt linear enthalten, so 
wäre eine Änderung der Gesamtteilchenzahl möglich. 
®2) Hätte man statt Gl. (8) die Reihenfolge 


8 = x £Xr Eck’ AN dk dk’ 


’ 


gewählt, so hätte Gl. (45) die Gestalt 
#' = IBubaba= ZEaNa + N) 


angenommen. Bei einem nach unendlich reichenden Energiespektrum divergiert jedoch der 
Term 3 Z,. Mit der getroffenen Reihenfolge der Operatoren in Gl. (7) oder (8) hat man 
diese unendliche Konstante vermieden. 
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Die zu den Energieeigenwerten E, gehörigen Besetzungszahl-Operatoren N, 
sind mit 5 vertauschbar, sie sind Erhaltungsgrößen 


NN = 0. (48) 


Man ist natürlich keineswegs gezwungen, als», gerade Energieeigenfunktionen 
zu wählen. Betrachtet man irgendeine integrale Feldobservable £ der Gestalt 


= 2 E Aw r (49) 


— z.B. den Feldimpuls (13) — und entwickelt man das Feld nach solchen 
Funktionen v,, die die Matrix Ay diagonalisieren, Ayr = A, dr, so erhält man 


Ea ar; (50) 
ı 
Der Operator / ist dann mit allen 4, vertauschbar, 
IN )= 0!) (51) 
so daß Z£ und die 4, einen gemeinsamen Satz von Eigen- 
OTag4 5 "Na vektoren besitzen, 
Fig. 85. N, Teilchen £ |pn,..> =4A pn... RS 
der Energie E, N, Pr... =N, Pr... 5 


Die Eigenwerte A der Observablen / sind wiederum eine Summe ganzzahliger 
Vielfacher der Einteilcheneigenwerte A,, 


[4-2a8.|. (53) 


Die Quantisierung des Feldes liefert also die experimentell nachweisbaren Teilchen- 
eigenschaften. 


ec) Die Eigenvektoren der Besetzungszahl-Operatoren. N-Darstellung des U* 


Aus der Behandlung des harmonischen Oszillators können wir sofort die Wir- 
kung der Operatoren £, und £} auf die Eigenvektoren |w,,..v,..> übernehmen: 
£; erzeugt aus |uy,...n,..> einen Zustand, in dem die Besetzungszahl N, um eins 
erhöht ist. 


1) Mit 3 brauchen diese Besetzungszahl-Operatoren dann natürlich nicht zu vertauschen, 


d.h. N, +0. 
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£, hingegen verringert die Besetzungszahl N, um eins, 


Cr un...) = Vn, [4x...v,-ı..> (Verniehtungsoperator) |. (55) 


Mit Hilfe der Erzeugungsoperatoren kann man einen beliebigen Vektor 
[un...n.... aus dem Vakuum 


| = [90.0.2 » (56) 


in dem kein Teilchen vorhanden ist (£, |0> = 0), aufbauen, 


TO (57) 


VN!...Nr!. 


Numerieren wirdieZustände | u)nicht durch die Besetzungszahlen N, ‚..., Ny,... 


sondern durch die Quantenzahlen k,/,...,so hat man 
N=0 |®, 
=] > = A|, 
ER wn=4t|n=u) +), (58) 


| u) = 75 (ehe 0, 


Wegen der Vertauschbarkeit der Operatoren £| sind die Zustände |u;;...> 
symmetrischin den Quantenzahlen. Eine Numerierung der Teilchen kommt über- 
haupt nicht ins Spiel, weil von vornherein stets nur von der Anzahl der Teilchen 
die Rede ist. 


Alle Linearkombinationen von Zuständen (57) oder (58) bilden die Gesamt- 
heit aller symmetrischen Zustände. Sie spannen den symmetrischen unitären 
Raum U* der Bosonen auf, den wir bereits auf andere Weise in Kap. 4.5 
kennengelernt haben. Wählt man einen festen Eigenwert N von /',so hat man 
einen Unterraum U; vor sich, in dem ein System mit fester Teilchenzahl be- 
schrieben wird. 


Wir wollen uns den Zusammenhang mit der Quantentheorie des Teilchenbildes 
explizit an Spezialfällen vergegenwärtigen. Dazu betrachten wir zunächst den 
Unterraum eines Teilchens, N = 1. Dann ist 


[> = £i |0> (59) 


ein Einteilchenzustand. Die Wahrscheinlichkeitsamplitude für diesen Zustand 
kann man daher auch schreiben 


D(k) = (u, |®> = (0 |&% 2 (60) 
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(k-Darstellung). Identifizieren wir £, insbesondere mit dem Feldoperator %(t), 
so wird aus Gl. (59) 
lu» = 7 (e) |, (61) 


der Ortseigenvektor eines Teilchens. Die Wahrscheinlichkeitsamplitude für eine 
Ortsmessung lautet daher [vgl. Gl. (4.5--94)] 


| De) =<0|yı) D) 


Weil im HEISENBERG-Bild %#(t, it) die ScurönDıngeErsche Materiefeldgleichung 
in Operatorform (29) erfüllt und |®?) konstant ist, erhalten wir für die Zeit- 
abhängigkeit der Wahrscheinlichkeitsamplitude ®(r, i) wieder die uns aus der 
Quantentheorie des Zinteilchenbildes bereits bekannte Gleichung 
r 80) Mm 
=- pen S=,.304 70 (63) 
(SCHRÖDINGER-Gleichung der Wahrscheinlichkeitsamplitude). 


5 (62) 


Die Matrixelemente von 5 (Gl. 8) im Unterraum eines Teilchens lauten 


u, |) = > <0| 0, Ch ei Cr A, |: (64) 
k,k' 
Aus den Vertauschungsrelationen folgt 
LE, |D = (dr, + MC) |D = ri, |D (65) 
und entsprechend 
ol, = du, 0; (65’) 
so daß man für Gl. (64) erhält 
“u, | # u = 2 Su, Er der, = Eur (66) 


d.h., die Matrixelemente des HAMILTON-Operators (8) des Materiefeldes sind 
im Unterraum U, mit den Matrixelementen des HAMILTON-Operators eines Teil- 
chens identisch. 


Auch mit dem Fall N = 2 wollen wir uns zur Vertiefung des Verständnisses 
noch etwas befassen. Wir fragen uns nach den Matrixelementen des HAMILToR- 
Operators (8) des SCHRÖDINGER-Feldes im Teilraum U}, z. B. 


u = 2 <0| 4, &, Ch exe Er ER. (67) 
Aus den Vertauschungsrelationen der £ folgt 
ED + | 
=, AD + Ed | (68) 
= dp, [un + ru, |u> 
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und entsprechend 
0] 2, 6, = dar, u, | + da, U, |- (68) 
In Gl. (67) eingesetzt, erhalten wir damit nach Ausführung der Summation 
una | wand = Ena dr + Era Bra, + En dan + Er dan 

Dasselbe Ergebnis ergibt sich, wenn man von einem Zweiteilchen-HAMILToN- 
Operator 3x1 + 1x #4 ausgeht und seine Matrixelemente 

1 

5m, + |AxXI +IxA wm, + wu) (69) 


im U; berechnet. Allgemein verhält sich der HamILTon-Operator (8) des Ma- 
teriefeldes in einem Teilraum U}; ebenso wie eine Summe von N Einteilchen- 
HAMILTON-Operatoren im gleichen Raum. Für Fermionen haben wir den ent- 
sprechenden Sachverhalt bereits in Kap. 4.5 kennengelernt. 


Aufg. 117: Man zeige, daß 4 mit dem HAamıLron-Operator (7) des SCHRÖDINGER-Feldes 
vertauscht. 
$ 6. Teilchenzahl-Operatoren für Fermionen 


a) Ihre Eigenwerte 


Die Besetzungszahl-Operatoren 


N,=ala, (70) 
für Fermionen haben besonders einfache Eigenschaften, weil nach Gl. (22) 
a} =;(), a = 0 (71) 
und 
zataag,=1 (72) 


gilt. Ersetzen wir in dem Quadrat von 4, 

N; = 0,0, 0, 4,, 
die beiden mittleren Glieder durch (7 — a}a;,), so ergibt sich wegen Gl. (71) 
a} a;, d.h., für die Besetzungszahl-Operatoren von Fermionen gilt 


Ne. (73) 


Außerdem kann man für verschiedene Indizes aus den Vertauschungsrelationen 
(22) wiederum leicht die Vertauschbarkeit der 4‘, untereinander beweisen, 


M,N]=0. (74) 


Die Besetzungszahl-Operatoren besitzen somit einen gemeinsamen Satz von 
Eigenvektoren 


N; \un..n..2 = Nr |un..,.2: (75) 
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Wenden wir hierauf die Beziehung (73) an, so folgt unmittelbar, daß auch für die 


Eigenwerte 
N=N, 


gilt. Diese Gleichung hat die Lösungen 0 und 1, 


N.= 0,1 für Fermionen |. (76) 


In einem Zustand k kann sich höchstens ein Teilchen befinden. Damit ist aus 
der Vertauschungsrelation (18) bzw. (22) in der Tat wieder das PAuLische Prin- 
zip hergeleitet. 


bh) Die Fermionen-Erzeugungs- und -Vernichtungsoperatoren. 
N-Darstellung des U- 


Die Eigenwertgleichung (75) hat nach Gl. (76) die beiden Horn 
4.0.2 = 0 (77) 
ah 4.1.2 = Wu... (78) 


Um die Wirkung der Operatoren a, und a auf diese Eigenvektoren kennenzu- 
lernen, verfahren wir folgendermaßen: 


&) Wir wenden auf Gl. (77) z, an und erhalten nach Benutzung von Gl. (72) 
(V- aa) [%..0,.. =. 


Wegen Gl. (71) verschwindet aber der zweite Term, und es ergibt sich 


s (79) 


Befindet sich kein Teilchen im Zustand k, so liefert also die Anwendung von a, 
Null. 


ß) Multipliziert man Gl. (78) mit af, so verschwindet nach Gl. (71) die linke 


Seite, und man erhält 
| Fe | (80) 


Diese Gleichung verhindert also — im Gegensatz zu den Erzeugungsoperatoren 
von Bosonen —, daß der Eigenwert 1 überschritten wird. 


y) Die Beziehung 
ai a, 4, |#..0,..2 = (1 <a,aj)a; |%..04.2 =. |%...04.2 
kann man auch in der Form 


N, la; RB I lei W042 
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schreiben, d.h., |af U..0,.2 ist Eigenvektor von N’, zum Eigenwert 1. Es 
gilt also 


al |%..0,...2 = [%...1,..2 (Erzeugungsoperator) |; (81) 


der Operator a] erzeugt ein Fermion im Zustand k. 
6) Die Gl. (77) schreiben wir in der Form 
V-alu,.d=0, 
d. h. aber nach GI. (81) 


4, |%..1,..2 — [%...0,..2 (Vernichtungsoperator) |; (82) 


durch a, wird ein Fermion im Zustand k vernichtet. 


Ein beliebiger Eigenvektor (75) läßt sich aus dem Vakuum |0) durch Anwen- 
dung der Erzeugungsoperatoren z/ aufbauen. Kennzeichnen wir die Zustände 
|u> wiederum nicht durch die Besetzungszahlen N,,..., sondern durch die 
Quantenzahlen %, |, .... usw., so erhalten wir 


N=0 Io) 
N=1 u,> = at|0), 
| ” “ > (83) 
N=2 un = aa |) = — ur) 
Wegen a; a! = — a} a} sind diese Zustände in denQuantenzahlen antimetrisch. 


Gleiche Quantenzahlen können nicht auftreten. Alle Linearkombinationen der 
Vektoren (83) bilden den antimetrischen Raum U- der Fermionen. — 


Insgesamt haben wir durch die quantisierte Feldtheorie genau dieselben 
Ergebnisse gewonnen, die wir bereits in Kap. 4.5 aus der Teilchentheorie her- 
geleitet haben. Damit ist die Äquivalenz der Quantentheorie des Teilchenbildes 
mit jener des Feldbildes explizit nachgewiesen. 


$ 7. Die elektrostatische Selbstwechselwirkung 
eines quantisierten Materiefeldes 


Berücksichtigt man im ScHRÖDINGERschen Materiefeld die CouLoMmBsche 
Wechselwirkung, so lautet nach Gl. (1.7-91) sein HAMILTON-Operator 


# = [vo (-A+V) yo d% 


+ - 2 fi 2 (v) dt (v) Ye) dk) dx d3x’ (84) 
Ks + Kr: 
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Für den Beitrag der Wechselwirkung #y kann man in der Entwicklung nach 
irgendeinem Funktionensystem auch schreiben 


1 
Hn=z ’ ed, 6) rar Cu 0 Ur Ahr. (85) 
kı..ka 
Dabei ist e durch Gl. (1.6-5) gegeben. Denselben Ausdruck für #y haben wir 


bereits in 4.5 $ 6e kennengelernt. 


Zunächst betrachten wir die Matrixelemente von 3#°y im Unterraum eines 
Teilchens, 
ww = Ole, Hr ci, |D- (86) 


Da sowohl für Bosonen [vgl. Gl. (65)] als auch für Fermionen die Vektoren 
%, 6, 0, |D = 0 


verschwinden, sind alle Matrixelemente (86) der CouLomBschen Wechselwirkung 
im Unterraum U, Null. Die Quantisierung des Materiefeldes eliminiert also die 
elekirostatische Wechselwirkung der ‚Materiewolke eines Elektrons‘‘ von selbst. 
Damit ist auch dieser in der klassischen Betrachtungsweise (1.6 $1) unver- 
ständliche Sachverhalt quantentheoretisch erklärt. 


Im Unterraum von zwei Teilchen 1} hingegen verschwinden die Matrixele- 
mente der elektrostatischen Wechselwirkung 


+ 
un E44, u? 


nicht. Ihre Berechnung (Aufg. 118) zeigt, daß sie mit den Matrixelementen der 
CouLomschen Wechselwirkung zweier Teilchen 


+ q + 
un | — U 
u u, 


übereinstimmt. 


Aufg. 118: Man beweise den eben angegebenen Sachverhalt. 


Siebentes Kapitel 
Quantentheorie der Streuprozesse 


$ 1. Die Dynamik des Streuprozesses 


a) Formulierung des Problems 


Auf die Frage nach den zwischen den Elementarteilchen wirksamen Kräften 
geben Stoßexperimente zwischen den Partikeln reiche Information. Aus der 
Fülle der damit verknüpften Probleme, die z. B. auch die Kernreaktion um- 
fassen, wollen wir das einfachste herausgreifen: Die Streuung eines (nichtrela- 
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tivistischen) Teilchens an einem vorgegebenen Potential Y (rt). Wir betrachten 
also nur die Dynamik eines Teilchens, das andere Teilchen soll so schwer sein, 
daß seine Bewegung nicht berücksichtigt zu werden braucht. Weiter nehmen wir 
an, daß das Potential in großer Entfernung genügend rasch verschwindet. Wie 
eine genauere Untersuchung zeigt, ist es für die folgenden Überlegungen not- 
nissen kann man das CoULOMB- 


wendig, daß das Potential rascher 
Al 
IHM °, 
Potential noch als Grenzfall dis- ee 


als 1/r verschwindet (in den Ergeb- 
kutieren). 0) 


Die Fig. 86 erläutert den prin- 
zipiellen Ablauf eines Streupro- b) 
zesses. Vor der Streuung bewegt 
sich das Teilchen in großer Ent- 
fernung von dem Streuzentrum 
kräftefrei (a). Die Wahrscheinlich- 
keitsamplitude © (t, t) ist für große 
negative Zeiten E—> — oo ein 
kräftefreies Wellenpaket. Damit 
das Teilchen einen einigermaßen 
gut definierten Impuls hat, muß 
die Wellenlänge A wesentlich klei- 
ner sein als die räumlichen Aus- 
dehnungen [, d des Wellenpaketes, 
ı< ld. 


pi 


’ ke 


WR 


In dem Zeitintervall, indem das 
Wellenpaket über das Streuzen- 
trum hinwegstreicht (b), ist das 
Potential Y(z) wirksam. Die 4) 
Wahrscheinlichkeitsamplitude ® es 
verändert sich nach Maßgabe von zZ 

1-2 R 

HFernsf + (Re). Fig. 86. Zur Dynamik des 
a) Einlaufendes, kräftefreies Wellenpaket; 
b) Wellenpaket am Streuzentrum Z; c) Aus- 


Streuprozesses: 


Für große Zeiten {— +0 ist 
das Teilchen wieder außerhalb des 
Potentials (ce). Die Wahrscheinlich- 


laufendes, kräftefreies Wellenpaket; d) Reduk- 
tion des Wellenpaketes nach Ansprechen des 


keitsamplitude d (rt, t), die als Folge Derktarn.2 


des Streuvorgangs aus einer durch- 

gehenden Welle und einer nach allen Seiten auslaufenden Streuwelle besteht, 
verändert sich wieder nach der kräftefreien ScHRÖDINGER-Gleichung. Für Ent- 
fernungen r, die der Bedingung Virfer <l genügen, kann man nach Gl. (1.5-39 
u. 41) das kräftefreie Zerfließen der Welle vernachlässigen. 
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Die Wahrscheinlichkeit, daßin einem seitlich aufgestellten Detektor D das Teil- 
chen nachgewiesen wird, ist durch d@ [ |®(t, t)|?r?dr gegeben. Für d< rsin 0 
ist diese Wahrscheinlichkeit allein durch die Streuwelle bestimmt (die nach vor- 
wärts gestreute Welle, 6 » 0, hingegen kann nicht von der durchgehenden Welle 
getrennt werden). . 


Hat der Detektor auf ein Teilchen angesprochen, so findet durch diese Messung 
eine Zustandsreduktion (Kap. 3.3 u. 3.7) statt, die durchgehende Welle und die 
Streuwelle verschwinden als Wahrscheinlichkeitsfeld. Es entsteht eine Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung, die durch ein Wellenpaket im Innern des Detektors 
beschrieben wird (d). Diese Zustandsreduktion liegt jedoch außerhalb der Be- 
handlung des Streuprozesses, sie ist eine Folge der Wechselwirkung des Teil- 
chens mit dem Meßapparat (Detektor). 


b) Mathematische Durchführung 


Die quantentheoretische Behandlung des Streuvorgangs besteht (im SCHRÖ- 
DINGER-Bild) darin, daß man die zeitliche Veränderung des Zustandsvektors 
|D(t)> untersucht. Wie bei jedem dynamischen Problem ist dafür eine Anfangs- 
bedingung vorzugeben, die der physikalischen Situation zu Beginn Rechnung 
trägt. In unserem Fall lautet diese Anfangsbedingung, daß |® (t)) für — — oo 
ein kräftefreier Zustand ist (Asymptotenbedingung). 


(a) (b) (e) 
Für ti>— oo t endlich t>-+oo 
verändertsich |®(t)> |Dt)> |D()> Br ul) 
(vorgegeben) (gesucht) 
nach Ho H#H = HH +T Ho 
Zur mathematischen Durchführung dieses Problems gehen wir von Eigen- 
vektoren |u?) des ungestörten HAMILTON-Operators 4, = — f # der kon- 
tinuierliche Eigenwerte Z, > 0 besitzt, aus, 
Hl = Bu |un- (2) 


Die Eigenvektoren bilden ein vollständiges Basissystem, £ [u <ul|da = 4; 


a 
sie sind auf $-Funktion normiert, (u! | u.» = d(a, a’). Der Index a steht reprä- 
sentativ für alle die Eigenvektoren numerierenden Quantenzahlen. Wählt man 
z. B. für |u9) Impulseigenvektoren |uy), so ist a— k,, k,, k, (= kontinuierlich); 
separiert man die Gl. (2) in räumlichen Polarkoordinaten [G!. (1.5-23)], so wird 
a—k= Y2m E,[%? (= kontinuierlich), !, m (= Drehimpulsquantenzahlen, dis- 
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kret). Ein beliebiger kräftefreier Zustand lautet in der Entwicklung nach den 
Vektoren |u0) 


ofen) =; $ c(a) BE ac |u0> de, (3) 


a 


wobei die Koeffizienten c (a) die spezielle Form des Pakets beschreiben (Normie- 
rung: $ |e(a) ? da = 1). 
a 


Zwischen irgend zwei Zeiten t und ti, besteht im SCHRÖDINGER-Bild für den 
Zustandsvektor |B) der Zusammenhang 


HU) 
Pt) =e Pie). (4) 
Der Streuzustand |®(t)), der sich aus dem für ,— — 00 vorgegebenen freien 
Paket entwickelt, lautet daher 


Is -Im-0 
dt) =e * „im Leiae ? |u2) da. (5) 
o>—-00 2 


Zur Behandlung dieses Grenzwertes beachten wir, daß für eine Funktion F (t,), 
die einen Grenzwert für i,-> — 00 besitzt, dieser in der Form 


R 0 
lim Fi,)= lm e f[ eFi)de’ (e>0) (6) 
u>-00 €e>+0 _oo 


geschrieben werden kann.!) Wenden wir diese Beziehung auf Gl. (5) an, so erhal- 
ten wir 


_is — KH +ie 
IB» =e ?” Keta) lim je “aruddde. (m 


e>+0 
a 


Die Ausführung des Integrals über t’ ergibt die Vektoren 


4 sr ' 
& — —(Ba-H +ielt ie 
wn= lim; fe? di [un = lim 5; W-) (8) 


40 N 


1) Zur Herleitung dieser Beziehung betrachten wir das Integral 


0 0 
€ N et’ Fit)d' = Hi e®F (=) de (et = 2), 
00 


-00 


wobei € eine positive Zahlbedeutet. Mit e — 0 geht auf derrechten Seite F (=) >F(-o). 
€ 


Ziehen wir diesen Grenzwert vor das Integral und beachten wir, daß f e"dxe=1 ist, so 
00 
folgt Gl. (6). 
2) Wegen Gl. (10) existiert der Operator (.## — E,)-! nicht. Man kann daher e nicht ein- 
fach Null setzen. 


24 Fick, Quantentheorie 
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Unter Berücksichtigung der Eigenwertgleichung (4, — E,) |uy=0 können 
wir hierfür auch schreiben 


(9) 


Multipliziert man die Gl. (8) mit E, — 3 + ie, so ergibt sich 


lim (E,— # + ie) |) = lim ie |uP) 
e>+0 e>+0 


| Aw) =B|Wir) |. (10) 


d.h., die Vektoren |u(*’) sind Eigenvektoren des HAMILTON-Operators 
# =3#,+ Y zu den kontinuierlichen Eigenwerten E,. Die Vektoren |u/ ‘> 
sind auf ö-Funktion normiert (Aufg. 119). Wie wir im $ 2 sehen werden, sind 
die |u(+)> gerade jene Eigenvektoren, die in der Ortsdarstellung der Aus- 
strahlungsbedingung [Gl. (1.5-73)] genügen. 


oder 


Mit der Operatordefinition 


Er (11) 


erhält man 


ud =1+YGEV)|uN. j (12) 
Die Vektoren !u‘”)) werden uns später noch begegnen. 


Der Streuzustand |®(t)) zu einer endlichen Zeit ist nach Gl. (7) eine Linear- 
kombination der Eigenvektoren |u(*?), 


| i | 
- — Eat 
low - gem us Ai (13) 
Die Entwicklungskoeffizienten c (a) sind diejenigen der einfallenden, kräftefreien 
Welle (3). Gebundene Eigenzustände, die.% besitzen kann, gehen in die Streuung 
nicht ein. Bevor wir das Verhalten der Streuwelle (13) für i— + oo untersu- 


chen, wollen wir die Eigenschaften der Vektoren |u(*)) und ihre Berechnung 
besprechen. 


Aufg. 119: Man bestimme Cu |u®>. 


$ 2. Bestimmung der Eigenvektoren |u'*’) von X 


a) Die Integralgleichung der Streuung. Die Streuamplitude 


Mit den Gleichungen (8) bzw. (9), die Eigenvektoren ut” von 5 definie- 
ren, ist es in praktischen Fällen nicht möglich, diese Vektoren zu berechnen. 
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Um eine hierfür geeignete Beziehung zu finden, addieren wir (EB, — #,) |uly =0 
zur rechten Seite von Gl. (8) und lösen nach |u2) auf, 


[u = lim is (Ba # + ie) |) 
= im (1 - no; 9) u. “n 
e>+0 @ (j 
Mit der Definition des Operators 
en  _ (15) 


e>+0 EA, tie 


erhalten wir die für die Bestimmung von |w{+)) wichtige Beziehung 


ui = [u + NY ur |. (16) 


Projizieren wir diese Gleichung auf irgendeine Basis |v ,> des HILBERT-Raums, 
so ergibt sich 


@|Wy=w,lud + x 5 Ar, >o, VW raA aA”, (17) 
a 4a" 


d.h. eine Integralgleichung für die unbekannte Funktion <v, | u’) = ult’(A), 
ur) =wld) +LL HA, A) VIA, Ar) WrA)dAdA”. (170) 
a’ 4" 


Dabei sind also V(A’, 4") = <vy | Y v4.) die Matrixelemente des Streu- 
potentials, G*?(A, A’) = «vu, | Y*)v,-> die des Operators (15) (GREENsche 
Funktion der Streuung). 


In der Impulsdarstellung (|v,> — |uy) = Impuls-Eigenvektoren) ist wegen 


_ 


# 4 2 s 5 
o=g,_ f: die GreEnsche Funktion diagonal, 


pp) = lim — dp —p'), (18) 


e>+0 p 
Eo-— Se +ie 
so daß die Integralgleichung die Form 


rw)’ e@)Ap (19) 


up) = up) + im — 
€e>+ E p 


[1] » 
ame 


annimmt. Hat man das einfallende Wellenpaket speziell nach ebenen Wellen 
|u0) — |) entwickelt, so wird ud(p) — u, (p) = A??? d(p — At). 


Die Ortsdarstellung der GREEnschen Funktion erhalten wir am einfachsten aus. 
der Impulsdarstellung durch Einfügen von Impulszwischenzuständen, 
er) Ara) = 12 <u, | uy> <u, | gr) u) u | u) Ppd’p. 
24* 
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dh 
Wegen (u, |w> = (2rk) ?e * ergibt sich damit 


i 
—(t-r’)p 
er 


Er) = Pr 
E,— pr +ie 


dur r 
Era Im, ur. (20) 


Zur Berechnung dieses Integrals führen wir für p Polarkoordinaten mit der 
Polarachse in Richtung vnr—rein(R=|t — r‘|), 


2rn rn 00 


I Rocosd 
[e) ’ 1 lim e? 2 x 
t) (nr) = gene ee dpsindddde. 
BE 
0 


(zw -gR 
Die Integration über die Winkel liefert pn (e* ee »), Das verblei- 


bende Integral 
+00 


En Du d 
er et ee 
PO a aim, I ma, Hip 


: berechnen wir in der komplexen p-Ebene (Fig. 87). 
@ Es ist gleich dem Integral über den Weg C', weil 

für 9— oo das Integral über den Halbkreis ver- 

schwindet. Da der Integrand an den Stellen 

r pP=+mn= + V2m (E„-+ ie) Pole besitzt, ist das 
Integral 2ri-mal dem Residuum an der Stelle 
+72). Man sieht hier explizit die Bedeutung 
von e: Sein Vorzeichen sondert die richtige Lö- 


m 2 
Fig. 87. Der Integrationsweg C 
in der komplexen p-Ebene 


np: 
sung aus. Für das Residuum ergibt sich der Wert — ; er 2 ‚ der für e—0 
zu — > eilan wird ( = V2mE,[R?). Die GrEENsche Funktion lautet daher 
ikalr—r’ 
ee 
Er) (21) 
so daß sich als Integralgleichung für die Eigenfunktionen ut) (rt) ergibt 
a eikalt— v| 3, ; 
ur (e) = ut) — = a VI) de ir (22) 


Hat man das einfallende Wellenpaket nach ebenen Wellen entwickelt (a— f), 
so wird 


u) = — eff, (23) 
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Die durch Gl. (12) eingeführten Eigenvektoren |u()) von 3 genügen der Gleichung 


wobel 
1 
I) — 1i Rein 5 
S Ser E—4# (} ie ne = 


ist. Für die Matrixelemente G(”(t, ı’) dieses Operators liefert bei der komplexen Integra- 
tion der Polp = — V 2m(E — is) einen Beitrag, dessen Residuum auf 


Be erikle—r’| 


(-) \— 
N Ink Ir] 


(217) 


führt. G(”) nennt man die retardierte, G(*) die avancierte GrzEnsche Funktion. 


Wir wollen das asymptotische Verhalten der Lösung u{+°(t) für Entfernungen r 
des Aufpunktes vom Streuzentrum, die groß gegen die Reichweite des Potentials 
sind, untersuchen. In diesem Fall, r > r’ (Fig. 86), genügt es, im Nenner |t —r | 
durch r zu ersetzen, während man im rasch veränderlichen Exponenten die 
Näherung 

t-rjer-er 


ausführt (e = u = Einheitsvektor in Richtung zum Aufpunkt). Zusammen mit 
Gl. (23) erhält man damit als asymptotisches Verhalten 


(24) 


d.h. eine ebene Welle und eine Kugelwelle. Diese asymptotische Form ist für 
große r Eigenfunktion von #,. Die Größe f,(e), die man Streuamplitude für 
die Richtung e nennt, ist gegeben durch 


(25) 


Sie hat die Dimension einer Länge. Setzt man ke=q, so kann man wegen 
(ug | u) = (2)? e-i9t auch schreiben 
Arm 


k(e) = — ran |Y ur) Su, | ur) dir’, 
d. h., die Streuamplitude ist das Skalarprodukt 


(26) 


das man in irgendeiner Darstellung — also nicht unbedingt in der Ortsdarstel- 
lung (25) — berechnen kann. 
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b) Die Bornsche Näherung 
Es wird ein Näherungsverfahren entwickelt, das |u('?) als eine Entwicklung 
nach Potenzen des Störpotentials Y' angibt. Ohne auf die genauen Bedingungen 
einer solchen Entwickelbarkeit einzugehen, können wir sagen, daß sie für Streu- 
probleme gut sein wird, in denen die einfallende Welle durch das Potential nur 
„wenig‘ verändert wird. 


Wir erhalten diese Bornsche Näherung, indem wir Gl. (16) iterativ lösen. Für 


V = 0 wäre |u+%) = |uß). Setzen wir diese nullte Näherung wieder auf der 
rechten Seite von (16) ein, so erhalten wir in erster Näherung 
ur) = + ANY ul. (27) 
Wiederholt man dieses Verfahren, so erhält man schließlich 
= —( 1 + gr YV . IVY+ .) |w>, (28) 
wobei |w0) = |u,) zu setzen ist, wenn man das Wellenpaket nach ebenen Wellen 


entwickelt hat. 


Die Streuamplitude ergibt sich in erster Bornscher Näherung, wenn man 
lu» » |u,) in Gl. (26) einsetzt, 


He)=- "| Yw- (29) 


In der Ortsdarstellung lautet diese Näherung 


he) = - 2a Je rd) dir |, (4 = ke), (29a) 


d. h., die Streuamplitude ist in erster Näherung proportional der FOURIER-Trans- 
formierten des Potentials. 


Für ein kugelsymmetrisches Potential V (r) läßt sich die Winkelabhängigkeit 
‚ausführen. Zunächst ergibt sich in Polarkoordinaten (wenn wir die Polarachse 
in Richtung des Vektors t — q legen) 


fi(e) = — ge 1 J Je ilt<alreoss Y (7) 7? dr sind dA dp. 


Die Winkelintegration führt auf 


(0) = — Hi: V(r)rsinxrdr|, (30) 
ö 


wobei 


x = |t-ql=|t- ke]= 2ksin 2 (3) 


‚durch den Streuwinkel 6 (Fig. 86) bestimmt ist. 


© 
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e) Streuung am Yukawa- und Coulomb-Potential 


Als Wechselwirkung zwischen zwei Nukleonen spielt das YukAwA-Potential 


- (32) 
eine wichtige Rolle. r,istein Maß für die Reichweiteder Kernkräfte (r, »10-1?cm). 
Für die Streuung an einem solchen Potential ergibt sich nach Gl. (30) in erster 
Näherung die Streuamplitude 


1 
U ze [ e""sinxrdr = em fe Ir En 
e mg z n +ix 
h2% 1\2 ® 
le 
oder 
ee a el (33) 


A? /1\2 012 
(7) + (2 sin 3) 
h2 
Für 2k<& = ‚d.h. für niedrige Energien E<& mn’ wird die Streuamplitude 
)} o 
unabhängig vom Winkel 0. 


In der Grenze r,— oo geht das Potential (32) in das Counoms-Potential 
(9— 9) über. Führen wir diesen Limes in der Beziehung (33) aus, und ersetzen 
wir 52 k2/2 m durch die Energie E der Teilchen, so erhalten wir als Streuampli- 


tude im CouLoMmB-Potential 
BR der 
i60)=- eg; a (34) 


sin? — 


_ Sie ist für alle Energien winkelabhängig. Es ist zu bemerken, daß dieses in erster 
Bornscher Näherung gewonnene Ergebnis zufälligerweise sogar mit der exakten 
Streuamplitude übereinstimmt. 


$ 3. Diskussion des gestreuten Wellenpaketes. Der Wirkungsquerschnitt 


Entwickelt man das kräftefreie, einfallende Wellenpaket speziell nach ebenen 
Wellen (Impulseigenfunktionen), 


- I zmı r 
lim Öft, t) = eit)e * era, (35) 
i>—00 V?r 
mit 


Eik)=** und [jeder =1, 


2m 
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so lautet die Wahrscheinlichkeitsamplitude &(t, t) für endliche Zeiten durch 
die Einwirkung des Potentials nach Gl. (13) 


(k)t 
IDEE. (36) 


Be, 
Dut)= fee ?* 
Nach der Streuung befindet sich das Wellenpaket in großer Entfernung vom 
Streuzentrum. Man kann daher für {> + oo in Gl. (36) die Funktionen v%*?(t) 
durch ihre asymptotische Entwicklung (24) ersetzen, so daß die Wahrschein- 
lichkeitsamplitude für das auslaufende Teilchen gegeben ist durch 


1 Em, ier 
i = [ ifr AA H (37) 
‚im 96, ) = yanjeWe (e Che ) ax. 
Sie besteht aus einem in der Einfallrichtung weiterlaufenden Paket und einer 
nach allen Richtungen gestreuten Welle (Fig. 86, S. 367). 


Wenn wir annehmen, daß das einfallende Paket einen verhältnismäßig schar- 
fen Impuls p, — if, besitzt, so daß die Funktion c(f) ein ausgeprägtes Maximum 
für f= f, aufweist (Fig.12, S.52), so kann man das Zerfließen des Wellen- 
paketes vernachlässigen. Zur Diskussion des Streuzustandes in diesem wich- 
tigen Fall entwickeln wir die in Gl. (37) auftretenden Funktionen von f um die 
Stelle £,, d. h., wir machen eine Entwicklung nach ! = — &. Iste, = folko 
die Einfallrichtung (e hingegen war die Richtung des Aufpunkts r!), so erhalten 
wir 


kuk)+t&%P, 
E(k) S E,+ fkvof (0, = Einfallgeschwindigkeit des Teilchens).. 

In der Streuamplitude fr(e) = |f| e'* entwickeln wir die Phase «(f,e) » 
af, e) + F grad,, x, so daß sich mit der Abkürzung 

a,(e) = grad, & (38) 
für die Streuamplitude näherungsweise ergibt 

hie) # hole) ee. 

Setzen wir diese Entwicklungen in Gl. (37) ein, so können wir die konstanten 


Terme vor das Integral ziehen und erhalten 


an o — Est) .gr n 
lim D(t,!) = er felt + ef + 
t>099 Y?r (39) 


1 
7 Mor-Et) 


1 e ; le ‚ 
+ Ver le = B fi (ft! +1) eftet-neb+ate)) gs", 
Schreibt man für die Einhüllende des einfallenden Wellenpaketes zur Zeit = 0 


Ad) = —— fe! +) ea”, (40) 


I 
y2 rn 


[4.7 83] 4.7. Quantentheorie der Streuprozesse 377 


mit der Normierung 


[laWPa&=1, (41) 


so erhält man für den auslaufenden Zustand 


5 (Pt —E, 


D) 
Alt—-)+ 


lim S(t,t) =e 
t>+00 
i (42) 
— (Dor-Eyt) 


h 
— Ale: (r — ob) + a(e)) 


e 


+ Jo(e) 


r 


Der erste Term ist das ungestört durchgelaufene Paket. Seine Einhüllende be- 
wegt sich mit der Einfallgeschwindigkeit v,. Der zweite Term, die gestreute 
Welle, ist eine auslaufende Kugelwelle mit der Gruppengeschwindigkeit %,. 
Die Form ihrer Einhüllenden ist durch jene der einfallenden Welle gegeben. 
Gegenüber dem ungestört durchgelaufenen Paket kann sie eine Versetzung be- 
sitzen, die durch den Vektor a,(e) gegeben ist. 


Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in einem Detektor zu finden, der in der 
Richtung e so aufgestellt sei, daß die durchgehende Welle an ihm vorbeigeht 
(Fig. 86), ist gegeben durch 


w(e) dQ = dQ f Wr dr = 
i (43) 


[6,°] 
= dQ |fo(e) Pf |Alep-(r — Wi) + a) |? dr. 
Sie ist also bestimmt durch das Absolutquadrat der Streuamplitude und einen 
Faktor, der von der speziellen Gestalt des Wellenpaketes abhängig ist. Setzt 
man r — vgt = & und berücksichtigt man. die räumliche Konzentration des 
einfallenden Wellenpaketes, so kann man ohne merklichen Fehler die untere 
Integrationsgrenze nach — oo verlegen, 


+oo 


w(e) = |fe)l? f Ale + a). (44) 


00 


Läßt man einen räumlich gleichmäßig verteilten Teilchenfluß einfallen, so ist 
über die verschiedenen Stoßparameter zu mitteln !), so daß aus dem einfachen 
Integral ein dreifaches wird, welches wegen der Normierung von A aber eins 
ist. In diesem Fall wird die Wahrscheinlichkeit 


w(e) = |f(e) |? (45) 
unabhängig von der Paketform. 


1) Die einfallenden Teilchen bilden ein Gemisch, so daß die quantentheoretischen Wahr- 
scheinlichkeiten zu mitteln sind (Kap. 3.7). 
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Das Absolutquadrat der Streuamplitude (von der Dimension einer Fläche) 
nennt man den differentiellen Wirkungsquerschnitt 


[" (et) = Ihe) | (46) 


für die elastische Streuung von Teilchen des Impulses p, = if, in Richtung e. 
Das Integral über den gesamten räumlichen Winkel 
ot) = Ihe a2 (a7) 
heißt der totale, elastische Wirkungsquerschnitt. 
Aufg. 120: Man untersuche die eindimensionale Potentialstreuung. 
Aufg. 121: Wie lauten für die Streuung am Potential V (x) = — v: d(x) die Funktionen 
u (p) und u) (x)? 


Aufg. 122: Wie hängt der Wirkungsquerschnitt für die Streuung an einem kugelsymme- 
trischen Potential V (r) von den durch Gl. (4.3-91) definierten Streuphasen Ö, 
ab? 


$ 4. Die Streumatrix. Das optische Theorem 


Für die Wahrscheinlichkeitsaussagen über den Ausgang eines Streuprozesses 
ist der Zustandsvektor |®(t)) zu einer endlichen Zeit von geringer Bedeutung. 
Was wirklich interessiert, ist lediglich der Zusammenhang zwischen den kräfte- 
freien Zuständen am Anfang (E'— — oo) und am Ende (t— + oo) der Wechsel- 
wirkung. Unter diesem Gesichtspunkt wollen wir die Streutheorie noch einmal 
formulieren. Entwickeln wir den Endzustand nach denselben Basisvektoren | ud) 
(Eigenvektoren von 5,) wie den Anfangszustand, 


‚lim |8°() = L ca) Pu |u) da, (485) 
‚im [9° = Pia) ER, de, (495) 


so besteht das Streuproblem darin, die unbekannte Funktion € (a) aus der vor- 
gegebenen Anfangsverteilung c(a) zu berechnen. 


Die direkte Beantwortung dieser Frage geschieht am einfachsten im Wech- 
selwirkungsbild, in dem die kräftefreien Zustände (48) und (49) wegen 
+4 Ha 
\D’üt)=e ? |8°(t)> [vgl. Gl. (3.5-112)] zeitunabhängig werden, 


„im 0”) = L e(a) |ul) da, (48”) 


a 


lim |" ()) = T &(a) |uO) da (49”) 
t>+00 


a 
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(dabei ist für den Zeitpunkt i,, indem das SCHRÖDINGER-Bild mit dem Wechsel- 
wirkungsbild übereinstimmen soll, willkürlich t, = 0 gesetzt worden). Da im 
Wechselwirkungsbild für den Zustandsvektor zwischen irgend zwei Zeiten t und 
{, der Zusammenhang 
ID’ (1) = Et) ID od) (50) 
besteht, wobei nach G]. (3.5-113) 
+40 - lu) - 20 

grei)=e" e* e ? 1) (51) 

ist, erhalten wir 


u Dr) = LE cus |EP a, to) u) Cu |DP (io) da’. (52) 


Die Grenzwerte 
c(a)= lim u | D" (to)>; 
b>-0 


€ (a) = „Nm <u | DV (t)> (53) 


stehen daher indem Zusammenhang 


c(a) = { S(a,a’) c(a’) da’ |. (54) 


Dabei ist die Matrix S(a, @a’), die man Streumatrix oder S-Matrix nennt, durch 


S(a,a’) = ‚Im u | E” (t, t,) W) = 


b>—- 00 


(Ba) LEor- 1 ee) 
m (Eam (Bar 0 
= im de * ale * u, 

t>+00 

u>-00 


gegeben. Zur Berechnung dieser Grenzwerte gehen wir wieder wie in $ 1 vor. Ver- 
wenden wir neben der Beziehung (6) noch die entsprechende Relation 


oo 
lim FÜ)= lim e [ e"Fi)dt' (> 0), (56) 
t->+00 e>+40 6 
so erhalten wir nach der dort geschilderten Weise für die Grenzwerte 
-LE-#1 A 
; 7 OS Ti TO 
alle IT ee (57) 
=# 1 Be F) 0, |ylP) 
= lim (/ +35: 7) =(t +9 Y) u) = |u D% 


wobei wir noch die Definitionen (11) und (12) verwendet haben. Die S-Matrix 
ist also gegeben durch die Skalarprodukte der Vektoren |w4”) und |u{*>, 


| S(a,a’)=<u | u6P) | (58) 


!) Operatoren ohne oberen Index sind im ScHRÖDINGER-Bild gemeint. 
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Aus der letzten der Gln. (57) folgt 
um =- LIT - ANY, 
so daß man für <u(#) | u(”)y* erhält 
S(a,a) =dla,a) +wW| VG —- KI)uM. 


Zur Bestimmung des Vektors (9(+) — 9?) |u(+)) verwenden wir die Defini- 
tion (11) und beachten, daß |u(}?) Eigenvektor von 5° zum Eigenwert E, ist, 


eg ed EEE. EN 
4 een Ge zer Er) ? 
(59) 
s —2ie . 
- im ya) = — Iridlh, — Bu) u); 
dabei haben wir von der Darstellung (5.1-6) der ö-Funktion Gebrauch gemacht. 
Für die $-Matrix erhalten wir damit das Ergebnis 


(60) 


Damit ist der Zustand nach der Streuung [Gl. (498) bzw. (497)] völlig bestimmt. 
Der erste Term ergibt wieder die durchgehende Welle, der zweite beschreibt die 
Streuwelle. Verwendet man als Basissystem |u°) Impulseigenvektoren |u,), so 
ergibt die Integration (49°) über f für große Abstände r die auslaufende 
Kugelwelle (24). Das Matrixelement <u,., | Y' uf?) haben wir bereitsin GI. (26) 
als Streuamplitude erkannt. 


Es ist üblich, einen Operator 7 durch die Gleichung 
T=-VUH+INY) (61) 
einzuführen. Mit ihm schreibt sich 
w|V we) = u | F un) (62) 
als Matrix in den freien Zuständen |ub). 


Aus der Unitarität der S-Matrix, die eine unmittelbare Folge der Erhaltung 
der Gesamtwahrscheinlichkeit ist [Gl]. (3.5-31)], läßt sich ein wichtiges Theorem 
für den totalen Wirkungsquerschnitt herleiten. Die Matrixelemente, gebildet 
mit Impulseigenvektoren |u;), 


Sr) = St— F) - 2riku|Y u) SIE, — Ey), (63) 
liefern durch Einsetzen in die Unitaritätsbedingung (2.2-49) 
et ME, IK = — ') (64) 
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die Beziehung 
Iri (Cu | Vu) — Ku | Vu) SH, — By) = 
= (On)? [| Yu Cu | VI HR, — By) Ey — Edi. (6) 
? 


2 
Wegen E, = = k2 kann man nach Gl. (5.1-21,) für 


SB, — Br) = gar dk — R) (66) 


schreiben, wobei berücksichtigt ist, daß k und &’ definitionsgemäß nur positive 
Werte annehmen können, so daß der Term 8(k + k’) keinen Beitrag liefert. 
Setzt man d?k’ = k'? dk’ dQ’, so läßt sich in Gl. (65) das Integral über den Ra- 
dialanteil k’ sofort ausführen, 


(u | VE — <a 
Vardaa ((tl=|F|l=|f)). 


Vury* = 


2 
ee a u | Vu) Kup 


Wählen wir speziell f = f’’, so erhalten wir 


— 4 Im u | Yu = Selvwmpan. (67) 


Die linke Seite ist nach Gl. (26) proportional dem Imaginärteil der Streuampli- 
tude in Vorwärtsrichtung (q =, d.h. 9 = 0), die rechte Seite proportional 
dem totalen Wirkungsquerschnitt. Die so gewonnene Beziehung 


oft — FF Im fı( = 0) (68) 


nennt man ‚optisches Thheorem‘‘. Es ist eine unmittelbare Folge der Unitarität 
der 8-Matrix, d.h. der Erhaltung der Gesamtwahrscheinlichkeit beim Streu- 
prozeß. Dieses Theorem gilt auch für den totalen Wirkungsquerschnitt nicht- 
elastischer Streuung. Die Differenz gegenüber dem elastischen Wirkungsquer- 
schnitt, 


a =, (69) 


isteinMaßfür die Absorption der einfallenden Teilchen (Absorptionsquerschnitt). 


FÜNFTER TEIL 


Anhang 


Erstes Kapitel 
Die Diraesche ö-Funktion 


$ 1. Definition der d-Funktion 


Wir gehen aus von der Folge von Glockenkurven 


1 € 
na®+e 


y@,e) = e>0), (1) 


yix.E) 
die mit kleiner werdendem e immer schmaler und 
höher werden (Fig. 88). Im Limes e—0 ver- 

& schwindet die Funktion für x + 0, während sie für 
x = 0 divergiert, 


0 x #0, 
lim 4(2,e) = (2) 
& €>0 oo z—0. 
e i Die unter den Kurven (1) liegenden Flächen 
Fig. 88. Verlauf der Funk- 
tionen 4(&, &), (&ı < arte |+® 
Y(% &), (1 < &9) [ vi, ddr = = arctan — 2 (3) 


sind unabhängig von e stets eins. 


Nun betrachten wir für stetige Funktionen f(x) das Integral 


TR fa)yl, &)dx (4) 


als Funktion des Parameters e. Für den Grenzwert e— 0 schreiben wir formal 
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Die auf diese Weise definierte Diıracsche ‚Funktion‘ ö(x) ist ein Symbol und 
keine Funktion im Sinne der gewöhnlichen Analysis.!) Die Bildung des Grenz- 
wertes e — 0 ist mit der Integration über x nicht vertauschbar. Schreibt man die 
Kurzform 


ö(«) = "lim yla,e)”, (6) 
so ist damit die Vorschrift verbunden, daß entsprechend Gl. (5) vor der Limes- 
Bildung die Integration über x auszuführen ist. Wir haben dies durch die ” ”- 
Zeichen zum Ausdruck gebracht, die jedoch in den anderen Teilen dieses Buches 
der Einfachheit halber weggelassen sind. 


Zur Berechnung des Grenzwertes (5) machen wir im Integral (4) die Substitu- 
tion & = e£ und erhalten 


f teHald)dt = Fe) (7) 
mit 
1 % 5 
d)= - 5 wm [oOd=1 (8) 


Bei gleichmäßiger Konvergenz des Integrals F(e)2) ist (wegen der vorausgesetz- 
ten Stetigkeit von f) die Funktion F(e) stetig, so daßin Gl. (7) der Limes e— 0 
unter dem Integral ausgeführt werden kann, 


—oo 
F(0) = J f(O)g(E)dE = F(0). 


Für die durch Gl. (5) definierte ö-Funktion haben wir damit das Ergebnis 


(9) 


gewonnen, d.h., die Integration über f(x) ö(x) liefert den Funktionswert /(0). 
Für f = 1 ergibt sich insbesondere 


IE ö()de = 1.3) (10) 


?) Vgl. M. J. Lie#tHıLn, Fourier Analysis and Generalised Functions, Cambridge 1962. 
— Einen anderen mathematischen Zugang zur 6-Funktion liefert die ,‚Distributionstheorie‘“ 
auf der Grundlage des Funktionalbegriffs (5.2 $1). Vgl. dazu z.B. J. P. MArcHAND, 
Distributions, Amsterdam 1962, oder I. M. GELFAnD u. G. E. ScatLow, Verallgemeinerte 
Funktionen, Berlin 1960. 

2) Dafür genügt z. B., daß f eine beschränkte Funktion ist. Dann gilt nämlich für den 
Betrag des Integranden |/(e&) g(&)| s Mg(£) für alle e und &. Weil außerdem das Integral 
über die positive Funktion g(£) existiert, ist die gleichmäßige Konvergenz von F(e) gewähr- 
leistet (vgl. E. C. TircumarsnH, The Theory of Functions, Oxford 1960). 

3) Die ö-Funktion hat daher die Dimension = dim x. 
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Wegen des Grenzwertes e— 0 in Gl. (5) kann man in den Gleichungen (9) und 
(10) das Integral von — oo bis + oo auch durch eine Integration über ein kleines 
Intervall der Umgebung des Nullpunktes (-a< x < -+.a) ersetzen, 


+6 


S te) öl@)de = 10). (9a) 


a 


An Stelle der speziellen Funktion (1) lassen sich für y(x, e) auch andere Funk- 
tionen wählen, die bei gleichem Vorgehen ebenfalls auf die ö-Funktion führen, 
2. B. 


a: 
1 258 
DEE ae 


oder ren (at Y 
re\ je (11) 
al € 
z für je] < zT 
oder == 
& dur. |e|> z 


Für alle diese Funktionen gilt nämlich ebenfalls y(x, &) = — g(E&) mit E= xle 


+ 
und f g(E)dE = 1, so daß man mit der obigen Argumentation wieder auf 
Gl. (9) geführt wird. 


Die Bedeutung der ö-Funktion erhellt aus folgendem physikalischen Beispiel: Betrachtet 
man eine in der Grenze punktförmige Ladung g, die sich an der Stelle x = 0 befinden soll, 
so läßt sich diese formal auch als kontinuierliche Ladungsverteilung o(x) schreiben, wenn 
man 


ee) = gölk) (12) 


setzt. Für die Gesamtladung ergibt sich dann nämlich f o(2) de = q. 


Führt man in den Funktionen (1) eine Translation — x — x’ aus, so liegt 
das Maximum der Glockenkurven an der Stelle x = x’. In diesem Fall ersetzen 
wir in der Definitionsgleichung (5) ö(x) durch ö(z — x’) und erhalten an Stelle 
von G]. (9) 


+00 


f I) — a)de= fie) (13) 


Es ergibt sich der Wert der Funktion f an der Stelle x’. Entsprechend Gl. (9a) 
können wir das Integral von — oo bis + oo jetzt auch durch eine Integration 
über ein kleines Intervall der Umgebung x’ ersetzen. 
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Die Beziehung (13) zeigt eine Analogie zwischen der DirAcschen ö-Funktion 
Ofürr + x 


und dem KRONECKER-Symbol ö,, für diskretes x. Denn aus ö,, = = ; 
lfüre =x 


[vgl. dazu Gl. (2)] folgt 
: fa Ögzr — Jar. (14) 


Um diese beiden Fälle in einer einheitlichen Schreibweise unterzubringen, haben 
wir in 1.586 und 2.1 $ 4ff. das Symbol ö(«, x’) mit 


Lie) öß, «)de = fe‘) (15) 


eingeführt, was eine formale Zusammenfassung der Gleichungen (13) und (14) 
darstellt. 


In mehreren Variablen x,, x,, ... ist die ö-Funktion durch 


a, - 2 au. .) de - A) —R)..- (16) 
definiert. Sie hat die Eigenschaft 
gi ea) I = a — Tan a da = Mat), A 


wobei die Integration über ein Gebiet @ zu erstrecken ist, das den Punkt 
(2), %, ...) enthält. 


$ 2. Eigenschaften der 3-Funktion 


1. Ist g(x) eine stetige Funktion mit nur einfachen Nullstellen x,, 


9) = 0; g(<,) #0, 


so gilt 


lt) = Drag de au) |- (18) 


Beweis: Wegen Gl. (9a) genügt es bei g 
der Auswertung des Integrals 


+o 
S SLok)l fix) dx, 


allein die Beiträge zu betrachten, die von 
den Umgebungen der einzelnen Null- 
stellen x, herrühren (Fig. 89), 

inta 


2 Sf lol fe) dr. 
N in—a 


Xtra 


Ka X 


a) 
ga 


Fig. 89. Zum Beweis von Gl. (18) 


25 Fick, Quantentheorie 
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Mit Hilfe der Umkehrfunktionen x = x(g) in diesen Umgebungen lassen sich die einzelnen 
Beiträge als Integrale über g schreiben, 


g(Xn+a) 
2 DR ö(g) Flx(g)] a. 


Wegen Gl. (9a) sind diese Integrale aber gleich den Funktionswerten an den Stellen g = 0, 
so dB manmitz(g =0)=x, erhält 


1 
an) — : 
2 9’ (zm)l 
Dabei ist der Betrag von g’ zu nehmen, weil bei negativer Neigung von g die Integration 


in Richtung der negativen g-Achse [Fig. (89): g(xz — a) > 9(x, + a)] erfolgt. Den eben 
gewonnenen Ausdruck können wir aber auch in der Form 


+00 
1 
J = TED RICK. 


schreiben, wodurch Gl. (18) bewiesen ist. 


Aus Gl. (18) folgt etwa 


Öle) = 7. (19) 
Setzt man insbesondere A = —1,soergibt sich, daß ö(x) eine gerade Funktion ist 
ö(— x) = Öle). (20) 


Weitere Beispiele zu Gl. (18) sind 
ö(&® — oa) + öl —P) 


öle - Je - AM = — ii: 
Bl (21) 
ö(a? > 0) an Kette) 


2 el 
2. Aus Gl. (9) folgt eine weitere wichtige Eigenschaft der ö-Funktion. Er- 
setzen wir nämlich f(x) durch g(x) f(x), so erhalten wir 


+9 
JS ste) fie) dla) de = 9(0) 1(0) = 90) Ste) ö(a)dz. 
Es gilt also 
ge) öl) = 9(0) dr) (22) 
und daher insbesondere 
zöR)=0. (23) 
3. Das Fouriersche Integraltheorem (2.1 $ 6) besagt, daß zwischen einer 
Funktion f(x) und ihrer FOURIER-Transformierten p(k) die Zusammenhänge 


fe) = E p(k) e*” de, 


Fr = 


are . 
p(k) = Fo Üj I(&) e”** de 


Kor _o 
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bestehen. Setzen wir die FOURIER-Transformierte @(k) in die erste Zeile ein, so 
erhalten wir 
I A en a 
fe) = EN fa’) ee) dr’ dk, (24) 


wobei die Integration über k nach jener über x’ auszuführen ist. Vergleichen wir 
diese Beziehung mit Gl. (13), so erkennen wir 


n ” 


e 1977 ik(z-2’) 
de —-a)= ee dk 


(25) 


(FourRIER-Darstellung der 6-Funktion). Die ' "-Zeichen sollen die Vorschrift 
andeuten, daß die Integration über k erst nach der Integration über x’ [Gl. (24)] 
auszuführen ist. Die Gl. (2.1-35) ist die Erweiterung der Beziehung (25) auf be- 
liebige, vollständige, normierte Orthogonalfunktionen u (k, x). 


$ 3. Ableitungen der ö-Funktion 


Wir bilden die Ableitung = y(x,e) der Funktion y(z,e); z.B. folgt aus 


Gl. (1) y'XE) 
‚ 2 
y@e= Ste 8 (26) 

Nun betrachten wir für differenzierbare Funktio- & 


nen f(x) die Integrale 
+0 , 
[ te) ve, &) de. 


Ihren Grenzwert e — 0 schreiben wir 


+ 2 
an SteyV@o)de— [re@) SR) de | (27) 75,90. Verlauf der Funk- 
2 a tionen y’(x, &), (&, < &) 


und nennen ö’ (x) die "Ableitung der DirAcschen ö6-Funktion. Den Grenzwert 
berechnen wir durch partielle Integration, 
I4oo +00 
Im yo) im [Foul o)de. 
Wenn f(x) y(x, e) im Unendlichen verschwindet, ist der erste Term Null. Für den 
zweiten erhalten wir aus Gl. (9) — f' (0), also die negative Ableitung der Funktion f 


an der Stelle x = 0, d.h. 
+ 
f[ to) d(«) de = — f (0) (28) 


25* 
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oder, wenn wir noch eine Translation um eine Strecke x’ vornehmen, 


+ 


[to dk - a)de= —- Fe) |. (29) 


—oo 


Wie in Gl. (9a) kann man die Integration wieder auf eine Umgebung von x’ be- 
schränken. 


Ein einfaches physikalisches Beispiel für die ö’-Funktion bietet wieder die Elektrostatik: 
Wegen Gl. (12) erhält man für die Ladungsdichte eines elektrischen Dipols an der Stelle 
z=0 

e(2) = qöle — di) — göle) = — px) (30) 


(p = qdi = Dipolmoment). Aus Gl. (28) folgt [ odx = O0 und [ gedx = p. 


Verfährt man in analoger Weise mit der n-ten Ableitung, so erhält man 


fr (0) 89 (« — a’) de = (— 1° le’) |. (31) 
Es folgt 
San) = Fe), (32) 
also insbesondere 
8-2) = (- 1" 89a). (33) 
Außerdem gilt 
ar öPk) = (— 1)" nlöle). (34) 


$ 4. Die Sprungfunktion 


Wir betrachten die Integrale 


T 


Ye (ve), (80) 


für die z. B. Gl. (1) ergibt 


Yıle,e)= + (aretan z En 5) ; 


Fig. 91. Verlauf der Funktionen Y(z, e), Lassen wir den Parameter 2 gegen Null 
(4 < 6) gehen, so nähern sich diese Funktionen 
dem Einheitssprung (Fig. 91), 
1. gür ©5>-0 
0(z) = lim Y(x, e) = (36) 
s>0 0 fü z<<0 
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Diese Sprungfunktion können wir als Integral über die ö6-Funktion bei variabler 
oberer Grenze schreiben 


z 
92) = [ se) de’, (37) 
d.h., die ö-Funktion ist die Ableitung der Sprungfunktion 
da) = ER. (38) 


Man kann daher in Gl. (9) ö(x) dx durch dA (x) ersetzen und gelangt damit zu 
einem STIELTJESschen Integral. 


$ 5. Der Hauptwert P (>) und die ö,-Funktionen 


Es seien noch einige weitere, verallgemeinerte Funktionen erwähnt, die in 
der Quantentheorie eine Rolle spielen. 


Man definiert 


(39) 
d.h., der Limes e — 0 der Integrale 
+ 
Ste) aa de (40) 
wird mit 
4 1 
[i@Pr (z) de (41) 


bezeichnet. Weil im Integral (40) der Beitrag zwischen den Grenzen —e und 
+ e mit e verschwindet, ergibt sich 


(42) 


P bedeutet also, daß bei der Integration die Singularität von 1/x symmetrisch 
ausgeschlossen wird (CaucHxscher Hauptwert oder Prinzipalwert). 
Die Identität 


1 en x € 


<tie +8 o3 IF, 8 
führt wegen der Gin. (1) und (39) auf die Beziehung 


(e>0) (43) 


Dt a zn pe P (2) Firök) |. (44) 


e>0 His ZE T 
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Häufig ist es üblich, die Bezeichnung 


" 


I.) = +, im (45) 
einzuführen, so daß die Gl. (44) übergeht in 
0-5 let tr). (46) 
Aus der Definition (45) folgt die FouRIER-Darstellung 
1 [2 Ss RR 7 u ES I co Ar 7 
Wer Se * dk (47) 
und damit aus Gl. (46) 
1 "no j ZZ 
P (=) = j" sinkxdk . (48) 
Die Gleichung 
ye=| (49) 


hat für x = 0 die Lösung y = = Um das Verhalten der Lösung auch für 


x = 0 im Rahmen der veraltgermäikeuten Funktionen zu gewinnen, erweitern 
wir z ins Komplexe, x — x + ie, und erhalten 


e. 1 
Yı = z tie‘ 


Die allgemeine Lösung von yx = 1 ergibt sich, indem man y, mit einer Kon- 
stanten c, und y.. mit c_ multipliziert und dann addiert (mit e — 0), wobei 


ce, te_=1 (50) 
sein muß. Setzt man 
Tl, -e), (51) 


so resultiert im Rahmen der verallgemeinerten Funktionen 


y=-P(-) + 06ß) | (52) 


Man verifiziert mit Gl. (23) sofort, daß dies mit beliebigem c tatsächlich Lösung 
von yx =1 ist. 
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Zweites Kapitel 
Funktional und Funktionalableitung !) 


$ 1. Der Begriff des Funktionals 


Die Erweiterung der Funktionen mehrerer Veränderlicher 


F=F(9,92:-..,Pp--.) (1) 


auf kontinuierlich veränderliches & führt zum Begriff des Funktionals. Es han- 
delt sich um eine Vorschrift, nach der einer Funktion p(k) ein bestimmter Wert 
F zugeordnet wird, 


F= Fl[g] 2) .p ? 


(Fig. 92). An Stelle von k schreiben wir 
künftig x. Für und F lassen wir auch ET 
komplexe Werte zu. Irre 


Beispiele: 


1. F sei die Fläche, die in einem Inter- 
valla<sx<b durch die Funktionp(x) Fig. 92. Zur Definition eines Funktionals 


gebildet wird, 
F [op] = f p(e) de. (3) 
2. Ist f = f(p) eine Funktion von p, z. B. f = 9%, so ist das Integral 
F[g] = / o)) de (4) 


ebenfalls ein Funktional F von 9. 


3. Ist / = f(p, o') eine Funktion von @ und der Ableitung 9’, so wird durch das 
Integral 


b 
F[9] = f Hp), P'(«)) dx (5) 


wieder ein Funktional F von @ definiert. Man kann also z. B. das Wirkungs- 
integral (1.2—2) als Funktional der Koordinaten g lesen. 

4. Ordnet man einer Funktion p(x) ihren Wert p(x’) an einer Stelle x’ zu, so 
ist dadurch ein Funktional F[@] definiert, das sich durch die Diracsche Delta- 
Funktion ö(x’ — x) darstellen läßt 2) 


F[g]) = pk‘) = f o(X) ö(a’ — x) de. (6) 


1) Die Kenntnis dieses Kapitels wird nur in Kap. 1.7 und 4.6 benötigt. 
2) Dies ist gerade die Definition der ö-Funktion im Rahmen der Distributionstheorie 


(vgl. Fußnote !) S. 383). 
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Die Definition eines Funktionals läßt sich auch auf Funktionen p(z, y, ...) 


mehrerer unabhängiger Veränderlicher x, y,.... und auch auf mehrere unabhän- 
gige Funktionen 9; (2, ...), Pa (%, -.-), -.-- 

F=F[o,9,» :-..] (7) 
erweitern. 


$ 2. Die Funktionalableitung 
a) Definition 


Verändert man die Funktion p(x) um Ap(x) (Fig. 93), so wird durch das 
Funktional der Funktion 9 + Ag ein Wert F[p + Ay] = F + AF zugeordnet. 
Variiert man die Funktion 9 (x) nur in einer Umgebung dx, einer Stelle x,, so 
wird F um 

F[p + &(&o dx) Ap] — Flpl 


verändert. Dabei ist 


&(%, 2, dx) & | 


Den Grenzwert 
öF[p] : .  F[p + &(&0,dxo) Ay] — Fi] 
ae 
89 (%,) en a Apdz, 


1 für x in der Umgebung dx, von x, 


0 für x außerhalb dx,. 


(8) 


bezeichnet man, falls er existiert, als Funktionalableitung von F nach p(,)- 


\ F 


+4 
eitk. er 


Y ee TI Ffgreikdi)2g] I EITER Eam.fPRoIdko 


! 
| 
| 
| | 
ne F[p] 


Fig. 93. Zur Definition der Funktionalableitung 


Das Differential AF zu einer beliebigen differentiellen Veränderung Ag erhält 
man durch Integration über x,, 


ör 
Ar= (Anke) di. (9) 
% 
Den Index 0 lassen wir im folgenden der Einfachheit halber weg. 


Die Funktionalableitung (8) ist die Verallgemeinerung der partiellen Ableitung 
der Funktion (1) 
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auf kontinuierliche k-Werte. Die Beziehung (9) entspricht demtotalen Differential 
or 
AF= 2 don Ap, 
von (1) [statt d ist A gesetzt]. 


b) Einige wichtige Funktionalableitungen 
1. Für das Funktional (6) 
Fiol= ek) 
folgt aus Gl. (8) für die Funktionalableitung 
dp (z’) — lim lim Plz’) + E(#, 2, de) Ap — Pl‘) 


pl)  dz>0 Ap>0 Ap 
EN e(z’, x, de) 
dz>0 ds - 
d. h. nach Gl. (5.1-11,) 
en] on 
en 


Diese Beziehung ist die Verallgemeinerung von En Ögx, auf kontinuierliches k. 
k 


2. Ist das Funktional die Ableitung 9’ an einer Stelle =’ 
Flip] = Ye); 
so folgt durch eine analoge Überlegung 


mt ah d [4 
EO-seon--ie-n|. um 


3. Ist f = f(p) eine (differenzierbare) Funktion von 9 (z.B. f = 9%), so ergibt 
sich für die Funktionalableitung von 


Flo) = I(p@')) 
aus Gl. (8) wie in der gewöhnlichen Differentialrechnung die Kettenregel 


Ypler)) _ A pe) 
pl) dp pl) 


d ' 
= er öl’ — 2). (12) 
Entsprechend gilt für die Funktionalableitung von 


F[g] = fol’), 9 («')) 


pl), 9) _ dp (a) af 5p’(x’) 
dp(x) &p dplz)  &p” Öp(«) 


2 ö@ —a). (13) 


= 5,6 -2) = 
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4. Ist 
F [9] = [F(p(«‘)) de’, 
so folgt für die Funktionalableitung 
öF [9] - a 


dp (x) dp(«) 
aus Gl. (12) nach Ausführung der Integration über x’ 
ör[lp] _ df 
To 2 


5. Für das Funktional (5) 
F[p] = [t(p@'), p(«’)) de’ 
liefert die Beziehung (13) das Ergebnis 


öFlp] _ 8 d öf 
dp(a) m dx 89° |° (15) 


Es ist also z. B. die Funktionalableitung des Wirkungsintegrals der LAGRANGE- 
sche Ausdruck. 


Die Beziehungen für die Funktionalableitungen lassen sich ohne weiteres auch 
auf Funktionen p(z, y, ...) mehrerer unabhängiger Variabler x, y,... und auch 
auf mehrere unabhängige Funktionen 9, (, ...), 99(%, ...), ... erweitern. 


Im Kap. 1.7 werden die Funktionalableitungen im LAGRANGE- und HAMIL- 
ton-Formalismus eines Feldes benötigt. Zum Beispiel ist die integrale 
LAGRANGE-Funktion L eines Feldes ein Funktional der Feldgrößen y, und 
ihren zeitlichen Ableitungen %,, 


Liv, vl = fly, grad y, y,) de. 


Ersetzt man in den Gleichungen (14) und (15) p durch y, und », sowie x durch t, 
so resultieren die Gleichungen (1.7-74). 


Drittes Kapitel 
Scehrödingersche Störungstheorie 


$ 1. Problemstellung 


In der SCHRÖDINGERschen Störungstheorie sucht man für einen HAMILToN- 


Operator 
KH = Kr KH, (1) 


die Eigenwerte E, und Eigenvektoren |u,), 


F# \up = E,|ww; (2) 
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näherungsweise aus jenen des ungestörten HAMILTON-Operators, 
Klum = Br un, (3) 


zu bestimmen. E und |w2) seien bekannt. Die Eigenvektoren |uP) sollen ein 
vollständiges, orthonormiertes Basissystem, 


(ut |u) = ölk, n) 


4 
Lu <ul| dn = A, (4) 


im zugrunde liegenden unitären Raum bilden. Nimmt man 
an, daß 5, von einem Zahlenparameter abhängt, #, = € 4, 
so kann man sich fragen, wie sich die E% und |w%) verändern, 
wenn man den Parameter e von Null auf einen endlichen, 
aber kleinen Betrag erhöht (Fig. 94). Es werde vorausgesetzt, 
daß der Eigenwert, dessen Veränderung untersucht werden 
soll, diskret ist (d.h. aber nicht, daß das gesamte Energie- 
spektrum von 5, diskret vorausgesetzt wird). 


| € 
Für die formale Rechnung ist es zweckmäßig, in Gl. (1) Fig. 9. 


einen Parameter A einzuführen, Zur SCHRÖDIN- 
GERschen Stö- 
HFEHRHAIF,, (1a) rungstheorie 


der es erlaubt, auf einfache Weise die Störungstheorie nach Potenzen von 3%, 
zu ordnen. Im Endergebnis wird dann wieder A = 1 gesetzt. 


$ 2. Nichtentartete Störungstheorie 


Zunächst nehmen wir an, daß der zu untersuchende Energieeigenwert E® 
nicht entartet sei. Die durch die Störung 5, veränderten Eigenwerte und Eigen- 
vektoren entwickeln wir nach Potenzen von A (wodurch eine Entwicklung nach 


Potenzen von 5, erreicht wird)!), 
E,=ER +AEN + BE, + 
(5 
un =|u) +Alun + Run +, 


und setzen sie in die Eigenwertgleichung von 3 [Gl. (2)] ein, 


(+) (ud + Alu + lu) + ---) 
= (BR +ABL + RBR + (u + Alu + Alu +). 


1) Auf die Konvergenz des Verfahrens soll hier nicht eingegangen werden. 
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Die verschiedenen Ordnungen der Störungstheorie ergeben sich aus den Koeffi- 
zienten von A = 1,A,42,.... 


2, lud = El|ud), (6°) 
a: 586) + 3#4,|u = Eljul) + Elluh), (6%) 


Pr Holm + Hılum = Elm + Enlum + Br |u, (6?) 


Aus der Orthonormierungsbedingung der Eigenvektoren 
mtr + Rat. | ++ RU +. )— ölk,n) 


ergeben sich die Gleichungen 


2: <elul) = ölk,n), (7°) 
a: lud + = 0, (7) 


2: <ulud + <ullul) + <ulub = 0, (72) 


Die Aufgabe besteht nun darin, die Gleichungen (6) und (7) sukzessiv zu lösen. 


Wir begnügen uns zunächst mit der ersten Ordnung, d. h. der Untersuchung 
der Gleichungen (6!) und (7). [Die Gleichungen (6°) und (7°) stellen das ungestörte 
Eigenwertproblem (3) und (4,) dar, das wir als gelöst betrachten (Nullte Ord- 
nung).] Wir entwickeln die Vektoren |!) nach dem vollständigen, normierten 
Orthogonalsystem der ungestörten Eigenvektoren |u?,> [vgl. Gl. (4)], 


un = Zlur) ar. dk, (8) 


setzen in Gl. (6!) ein und erhalten bei Berücksichtigung der ungestörten Eigen- 
wertgleichung 


Slnt)al, BLak + 0 | = EO Fjut)al,dk + Bin). 
k' k' 


Nach Multiplikation mit (u? | liefert die Orthonormierung (4,) 
a2, + |#, ul) = Ela}, + Elö(k, n). (9) 
Für k=+n erhält man damit die Entwicklungskoeffizienten 
0 2 & 
ER en. (10) 
Für k = n kürzen sich die ersten Terme auf beiden Seiten von Gl. (9) weg, so 
daß man für die Energiestörung in erster Ordnung erhält!) 


1) Weil vorausgesetzt wurde, daß der betrachtete Energieterm E} diskret ist, wird 
öln,n) = Ömn = 1. 


[5.3 $ 2] 5.3. ScHRÖDINGERsche Störungstheorie 397 


Sie ist also gegeben durch das Matrixelement von #,, gebildet mit dem unge- 
störten Eigenvektor |uß). 


Setzt man die Entwicklung (8) in die Normierungsbedingung erster Ordnung 
(7!) ein, so erhält man für die Entwicklungskoeffizienten die Forderung 


ad, +ah=0. (12) 


Die durch Gl. (10) gegebenen Koeffizienten a}, (k+n) erfüllen wegen der Hrr- 
MITEizität von ‚3, diese Gleichungen. Für die Koeffizienten al,, für die wir bisher 
keine Relation gewonnen haben, ergibt Gl. (12), daß der Realteil von al, ver- 
schwinden muß. Über den Imaginärteil kann man frei verfügen, weil er wegen 
e'X = 1 +ioA nur einen willkürlichen Phasenfaktor bedeutet. Man setzt ihn 
daher der Einfachheit halber Null. Damit haben wir für die Störung der Energie- 


zustände in erster Näherung insgesamt das Ergebnis 


ET 
ec (k+m) 


(13) 


un |un = a = 0 


erhalten. Wegen des Energienenners genügt es häufig, nur jene a}, zu berück- 
sichtigen, deren k-Werte zu Energien EP gehören, die dem betrachteten Ener- 
giewert E benachbart sind. 


Um zu den Abweichungen zweiter Ordnung zu gelangen, verfährt man mit den 
Gleichungen (6°) und (72) in analoger Weise. Man findet für die Energiestörung 
eines diskreten, nicht entarteten Terms E° den Beitrag zweiter Ordnung 


2 _ KLIEZUN 
= &, EB -E dk (14) 


und für die Störung der Eigenzustände in zweiter Ordnung die Komponenten 


<up | Hr un) <up, | HF Un) dk’ 


0,2 2 
uU:|%U = 4, 7 = = 
Sun un? = 0m, .E, (ME) (EM) 
SHEFLTIZCHHELE 


(k #n), |. (15) 


mm’ 


0,2 —_ KIEL, 
Cu, |un> = d,n > en dk 
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$ 3. Entartete Störungstheorie 


Ist der ungestörte, diskrete Energieterm E® entartet, 
Am Eid P=h...h), (16) 


so gibt es t„ linear unabhängige Eigenvektoren |u/P), die den t,-dimensionalen 
Eigenraum u,, von E? aufspannen (vgl. 2.3 $5). Wir können uns auf orthonor- 
mierte Eigenvektoren 

ur |) = ölk, n) 6” (17) 


beschränken. Diese sind nur bis auf unitäre Transformationen in u,, bestimmt. 


Es sollen nun wieder die Eigenwerte und Eigenvektoren des gestörten HAMIL- 
ToX-Operators = FH, + FH 


Xu = Blu), j (18) 


näherungsweise aus jenen des ungestörten Problems gewonnen werden. Weil die 
Entartung des ungestörten Problems im allgemeinen nicht mehr vorliegen 
wird), müssen die Eigenwerte von 5 auch den Index » besitzen. 


Wenn wir einmal annehmen, daß die Vektoren un bereits gefunden wären, 
so können wir in ihnen den durch 5#, = e 4, definierten Störparameter e gegen 
Null gehen lassen, und wir erhalten (für den Fall, daß Z7, nicht mehr entartet 
ist) ganz bestimmte Vektoren |ü}) im Eigenraum u,, von 5, 


lm un =|w. (19) 


Wenn wir jetzt umgekehrt versuchen wollen, aus dem ungestörten Eigenwert- 
problem die Eigenvektoren |u/) näherungsweise zu bestimmen, so müssen wir 
im Eigenraum u,, gerade diese ‚der Störung 3, angepaßten‘‘ Eigenvektoren 
|%7°) aus der Vielzahl der Eigenvektoren von 5, aufsuchen. 


Für die Entwicklung nach der Störung setzen wir daher 


B=EH+AEl+.-., 


0 v1 (20) 
und erhalten an Stelle von Gl. (6) 
2°: KH |W> == EI |wP) (21°) 


2: KW + lu = Ellun) + Eu) (21}) 


}) Mit Hilfe der gruppentheoretischen Methoden (vgl. 3.6 $7 u. Kap. 5.4) ist man im- 
stande, allgemeine Aussagen über die Aufhebung der Entartung durch eine symmetrie- 
vermindernde Störung zu machen. 
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Die der Störung angepaßten Eigenvektoren |%’) nullter Ordnung entwickeln 
wirnach irgendwelchen orthonormierten Eigenvektoren|u/°) des Eigenraumsu,,, , 


In 
ae > nr (22) 
v=1 


und die Abweichung erster Ordnung |u/!) nach dem vollständigen, orthonor- 
mierten System aller ungestörten Eigenvektoren |u;,°), 


Ir = LI ar ar (23) 
x',k’ 
[analog Gl. (8)]. Nach Einsetzen in Gl. (21!) erhalten wir nach Multiplikation 
mit (u | aus der Orthonormierung (17) 


in 
3 wur ökn)) A = (ir -E)am. (29) 
v=1 


Diese Gleichungen sind die Verallgemeinerung von Gl. (9) auf das entartete 
Problem. Für k = n reduziert sich diese Beziehung wegen ö(n, n) = ö,, = lauf 


In 

> un ME) =. (25) 

v=1 
Dieses homogene Gleichungssystem für die Größen A” hat nur dann von 
Null verschiedene Lösungen, wenn die Determinante der Koeffizienten ver- 
schwindet, 


det (u | I, W — EN} 8”) = 0 Ber=l:..ch)- (26) 


Die Matrixelemente der Störung 5 ,, gebildet mit den ungestörten Eigenvekto- 
ren, bestimmen daher — in Erweiterung von Gl. (11) — die Energiestörung 
erster Ordnung: Die Säkulardeterminante (26) führt auf eine algebraische Glei- 
chung vom Grad t,, deren Nullstellen 


EEE RER (27) 


die Aufspaltung der entarteten Energie EP in erster Ordnung liefert (vgl. als Bei- 
spiel die Aufhebung der Austauschentartung in 4.4 $ 1). Fallen einige der Lösun- 
gen (27) zusammen, so bleibt die Entartung (wenigstens in erster Ordnung) teil- 
weise bestehen (vgl. Fußnote !) S. 398). 


Die der Störung angepaßten Eigenvektoren nullter Ordnung |") ergeben sich, 
indem man aus den Gl. (25) die Entwicklungskoeffizienten A}” berechnet. Die 
Koeffizienten al, die die Störung der Eigenvektoren in erster Ordnung be- 
stimmen, erhält man schließlich aus den Gleichungen (24). 
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Viertes Kapitel 


Gruppen und ihre Darstellungen‘) 


In diesem Kapitel soll über Gruppen- und Darstellungstheorie insoweit referiert werden, 
als es für das Verständnis einiger Abschnitte dieses Buches nötig ist. Für ein genaueres 
Studium dieser Fragen möge ein Lehrbuch der Gruppentheorie, in dem sich auch die Beweise 
der angegebenen Sätze finden, benützt werden (z. B. M. HAMMERMESH, Group theory and 
its application to physical problems, London 1962). 


$ 1. Beispiele von Symmetriegruppen 


Nahezu jedes physikalische Problem gestattet bestimmte Symmetrietransfor- 
mationen. Diese Transformationen haben — unabhängig von ihrer speziellen 
Bedeutung — die Eigenschaften einer Gruppe. Bevor wir deren mathematische 
Eigenschaften kennenlernen ($ 2), seien einige wichtige Beispiele von Symme- 
triegruppen aufgeführt. 


1. Die Translationsgruppe T(3) = Gesamtheit aller Translationen im drei- 
dimensionalen Raum. Diese ist Symmetriegruppe eines freien Teilchens, weil 
wegen der Homogenität des Raumes keine Stelle des Raumes ausgezeichnet ist. 


2. Die Drehgruppe O (3) = Gesamtheit aller dreidimensionalen Drehungen um 
einen festen Punkt (dreidimensionale, orthogonale Transformationen mit der 
Determinante +1). Ein Potential V (r) (4.3 $ 3), das nur vom Abstand r, nicht 
aber von den Polarwinkeln 9, p abhängt, ist invariant gegenüber O (3). 


3. Die Inversionsgruppe I, welche die Inversion — —r am Nullpunkt be- 
schreibt. Verbindet man jede Drehung aus O (3) mit einer Inversion, so gelangt 
man zu den Drehinversionen. Zusammen mit den Drehungen erhält man die 
Drehinversionsgruppe O' (3), wofür man auch schreibt O(3)x I. Sie besteht aus 
allen dreidimensionalen orthogonalen Transformationen mit Determinante +1. 
Das in 2. erwähnte Potential V (r) ist invariant gegenüber O'(3). 


4. Die Drehgruppe O(2)=(C = Gesamtheit aller ebenen Drehungen um 
einen festen Punkt (Axialsymmetrie). Bringt man z. B. ein Atom in ein homo- 
genes Magnetfeld, so verbleiben nur jene Drehungen aus O (3) Symmetrietransfor- 
mationen, welche um die ausgezeichnete Richtung erfolgen (vgl. Aufg. 80). 


5. Die zyklischen Gruppen C,,: Sie enthalten n Drehungen mit dem Winkel 
2rr/n um eine feste Achse (,‚n-zählige Drehachse‘‘). Die Diedergruppen D,: Neben 
einer n-zähligen Drehachse gibt es noch n zweizählige Achsen, die alle auf der 
n-zähligen Achse senkrecht stehen (vgl. Fig. 95). Die Operationen der Gruppen 
C, bzw. D, lassen sich auch noch mit der Inversion kombinieren. In der Mole- 


1) Dieses Kapitel kann beim ersten Studium übergangen werden. Für Kap. 3.6 ist seine 
Kenntnis erforderlich. 
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külphysik kann man solche diskrete Punktgruppen verwenden, um anzugeben, 
durch welche Operationen ein Molekül in sich übergeht. In der Festkörperphysik 
sind sie wichtig für die Angabe jener Symmetrieoperationen eines Kristalls, bei 
denen eine bestimmte Lage im Kristall (Ion) nicht verändert wird (Kristall- 
klassen). 

6. Die Translationen T, = Gesamtheit aller Translationen um diskrete Strek- 

3 

kent= ) n,a, (n, = ganz). Diese Symmetrieoperationen führen einen Kri- 


di 
stall in sich über, wenn die Vektoren a, die primitiven Gittervektoren bedeuten. 
Betrachtet man neben diesen Translationen noch die Drehungen, Inversionen 
und die daraus zusammengesetzten Operationen (z. B. Gleitspiegelungen), welche 
einen Kristall ebenfalls in sich überführen, so gelangt man zur Raumgruppe R 
des Kristalls. 


7. Die Permutationsgruppen S,, deren Elemente aus den n! Permutationen 
von n Dingen bestehen. Liegen n identische Teilchen vor, so bilden die n! Permu- 
tationen der Teilchen eine Symmetriegruppe (vgl. die Kap. 4.4 und 4.5). 


8. Die relativistischen Feldgleichungen müssen invariant sein gegenüber den 
LoRENTZ-Transformationen L(4) im vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum. 
Eine Klassifikation der verschiedenen Elementarteilchen versucht man heute 
durch Betrachtung von unitär-unimodularen Gruppen SU (n), bestehend aus den 
n-dimensionalen unitären Transformationen mit Determinante 1. 


$ 2. Grundbegriffe der Gruppentheorie 


a) Die Gruppenaxiome 
Eine Gruppe ® besteht aus einer Anzahl von verschiedenen, abstrakten Ele- 


menten, 
= (6, 9, 9.» +); (1) 
zwischen denen eine Verknüpfungsvorschrift besteht, die man formal als ‚Pro- 


dukt‘‘ der Elemente schreibt, z. B. g,9,- Die Elemente bilden eine Gruppe, falls 
für alle Elemente g, die folgenden Gruppenaxiome erfüllt sind: 


1. Die Verknüpfung zweier Elemente g, und g; ist wieder ein Element der 
Gruppe 
HE ©. (2) 


2. Es gilt das Assoziativgesetz für die Verknüpfung dreier Elemente 


(I) 9 — II) = HN9- (3) 
3. Es existiert ein Element e (Einselement), mit der Eigenschaft 
ee; = 9: (4) 


26 Fick, Quantentheorie 
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4. Esexistiert zu jedem Element 9, ein inverses Element g;! mit der Eigenschaft 
u (5) 


Aus diesen Axiomen folgen unmittelbar einige elementare Rechenregeln, wie 
ge=g, 55 = (tg, (9,9)" = 9795! (Reihenfolge!). 
Identifiziert man die Elemente mit den Transformationen, wie sie in $1 be- 
trachtet wurden, so stellt die Verknüpfungsvorschrift die Nacheinanderaus- 
führung zweier Transformationen g, und g, dar, was wiederum zu einer Transfor- 
mation 9,9; der Gruppe führt. Das Einselement e bedeutet das Ausführen keiner 
Transformation, das Inverse g;'! das Rückgängigmachen der Transformation g;- 


Von den Gruppenelementen verlangt man im allgemeinen nicht, daß die Ver- 
knüpfungen 9,9; und 9,9, zum gleichen Gruppenelement führen, 


KeFHT: (6) 
die Gruppenelemente müssen nicht vertauschbar sein. Wir kommen überein, daß 
wir unter 9,9; jenes Element verstehen wollen, das entsteht, wenn wir erst die 
Operation g, und dann die Operation g, ausführen, d. h., wir lesen das Produkt 
von rechts nach links. — Ist die Kommutativität für alle Elemente einer Gruppe 
gewährleistet, dann heißt sie ABeLsch. Beispiele von ABELschen Gruppen sind 
T (3), ©, und ©. Die Gruppe O(3) hingegen ist nicht ABeusch, man sieht näm- 
lich geometrisch sofort ein, daß das Ergebnis zweier Drehungen um verschiedene 
Achsen von der Reihenfolge abhängt. 


b) Gruppenordnung. Kontinuierliche Gruppen 


Die Anzahl N der Gruppenelemente heißt Ordnung der Gruppe. Neben den 
Gruppen endlicher Ordnung gibt es Gruppen mit unendlich vielen Gruppen- 
elementen. Ein Beispiel einer Gruppe mit abzählbar unendlich vielen Elemen- 
ten ist 7,. Von den im $1 angegebenen Gruppen besitzen T (3), O(3), O(2), 
L(4), SU (n) kontinuierlich viele Gruppenelemente. Lassen sich die Elemente 
einer kontinuierlichen Gruppe durch o stetig veränderliche, reelle Parameter 
&j, +.., &, eindeutig kennzeichnen, 

Pa en (?) 
so heißt die Gruppe eine o-parametrige kontinuierliche Gruppe. O(3) ist ein 
Beispiel einer 3-parametrigen kontinuierlichen Gruppe, weil sich die dreidimen- 
sionalen Drehungen durch drei EULERsche Winkel [vgl. Gl. (18)] darstellen lassen. 
Wird die identische Transformation durch e = e(o, ..., «°) beschrieben, so 
nennt man jene Elemente, die sich durch infinitesimale Parameteränderungen 
Ö&1, ..., da, von e unterscheiden, infinitesimale Gruppenelemente 


g9(a0 + bp ren; 7 nu ö6,)- (8) 


Viele der im folgenden angegebenen Sätze über endliche Gruppen lassen sich 
unter bestimmten topologischen Voraussetzungen auch auf kontinuierliche 
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Gruppen erweitern, wenn man an Stelle der Summen über die Gruppenelemente 
entsprechende Integrale einführt. 


ce) Gruppentafel 


Die gesamten Eigenschaften einer endlichen Gruppe kann man am besten an 
einer Gruppentafel ablesen, in der die Multiplikationsergebnisse zwischen allen 
Gruppenelementen aufgeführt sind. Zwei Transformationsgruppen, deren Grup- 
penelemente dieselbe Gruppentafel besitzen, heißen isomorph (<>)!). Es handelt 
sich dann um zwei verschiedene Realisierungen derselben abstrakten Gruppe ©. 


1. Beispiel: Die Inversionsgruppe I. Weil die zweimalige Ausführung einer Inversion i 
wieder zur Einheitstransformation führt, i? = e, hat die Inversionsgruppe I = (e, i) die 
Gruppentafel 


| e i 
7er (9) 
| e 


Alle Gruppen der Ordnung N = 2 sind isomorph zu I. Ein Beispiel dazu ist die Permuta- 
tionsgruppe 5, (vgl. 4.4 $ 2a), deren Elemente die Permutationen zweier Dinge 1 und 2 sind. 
Bezeichnen wir mit 


Ma atızos) 
e= (1)(2) die Vertauschung 1— 1,2 ->2 7 5(240°) 
(d.h. keine Vertauschung) 
und mit (10) 
a = (12) die Vertauschung 1— 2,2 ->1, 
so sieht man sofort, daß a? = e gilt. Die Gruppentafel 
der Permutationsgruppe 8, erhält man also aus der von /, Ft180°) 
indem man einfach das Zeichen i durch a ersetzt. Obwohl 
die Elemente von I und $ völlig verschiedene Bedeutung TR 
haben, sind diese Gruppen isomorph, d.h. sie stellen (180°) (180) *y 


dieselbe abstrakte Gruppe © dar. nu 


2. Beispiel: Die Diedergruppe D, (Fig. 95). Die drei- 
zählige Drehachse erlaubt die Drehungen a um 120° und b 
um 240°. Die drei zur trigonalen Achse senkrechten zwei- Fig. 9. Die Symmetrieele- 
zähligen Drehachsen c, d, f stellen jeweils Drehungen um mente der Gruppe D;: Drehun- 
180° dar. Mit der Einheite (Drehung 0°) ergeben sich so- gen a bis f, Bei der Operation 
mit N = 6 Drehungen der Gruppe D,. Man überzeugt °@ = f gehen die schraffierten 
sich leicht, daß die Gruppenaxiome erfüllt sind. Wir ver- Ebenen ineinander über 
folgen die Stellung desin Fig. 95 eingezeichneten gleich- 
seitigen Prismas bei Ausführung der Drehoperationen (die Drehachsen halten wir raum- 
fest): Zum Beispiel ergibt sich, wenn man zuersta und dann c ausführt, dieselbe Stellung 
wie nach Ausführung der Drehung f, d.h. ca = f. Die umgekehrte Reihenfolge ergibt 


1) Eine umkehrbar eindeutige Zuordnung von Elementen, bei der die Rechenregeln er- 
halten bleiben, nennt man einen Isomorphismus. 


26* 
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indes ac = d, d.h., die Gruppe D, ist nicht ABeLsch. Die gesamte Gruppentafel lautet 


rechter Faktor 
(1. Operation) 
le @. .b ed f zu 


eriler :an bi sende fee 

ala b ed f | db 
linker Faktor Ö|b e a fc da (11) 
(2.Operation) c|ce f deb alc 

dldce fae bid 

f-|f rd sc “bi sa ee, |‘ 


Es ist ersichtlich, daß in der Gruppentafel jedes Element der Gruppe in jeder Zeile und 
Spalte genau einmal vorkommt; diese Eigenschaft gilt ganz allgemein für jede Gruppe. — 
In der letzten Spalte von (11) sind die inversen Elemente angegeben. 


Die Diedergruppe D, ist isomorph zur Permutationsgruppe Sy. Die 3! = 6 Permutationen 
erfüllen die Gruppentafel (11), wenn man setzt 


e = (1) (2) (3), d.h. die Vertauschungen 1—1, 2—2, 3—3, 

a= (123) , d.h.die Vertauschuıngen 1—>2—3—1, 

b=(132) ,„, d.h. die Vertauschungen 1>3—2—1, 

c= (12)(3) , d.h. die Vertauschungen 1>2—>1, 3-3, (12) 
d= (13)(2) ,„ d.h. die Vertauschungen 1—>3—1, 2—2, 

f=(23)(1) , d.h. die Vertauschungen 2—>3—2, 1—1. 


Es ist nämlich z.B. c- a = (12) (3) - (123) = (1) (23) = }. 


Greift man aus einer Gruppe ® eine Teilmenge von Elementen heraus, welche 
für sich bereits alle Gruppenaxiome erfüllen, so nennt man diese Elemente eine 
Untergruppe q (9 muß damit stets e enthalten). 


Aus der Gruppentafel von D, ersieht man z. B., daß die Elemente (e, a, b) der dreizähli- 
gen Drehachse eine Untergruppe bilden ; ebenso bilden die Elemente cler zweizähligen Dreh- 
achsen (e, c), (e, d) und (e, f) Untergruppen: Die zyklischen Gruppen C', und C, sind Unter- 
gruppen von D,. 


d) Klasseneinteilung 


Greift man irgendein Element r einer Gruppe ® heraus und bildet damit die 
Elemente x!rx, wobei x alle Elemente der Gruppe durchläuft, so bildet die 
Gesamtheit der verschiedenen, zu r „konjugierten‘ Elemente x"!rx = 9,,, 9er --- 
eine Klasse 


€, — (9ir Ir. Iner) (13) 
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h,ist die Anzahl der in &, vereinten Elemente; sie ist ein Teiler der Gruppenord- 
nung N. Elemente derselben Klasse sind zueinander konjugiert, Elemente ver- 
schiedener Klassen nicht. Jedes Element von ® gehört genau einer Klasse an, 
man erhält eine Klasseneinteilung der Gruppe. Die Anzahl der verschiedenen 
Klassen sei c. Bei ABELschen Gruppen ist jedes Element eine Klasse für sich, 
d.h,alleA,=1unde=N. 


Im Beispiel der nicht ApELschen Gruppe D; <> S, ergeben sich nach der Gruppen- 
tafel (11) die Klassen 
&= =e =&6 (k,=1) 
u=& =(a,b) =, (k,=2) (14) 
=== (=9). 


Es ist also c = 3. 


$ 3. Die Darstellungen einer Gruppe 


a) Definition einer Darstellung 7’ 


Für die quantentheoretische Anwendung der Gruppentheorie sind die Dar- 
stellungen einer abstrakten Gruppe durch quadratische Matrizen von Bedeu- 
tung. Eine solche Darstellung ‘T erhält man, wenn man jedem Element g einer 
Gruppe & eine quadratische Matrix D(g) (mit von Null verschiedener Deter- 
minante) zuordnet, 


9 — D(g) = (D"*(g)) | wW=1,...,t). (15) 


Die Matrixelemente D*’*(g) können komplexe Zahlen sein. Alle Matrizen D (g) 
innerhalb einer Darstellung haben denselben Grad t, d.h. die gleiche Anzahl 
von Zeilen. Man nennt i die Dimension der Darstellung!T. Damit die Matrizen 
tatsächlich die Gruppe ‚darstellen‘‘, müssen bei der Zuordnung (15) alle Rela- 
tionen der Gruppe erhalten bleiben. Wir verlangen also, daß dem Produkt zweier 
Gruppenelemente das Produkt der zugeordneten Matrizen zugeordnet ist, 


D(g,9,) = D (g,) D(g,), d.h. 


HI -> (16) 


q er 
D"*(g,9,) = 3 D’" (9) D* (g,) 
a=1 


Dem Einselement e wird die Einheitsmatrix 1 = (ö"'*), dem Element g! die 
inverse Matrix D-1(y) zugeordnet. (D-1 existiert, da wir vorausgesetzt haben, 
daß die Determinante der Matrizen nicht verschwindet.) Weil außerdem die 
Matrizenmultiplikation assoziativ (aber i. allg. nicht kommutativ) ist, sind die 
Relationen zwischen den Gruppenelementen durch Matrizen erfüllbar. Die Dar- 
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stellung g— D (g) ist eine homomorphe Zuordnung, d. h., sie braucht nicht um- 
kehrbar eindeutig zu sein, es kann vielmehr verschiedenen Gruppenelementen 
dieselbe Matrix zugeordnet sein. 


Die einfachsten Darstellungen sind die eindimensionalen, bei denen also jedes 
Element der Gruppe durch eine (komplexe) Zahl dargestellt wird, so daß diese 
Zahlen die Gruppentafel erfüllen. Wir können sofort eine triviale eindimensionale 
Darstellung angeben, die jede Gruppe besitzt, nämlich jene, bei der jedem Grup- 
penelement die Zahl 1 zugeordnet wird. Diese Darstellung nennt man identi- 
sche Darstellung \T\,. 


Beispiele: 


1. Darstellungen der Inversionsgruppe I sind z. B. 


D(=1 D(i) 
7, 1 1 
a 1 Zu 


el a 


weil D%(i) = D(e) = 1gilt. 


2. Eine dreidimensionale Darstellung ®I’ der Gruppe D, <> 8, erhält man direkt aus der 
geometrischen Bedeutung als Diedergruppe (Fig. 95), wenn man berücksichtigt, daß sich 
jede Drehung im dreidimensionalen Raum mit Hilfe EuLerscher Winkel o, ß, y durch die 
Transformationsmatrix 


cooa —sin« 0 cooß 0 sinß cooy —siny 0 
sin & cooa 0 0 1 0 sin y cosy 0 (18) 
0 0 1 —sinß 0 cosß 0 0 1 


beschreiben läßt. Die Drehung wird dabei zusammengesetzt aus einer Drehung mit y um 
die z-Achse, dann mit ß um die (alte) y-Achse und schließlich mit « wieder um die z-Achse. 
Für die Drehungen a bis f ergeben sich die Matrizen 


3,920. 3.0 -1-y3 0 -ı1 0 
1 = 1 = 
D(e)=|0 ı 0 ‚Da=z v3 Er a Db)=z 3 = DL, 
oo 1 0 a u 
= (19) 
R200%0 EN ee y3 0 er -y3 0 
Do=|o-ı 0, Dad=z y3 1 0) DW-z - 3 10 
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b) Äquivalente Darstellungen 


Gibt man sich irgendeine t-dimensionale Matrix S vor (die eine Inverse S-1 
besitzt) und bildet man damit aus allen Darstellungsmatrizen D (g) einer Dar- 
stellung ’J’ die Matrizen 


Di) = S'D(g)S |, (20) 


so erhält man eine zu !I' isomorphe Darstellung ‘T‘, weil bei der Ähnlichkeits- 
transformation (20) die Relationen erhalten bleiben; z. B. ist 


D(gg) =S""D(gg) S= S'D(g)D(g,) S 
= S!Dig) SS’ Dig) S= Dig) D(g,). 


Alle durch Ähnlichkeitstransformationen auseinander hervorgehenden isomor- 
phen Darstellungen heißen zueinander äguivalent. Man kann beweisen, daß es bei 
endlichen Gruppen und bei einer bestimmten Klasse unendlicher Gruppen (den 
kompakten LIE-Gruppen) immer möglich ist, durch eine geeignete Transforma- 
tion $ alle Matrizen einer Darstellung unitär zu machen, so daß gilt 


D! (g) Dig) = 1. (21) 


Transformiert man z. B. die Darstellung ?7' [Gl. (17)] der Gruppe / mit 


ae 1 11 
S=- — „= — 5 
Varli-.i v2 \-ı1ı 


so erhält man die äquivalente Darstellung 
a 1 L 
F e) = =, e), )= . 
( en ( \ ve ( 


Es gilt natürlich wieder D(i)? = D(e) = 1. 


ec) Der Darstellungsraum ı,; 


Eine t-dimensionale Darstellung einer Gruppe läßt sich als Vektorzuord- 
nung in einem i-dimensionalen unitären Raum u, interpretieren. Betrachten wir 
nämlich t Vektoren |u#) (# = 1, ..., t)in u, so werden durch jede Darstellungs- 
matrix DF"*(g) gerade t neue Vektoren erzeugt, die wir, um den Anschluß zur 
Quantentheorie zu erhalten, mit |2 (g) u*) bezeichnen, 


4 
>90 = 2 WI Dt. (22) 
w= 


Sind insbesondere die Vektoren |u*) orthonormiert, so sind es auch die entste- 
henden Vektoren [2 (g) u“), wenn wir uns auf unitäre Matrizen D (g) beschrän- 
ken. 2 (g) sind dann unitäre Operatoren, die die Gruppenrelationen erfüllen. 
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Durch GI. (22) ist der Zusammenhang mit Gl. (3.6-43) hergestellt: Die Eigen- 
räume eines Operators #°, der die Symmetriegruppe © besitzt, sind Darstellungs- 
räume von ©. 


Der Übergang zu einer äquivalenten Darstellung bedeutet in u,, daß man zu 
anderen Vektoren 
| u") = 3 |") Ser, 
BR Rn (23) 
'D(g)ur) = 3 |2D(g) u") S#r 
FR 


übergeht. Die Zuordnung zwischen den neuen Vektoren erfolgt durch die äqui- 
valenten Darstellungsmatrizen D(g) = S!D(g) S, 


jun 2 |? u) = y |wr) Drrg. (24) 


w 


$ 4. Reduzible und irreduzible Darstellungen 
a) Definition 


Hat man einige Darstellungen /\, /, ... von & vorliegen, so kann man aus 
diesen eine neue Darstellung von ® gewinnen, indem man mit den Darstel- 
lungsmatrizen D, (g), D,(g), ... für jedes g eine neue Matrix der Kästchengestalt 


D,(g) 


D(g) = (25) 


bildet. Die Gesamtheit dieser Matrizen ist wieder eine Darstellung /' von ©, 

weil bei der Multiplikation wegen der eingefügten Nullen nur jene Teilmatri- 

zen D;, die auf gleicher Höhe stehen, miteinander multipliziert werden. Für die 

aufdiese Weiseentstehende Darstellung schreiben wirsymbolisch = I\+ [+ --, 

oder wenn eine Darstellung /}, gerade q, mal vorkommt, I! = > g« Ix- Die Di- 
k 


mension von J'ist dann = I gr tx. Die Kästchengestalt der Matrizen (25) geht 
k 


natürlich verloren, wenn man durch eine t-dimensionale Transformation $S zu 
einer äquivalenten Darstellung übergeht. 


Man kann sich nun umgekehrt fragen, ob es für eine beliebige vorgegebene 
Darstellung I' möglich ist, eine solche Transformation $S zu finden, so daß 
man eine äquivalente Darstellung erhält, in derdie Darstellungsmatrizen D (g) 
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eine Kästchengestalt (25) annehmen, die für alle Matrizen D(g) gleich ist. 
Existiert keine solche Matrix S, so nennt man die vorgegebene Darstellung 
irreduzibel, gibt es hingegen ein solches S, so heißt die Darstellung reduzibel. Eine 
reduzible Darstellung läßt sich durch eine Transformation S in irreduzible Darstel- 
lungen zerlegen. Die irreduziblen Darstellungen sind also die wesentlichen, weil 
man die reduziblen aus ihnen aufbauen kann. Wie wir noch sehen werden, ist die 
Zerlegung einer Darstellung in ihre irreduziblen Bestandteile (bis auf Äquivalenz) 
eindeutig, weil die Zahlen g,, die angeben, wie oft eine irreduzible Darstellung 
T‘. in T vorkommt, 


me z ET, (26) 


in eindeutiger Weise bestimmt sind [Gl. (38)]. 


Ein Beispiel für eine Ausreduktion ist in der Gruppe I der Übergang von der Darstellung 
2T in (17) zur äquivalenten Darstellung ?/’ in (17). Man sieht, daß die Darstellung in die 
beiden irreduziblen Darstellungen !T, und !T, zerfällt, T=!T, + !T,. 


Die Darstellung ?7' [Gl. (19)] der Gruppe D, liegt bereits in ausreduzierter Form vor: Sie 
zerfällt in eine zweidimensionale Darstellung ?7';, (= die zweidimensionalen Matrizen links 
oben) und in eine eindimensionale Darstellung !/';, (+ 1 rechts unten): ®'’=!l, + ?T,. 
Die Darstellung ?T', ist, wie wir im $ 5 beweisen werden, irreduzibel. ' 


Im Darstellungsraum u bedeutet die Ausreduktion, daß durch die ausredu- 
zierende Matrix S der Raum u in invariante Teilräume u,, Us, ... (irreduzible 
Darstellungsräume) zerlegt wird, d. h., die Vektoren aus u, gehen bei den Trans- 
formationen D (g) wieder in Vektoren von u, über, usw. Durch die ausreduzie- 
rende Matrix S werden also die invarianten Teilräume aufgesucht. 


b) Sätze über irreduzible Darstellungen 


Ohne Beweis seien hier einige wichtige Sätze über die irreduziblen Darstellun- 
gen endlicher Gruppen angegeben: Die Anzahl nicht äquivalenter, irreduzibler 
Darstellungen ist gleich der Anzahl c der Klassen konjugierter Elemente ($ 2d), 


RO OR (27) 


Die Dimension ti, der irreduziblen Darstellungen ist Teiler der Gruppenordnung N. 
Ferner gilt 
c 
SA. ä (28) 


i=1 F 


Weil bei ABErschen Gruppen c = N ist, haben diese nur eindimensionale irre- 
duzible Darstellungen. ; 
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Zwischen den Matrizen zweier irreduzibler, unitärer Darstellungen 7‘, und 
I, einer Gruppe & bestehen die Orthogonalitätsrelationen 


3 Dig) DE*g) = z DR (29) 
g 


Diese Beziehungen gelten für zwei inäquivalente Darstellungen (k + k'), deren 
Dimensionen nicht gleich sein müssen, und auch für zwei gleiche Darstellungen 


(k=k'). 


Für zyklische Gruppen C,, ($ 1), die die Elemente 


e,a,a2,...,a® 


I 


besitzen (N = n), lassen sich die irreduziblen Darstellungen sofort gewinnen. Wegen der 
Kommutativität sind diese alle eindimensional. Für eine Darstellung D(a) muß gelten 
D(a)" = 1= e?"ik (k = ganz), d.h. D(a) = &* mit & = e?"/. Lassen wir k von O0 bis 
nr — 1 laufen, so erhalten wir damit die n irreduziblen Darstellungen 


Or e a Ro a 

7 Ba a N | 1 1 

IT, 1. 7E e? zur (Er |. (30) 
1.1 122 ei Pisa 

1 T, 1 er en? 0% ginn: 


Man überzeugt sich sofort, daß die Orthogonalitätsrelationen (29) (a =v=1,0o=o=]) 
erfüllt sind. 


$ 5. Charaktere von Darstellungen 


Unter dem Charakter x einer Matrix D versteht man die Summe ihrer Dia- 


gonalelemente (Spur), 
t 


xD)= > Dr. (31) 

v=1 
Diese Zahl ist invariant gegenüber einer Ähnlichkeitstransformation (20) (vgl. 
Aufg. 36). Bildet man von jeder Matrix einer (reduziblen oder irreduziblen) Dar- 
stellung ‘I’ die Charaktere 


)=h aa) 2): X): (32) 


so ist dieses Charakterensystem für alle zu J’äquivalenten Darstellungen gleich. 
Man kann auch zeigen, daß zwei Darstellungen dann und nur dann äquivalent 
sind, wenn die Charakterensysteme übereinstimmen, d. h., eine Darstellung wird 
durch ihr Charakterensystem bis auf Äquivalenz bestimmt. Hierin liegt die funda- 
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mentale Bedeutung eines Charakterensystems: Es ‚charakterisiert‘ eine Dar- 
stellung. Für konjugierte Gruppenelemente ($ 2d)isty gleich, xy(D)=y(X"!DX). 
Es genügt daher, nur dieCharaktere x, jeder Classe €, anzugeben, d. h., ein Cha- 
rakterensystem besteht aus c Zahlen. 

Beispiel: Die Charakterensysteme der Darstellungen ?T’ und 27’, [Gl. (19)] von D, lauten 


g, g, g, 
(e) (a,b) (c.d,f) 
3 ) j 
2 —1 0 


(33) 
s” 
277, 


Weil es ebensoviele irreduzible Darstellungen wie Klassen gibt, kann man die 
Charakterensysteme x,, der irreduziblen Darstellungen I}, in Form eines quadrati- 
schen Schemas anschreiben, 


_—r 
® hı hy h, 
T, Kıı Xı2 Xie (34) 
“T,| Xı X X2e 
Pa 
y 5 3 
“I, Xeı Xe2 Fe Xce 


Es gibt systematische Verfahren, nach denen man diese Charakterensysteme 
gewinnen kann. Für viele Gruppen sind sie auch in einschlägigen Büchern tabel- 
liert. 


Aus der Orthogonalitätsrelation (29) lassen sich leicht durch Spurbildung 
Relationen für die Charaktere irreduzibler Darstellungen herleiten. Es gilt für 
zwei irreduzible Darstellungen 7’, und /%, 


2, rare = N dar (35) 
v= 
und für zwei Klassen @, und €, 
x * 
h, 2 Kkr Kr — N Ö = (36) 
=1 


Aus der Definition (31) folgt unmittelbar, daß für die Charaktere y'“ einer 
reduziblen Darstellung /"®4, die in g; irreduzible Darstellungen 7}, zerfällt 
[G1. (26) ], gilt 


c 
nv = R Ik Kır- (37) 
= 
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Multipliziert man diese Gleichung mit h,xy,,, und summiert man über r, so erhält 


man nach Berücksichtigung von Gl. (35) für die ganzen Zahlen g; (= 0) die Be- 
ziehung 


a (38) 


Mit Hilfe dieser Relation ist man also imstande, die irreduziblen Anteile einer 
beliebigen reduziblen Darstellung anzugeben. Weil die Zahlen g, durch Gl. (38) 
eindeutig bestimmt sind, ist damit die oben angegebene Behauptung bewiesen, 
daß die Zerlegung einer reduziblen Darstellung bis auf Äquivalenz eindeutig 
ist. Wegen dieser Eindeutigkeit ist es für die praktische Ausreduzierung häufig 
einfacher, die Zahlen g; nach Gl. (37) zu erraten, als sie nach Gl. (38) zu berech- 
nen. 


Schließlich sei noch ein einfaches Kriterium dafür angegeben, ob eine vorge- 
gebene Darstellung reduzibel ist oder nicht. Dazu bilden wir nach Gl. (38) 
qd£ = 9,9% (die Zahlen g, sind ja reell) und erhalten für 


1 
2, % = w2 = hr Her Xp fir Kar X - 
Die Gl. (36) erlaubt die Ausführung der Summation über k und r', 
1 
Ia=yIhla)- 
k r 


Die zum Charakterensystem x, gehörige Darstellung ist definitionsgemäß irre- 
duzibel, wenn eine der Zahlen g, eins und alle anderen null sind, d. h., wenn 
>. = List. Ist hingegen diese Summe größer als eins, so ist die Darstellung 
k 


sicher reduzibel. Wir erhalten also das Kriterium 


N3g>N reduzibel 
- k 
> u” =2% x) = . (39) 


Peii 7 N irreduzibel | 


Beispiele: 
1. Die Gruppe D, <> 8, (N = 6). 


Für die Darstellungen (33) liefert Gl. (39) 


st: % h,|x.|?=1-9+2-0+3-.1=12>6, also reduzibel, 
r 


27: 2 hg, =1-4+2-143:.0=86, also irreduzibel. 
r 
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Weil diese Gruppe gerade drei Klassen besitzt, hat sie nur drei inäquivalente, irreduzible 
Darstellungen. Zusammen mit den eindimensionalen Darstellungen (S. 409) lautet daher das 
irreduzible Charakterensystem von D, (oder S,) 


6 &, ß, 
Dis) 3 8 
ıT, Gele (40) 
ır, 1 EL 
ee 


Für die reduzible Darstellung 37’ [Gl. (33)] liefert die Beziehung (38) 


1=0, 9 =L 9-1. 


Die Summen der Charaktere von IT’, und ?2T', ergeben gerade die Charaktere von ?T'. Die 
Matrizen (19) zeigen explizit die Reduzibilität von ®!.. 


2 Die Termaufspaltung bei Symmetrieverminderung 


In 3.6 $ 7d wurde die Aufspaltung eines Energieterms durch eine symmetrievermindernde 
Störung besprochen. Liegt ursprünglich z. B. für ein Atom in einem Kristallfeld ein 
HAMILToON-Operator der Punktsymmetrie D, vor, so erfolgt durch Anlegen eines homogenen 
Magnetfeldes in Richtung der dreizähligen Achse eine Symmetrieverminderung auf C‘,. Die 
dadurch bedingte Termaufspaltung (ZEEMAN-Effekt) läßt sich gruppentheoretisch sofort 
angeben. Wir müssen dazu die irreduziblen Darstellungen von D, als Darstellungen der 
Gruppe O', lesen (vgl. Fig. 72, S. 249). Weil die Symmetrieelemente c, d, fin C', nicht vor- 
kommen, ist die letzte Spalte in (40) wegzulassen und wir erhalten 


| e a b 


RE Daues Ste | 
DSG aRnSlt 3. 1 
7.3.10. 212051 


Diese Darstellungen von C', sind auszureduzieren. Die irreduziblen Darstellungen y, von 
C, lauten nach Gl. (30) 


C, | ea b| 
ae a: De 
1, a g2 ezril3, 
1 & € 
Wir erhalten 
Toy no, DT, 1% 4 WW (41) 


d. h., alle Energieterme, die sich in D, nach !I', oder !I', transformieren, spalten nicht auf, 
(es entstehen Zustände, die sich im Magnetfeld nach !y, transformieren. Die zweifachen 
Energieterme ?]’, hingegen spalten im Magnetfeld in zwei einfache Terme auf, deren Eigen- 
vektoren sich dann nach !y, und !y, transformieren (vgl. Fig. 73, S. 249). 
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$ 6. Die Produktdarstellung 


Von einer Gruppe ® betrachten wir zwei Darstellungen D,(g) = (D4'*(g)) 
und D,(g) = (D3”(g)) der Dimensionen t, und t,. Die Vektoren |w*) und |v”) 
der zugehörigen Darstellungsräume u} und uf, transformieren sich also nach den 
Gleichungen 


tı 
u — | 2! (g) uw) = 2 |“) Di’ (9) 
wW= 
1, 


Ir |) = 2. > D’(g)- 


vo 


Nun bilden wir den Produktraum (Kap. 2.4) 
w=1,xX4u; (42) 
für dessen Vektoren |w* v”) = |w#y |v”) dann mit 2(g) = 2'(g) x 22 (g) gilt 
|dO9) Hd) = | 2 (uw |2’(gv) 
3 ed Dar), 


oder [vgl. Gl. (2.4-19)] 


29 vn) = 3 |wv”)(D,() x D,) |, (43) 


us’ 


d.h., die Produktvektoren werden durch die Produktmatrizen D, (9) X D,(g) trans- 
formiert. Man verifiziert leicht, daß diese Produktmatrizen wieder eine Darstel- 
lung der Gruppe & bilden. Diese Produktdarstellung von ® bezeichnet man mit 


[r-nxn] (44) 


Sie hat die Dimension t = tjt,. Weil 


> (D,() x D,(g))”” => Di*(g) 3 DE (9) (45) 


uv 


gilt, sind die Charaktere der Produktdarstellung I‘ x /, gleich dem Produkt der 
Charaktere von I‘, und /, 


Xrıxr,(N) = Xr,W)Xr.9) |- (46) 


Eine Produktdarstellung IX’, kann reduzibel sein, auch wenn J\ und J/y% 
irreduzible Darstellungen sind. 
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Beispiel: 
D; 83 | &, 6, &, | 
SAT, |.T ı ıl=1ı7 an 
U 6 ee | =, ’ 
TER N I 8 | ep 


Ihre physikalische Anwendung findet die Produktdarstellung bei System- 
zusammensetzungen (3.6 $ 7c) und bei der Aufstellung von Auswahlregeln (3.6 8 8). 


87. Die Darstellungen der Drehgruppe 


Ohne auf die mathematischen Probleme der Darstellungen kontinuierlicher 
Gruppen einzugehen, seien noch kurz die Darstellungen der dreidimensionalen 
Drehgruppe O(3) wegen ihrer großen physikalischen Bedeutung erwähnt. 


Wir gehen dazu von den Ergebnissen 4.3 $ ld aus. Man kann zeigen, daß die 
durch die Gl. (4.3-37) definierten Drehmatrizen 


RFM(e,o) = (uf | Re) u, (48) 


die zu einer Drehung x um eine Richtung e gehören, Darstellungsmatrizen R, 
einer (2J + 1)-dimensionalen, irreduziblen Darstellung I‘; von O(3) sind. Setzt 


man 


1 3 


J=0,5; hg... (49) 


so erhält man damit (bis auf Äquivalenz) sämtliche irreduzible Darstellungen 
von O0(3). 


Alle räumlichen Drehungen um einen festen Winkel &, aber beliebiger Dreh- 
achse e, liegen in einer Klasse &(«) von O(3).1) Da das Charakterensystem 


-J 
z(0)= 3 R" (eo) (50) 
M=J 
eine Klassenfunktion ist ($ 5), genügt es, zu seiner Bestimmung die Drehungen & 


um eine spezielle Achse zu betrachten. Als diese wählen wir die z-Achse und 
erhalten aus Gl. (48), weil die [u > Eigenvektoren von , sind, 


i 
Fr ER SE 2 EN ee ae (51) 


1) Es gibt also unendlich viele Klassen und deshalb auch unendlich viele, irreduzible 
Darstellungen (49) von O(3). 


416 5. Anhang [5.4 $ 7] 


und damit für das Charakterensystem der Darstellung I‘; von O(3) 


sin(2J +1) I 


(52) 


0% 
sın — 


2 


Bei Vermehrung des Winkels x um 2. erhält man bei halbzahligem J nicht wieder x(a), 
sondern — x(&), 
x(a +2r = —x,(a) (J = halbzahlig). (53) 


Die halbzahligen Darstellungen sind also keine eindeutige Funktion des Drehwinkels. Diese 
zweideutigen Darstellungen von O(3) haben die Eigenschaft, daß das Produkt zweier Dar- 
stellungsmatrizen R,(g,) und R,(g;) (zu irgendwelchen Drehungen g, und 9,) nicht immer 
+ R;(93 9,) ist, sondern auch — R,(g, 9,) sein kann, 


R,(9) R,(g1) = + R,(g: 9) (J = halbzahlig). (54) 


Im Sinne von Gl. (16) handelt es sich dabei also um gar keine eigentlichen Darstellungen 
von O(3). Andererseits sind aber nach Gl. (3.6-8) Darstellungen mit der Eigenschaft (54) im 
Bahmen der Quantentheorie durchaus sinnvoll und, wie das vorliegende Beispiel zeigt, auch 
notwendig: R, (J = %) beschreibt das Transformationsverhalten der Spineigenvektoren 
bei Drehungen im Raum (vgl. Aufg. 103). 


Die Produktdarstellung 
7,847 
der Gruppe O(3) hat nach Gl. (46) das Charakterensystem 
Jı ie Js £ 
X3,x3,(%) se 3 er iMıe = e Mrs r 
Mı=Jı Mı=J; 
Diese Doppelsumme kann man umordnen in 
-(Jırd),) “ —-(JıtJ:-1) E -Wı-J3l z 
KH (&) Ed >» eiMa En eiMs A eiY« 
M=Jı4J, M=Jıth-1 M=\-J.] 
= Yan) + Krane) + n- (> 


d. h., die Produktdarstellung von O (3) enthält die irreduziblen Darstellungen 


T,XxT,=lTy4, + Tsas-ı +" Tin-rı |: (55) 


Diese CLEBSCH-GORDAN-Beziehung hat eine große quantentheoretische Bedeu- 
tung: Sie stellt einerseits das Additionsgesetz von Drehimpulsen dar (vgl. 3.68 7c 
und 4.3 87) und führt andererseits auf Auswahlregeln bei kugelsymmetrischen 
Problemen (3.6 $ 8). 


Lösungen der Aufgaben!) 


1, S. 34: Bildet man von Sn — eineFunktionderg,,...; d» ...,t — dietotale zeitliche 


i 
Ableitung, so erhält man für g,(t) das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung 
21.0 %L . &2L öl 
Be ar 
LETZT a 
; j 
2, 8. 34: =tp-+tp = mi? — rgrad V. Die Größe r$ = —rgrad V bezeich- 
net man als Virial. Ist V (rt) homogen vom Grad a, d.h. V (Ar) = A%V (r), dann gilt 
rgrad V = «V (EULER). Damit ergibt sich 


el =2T —-oaV (T = kinetische Energie). 


Beispiele: Oszillatorpotential V = = mar, &=2, 


a=-—1. 


CouvLome»-Potential V = an A 


3, 8. 34: Aus 2(q, ..., t) folgt 
da 8. 80 


w 


aut 
i 


Verwendet man eine solche Form als LaarAngz-Funktion L(g,, ..., 9» --.> 2), 80 
ergibt sich 
oL 82 d &L 29; 82.0 oL 


a ui Zi Ta 
k 


Die LAgrAngeEschen Gleichungen sind also identisch erfüllt.2) 


Dieses Ergebnis kann man auch direkt aus dem Wirkungsprinzip ersehen, wenn 
pı 


man bedenkt, daß die Variation ö ; = dt = 8Q(.P!) — 8Q2( PP) an den festen End- 
pP 


punkten verschwindet. 


Eine Anwendung dieses Sachverhaltes findet sich in 1.2 83. 


1) Die mit einem Stern bezeichneten Aufgaben sind etwas schwieriger als die anderen, so 


daß bei ihnen die Zuhilfenahme der Lösungen angemessen ist. 


2) Hängt die Funktion Q auch von den Geschwindigkeiten 9, ab, so tretenin L = dA/dt 


die Beschleunigungen 9; auf, was in 1.2 $ 1 nicht vorgesehen ist. Erweitert man die Varia- 
tionsrechnung auf L (9, ---» 91 +++» Q1s --, £), so erhält man modifizierte EULER-LAGRANGE- 
Gleichungen. Im Spezialfall ZL = dA(9,, ---» 91 -.., t)/di sind diese wieder identisch erfüllt 
(vgl. dazu auch Aufg. 23). 


Fick, Quantentheorie 
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4, 


6, 


Lösungen der Aufgaben 
S. 37: Aus der Lösung für ein freies Teilchen 
Wr +he-m, ie u 
folgt 
rm -3e-2(0) 0 
und hieraus nach Gl. (1.2-19) die Wirkungsfunktion 
Wegen B= (4) lautet Gl. (1.2-24) 
pl, 0, E) = VemE ar» 


und Gl. (1.2-25) führt auf die charakteristische Funktion 
Wit, 2, E) = VYemE|u v0). 


Die Flächen W(t) = y? mE |t — ı°| = const sind Kugeln um r®. Die Ausbreitungs- 
geschwindigkeit von S auf der Kugelnormalen beträgt vs = vp/2. 


S. 41: Eine Dehnung wird durch 2; — x; = az, beschrieben. Für eine infinitesimale 
Dehnung ist a=1+ da, d.h. 


dx, = x,ba (ba = const), ba, =zda, db=(0. 


Die Bedingungsgleichung (1.2--40) für dieInvarianz der LAGRANGE-Funktion (dQ = 0) 
gegen Dehnung ergibt 


öl eL. 
Sat) =: (a) 
Nach Gl. (1.2-41) hätte eine solche Invarianz die Erhaltung von 
= x; = pr = const (b) 


zur Folge. Die LaaRAnGe-Funktion (1.2-16) eines Teilchens erfüllt jedoch Gl. (a) 
nicht. 


m 


8.45: AsL= 3 


i? — V (1) folgt p = mi, so daß man als HamıLron-Funktion 


p? 
Hit, p) 2 Im +7) 


erhält. Die Hamırroxschen Gleichungen führen auf 


N I r * 
i=—P p=-—-gradV, H=0. 
Die HamıLton-JacoBische Gleichung lautet 


88 1 
Er 3, (grad 8)? +V/W)=®. 


1) In diesem Spezialfall besteht keine t-Abhängigkeit. 
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7, 8. 45: Unter Verwendung von Gl. (1.2-62, 63 u. 66) folgt 


(bo»2}= 0, (is %} = —Lp („?}=0, 
{»P}=0 {1} = —Py..., {op} = 0, 
2-0, ee. {u P}=0. 


a 2 
8, 8. 45: = {H,1l,} = BE e u + {V, 1}. Nach Aufg. 7 verschwindet die erste 
Poısson-Klammer. Für die zweite findet man mittels Gl. (1.2-65) 


; 8V 8V 
= 2,{V, ps} — %{V, p} = at re — (txgrad V), 
= (tx), =M, (Drehimpulssatz). 
9, 8.45: Wegen 0={H, FR) +( 2), 


0-74 (2), 


erhält man aus der Poissoxschen Identität (1.2-64), wenn man F, = H setzt, 


CB Ea U JRE NEST 2. SEX 


oder 
ö d{F,, F,} 
(rm) Heer =0. 
1 
10, 8.49: {vn v3} = mE Ir, = z A, Pr — 14, 
= (Au Po) — 9 A) 
BER 8A, es =) 
mc (m dr. 
Er 
-- IB... 


11, S.49: Wegen grad W=p=mt Sa I Ak) hat t i.allg. nicht die Richtung 


von grad W. 
*12, S. 56: In 
er 5 few i) as = im i s ( e(t,t + At) dr — [ew t) = 
140) P(i+ät) vo 
fügen wir zum zweiten Integral N e(t; t) d®x hinzu, subtrahieren es vom ersten 


Vie + At) 
und erhalten 


fe dx + Em En e(t, t) ddr. 
140) & 
27% 
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Im zweiten Teil ist dabei über das Volumen AV = V(t + At) — V((t) zu integrieren, 
das im Zeitelement At durch die Bewegung der Materie hinzukommt. Wird dabei ein 
Flächenelement dfum 3 verschoben ‚so ist das entstehende Volumelement $V = df 83. 


Daher ist o u =o a df= oo» dfund aus dem zweiten Integral wird 


At 
f oevpdf. 
Fit) 
so daß man mit Hilfe des Gaussschen Satzes erhält 


Durch Anwendung auf ein infinitesimales Volumelement folgt die Kontinuitätsglei- 
chung (1.3-19). 


13, 8.58: 


%,_A, n/a —V, 


n % Yio-—V,' 
[Vgl. dazu die Grenzbedingung (1.4-13).] 


i 


14, S. 63: Multipliziert man Gl. (1.3-38) mit —y* und die dazu konjugiert-komplexe 


h 


—y, so erhält man eine Beziehung, die sich in der Form 


Gleichung mit — a 


do en 
a reri-t 


schreiben läßt, wobei sich für o und i die in Gl. (1.4-11) gegebenen Ausdrücke erge- 
ben. Führt man in diesen die durch die Gln. (1.3-40 u. 1.3-41) gegebene Phasen-Eich- 
Transformation der Feldgrößen X, p und y ein, so ersieht man sofort die Invarianz 
von Ladung und Strom, 


*15, 8. 68: Die zeitliche Veränderung des Feldimpulses ist nach Gl. (1.4-28) gegeben durch 


RL rd * grad OP as 
R -/( rn grad y + y* grad 5) ee 


Der Integrand läßt sich vermöge der SchrönDingerschen Feldgleichung umformen. 
Dazu multiplizieren wir Gl. (1.4-2) mitgrad y*, Gl. (1.4-2*) mit grad y und erhalten 
nach Addition 


h (öy «_ p* 
= E grad y* — u; grad r) 
2 
= — n. (Ay - grad y* + Ay*. grady) + Vygrady* + Vy* grady. (a) 


Das Integral über die linke Seite dieser Gleichung führt auf $, wenn man berücksich- 
tigt, daß 


Oy Oy ° 
= grad y* + y*grad ae grad er vw) 


16, 


17, 
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gilt und das Integral über den Gradientenin ein Oberflächenintegral verwandelt wer- 
den kann, das im Unendlichen verschwindet. Der erste Teil der rechten Seite von 
Gl. (a) liefert keinen Beitrag, weil er als Divergenz geschrieben werden kann, 


29T a SE a et a 
Ay dx, Ken , I x, Om; + Or, Om. dir 20m 8%, |)" 
Berücksichtigen wir schließlich 
grad(V yy*) = grad V - yy* + V grady- y* + Vygrady*, 
so erhalten wir wegen fi grad(V yy*) dr = $ Vyy* df = 0, daß die Veränderung 


des gesamten Feldimpulses 


= — [y* grad V-yd’x 
durch das Integral über die auf das Feld wirkende Kraftdichte gegeben ist. 


Durch eine entsprechende Rechnung findet man für die zeitliche Veränderung des 
gesamten Felddrehimpulses (1.4-31) 


r e> R öy* ” ) 
ru -— [tx (Gr grad y + y grad ar der 


den Drehimpulssatz (1.4-32). 


Wegen 
h % 
x-V=  Sıxw* grad y + y grad y*) dx = — Jıxgrad (y*y) d’x 


__5 * 3 _®B * DER: 
RT Sroty yı) die = Pv yıxdi=d 


ist der Felddrehimpuls & ein reeller Vektor. 


S. 73: Das Feld y(t, ti) = (A, elf! + A_ erilt) erief, das z. B. bei einer Reflexion 
an einer Potentialschwelle entsteht (vgl. Aufg. 20), hat nach Gl. (1.4-5 u. 19) die 
zeitlich konstanten Dichten 

e=C [4] +|4-?+2|4; A_| cos (2ft +04 — «_)] 

w= AholA+|? + |A-|? — 2 |4+ A_| cos (2ft+o, —a-)] (A; = |A;| d*). 
Sie sind keineswegs die Summe der Dichten der einzelnen Wellen, es treten vielmehr 


ortsabhängige Interferenzterme auf. Die Ströme hingegen setzen sich (vektoriell) addi- 
tiv aus den Einzelströmen zusammen 


> 0%: (|4+ |? — |4-]%) = i+ + i_, und analog 8 = 3,-+ 8_. 


Ein Interferenzterm ist hier nicht möglich, weil die Kontinuitätsgleichungen div i 
= div3 = 0 einen ortsunabhängigen Strom erfordern. 


S. 73: Schreibt man den LartAace-Operator A in Kugelkoordinaten (r,d, 9), so 
nimmt die Schwingungsgleichung Au + k?u = 0 die Gestalt 


1 8 /,0u 1.8 ou 1 u 
Fa Pr ee a Sl ee OU WE 
dr (r er) ns 5 (ein 035) + zaaang age + er j 
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an. Der Produktansatz u = R(r) 0(#) @(p) führt auf die gewöhnlichen Differential- 


gleichungen 
2 
1 dr RR) (1 [AU + Yr 0 


r dr? 


a J 14 (kr) 
mit R= j,(kr) = Vr = sphärische BEssEL-Funktionen, 
r 
1 d/. „40 m? 
(in 0) + [0 +9 - ]0 = 0 


sind dd 
mit 6 = P}'(d) = zugeordnete LEGENDRESsche Funktionen (vgl. S. 302), und 
+md=0 


mit d = etimp, 
Eindeutigkeit und Regularität von ® und 9 erfordern, daß m und ! ganze Zahlen 
mit |m| < ! sind. Den winkelabhängigen Anteil 6 ® nennt man Kugelflächenfunk- 


tionen ?7'‘(#, 8) [vgl. 4.3-8 2]. 


18, S. 81: Die Eigenwertgleichung 
_ RR deu; 
2m de? 


hat für x + 0 die Lösungen 


- Fl) u = Eur 


Urla) = Ce + O,e“, 


“= V = er (E < 0 für gebundene Zustände) 


setzt. Damit für x — + oo die Lösung nicht divergiert, muß man fürxe>0 0, =0 
und füre<0 C,= 0 wählen. Also 


() Ge” für z>0, 
Urt) = 
= Get® für 2 <0. 


wenn man 


Aus den Grenzbedingungen (1.4-15) 


w(-0)=u(+0 und (G2),- (Ge), Pl) 


folgt (, =0(,=C undx = Be v, d.h., es liegt ein gebundener Zustand mit der 


Energie 
mV: 
en 2h? 
vor. Aus der Normierungsbedingung 
‘. je 


iR |%2(&) |? de ge 


folgt = V»- Damit lautet die normierte Eigenfunktion des gebundenen Zustands 


une) = Varel, 


19, 


20, 
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S. 81: In den kräftefreien Gebieten x + 0, a lauten die normierbaren Energieeigen- 
funktionen 


A,e* für <0O 
ur(z) = Ayo” + Be“ für0O<re <a 
B,e”* für 2>0 
mit 
 2mE 


a m (E < 0 für gebundene Zustände). 


Die Grenzbedingungen (1.4-15) an den Stellen x = 0 und a ergeben die Gleichungen 


A, — 4, —B, =(, 
(-z+9)4, +x#4; — xB, =0 Im 2) 
au e* A, + e“B, Pr =@B, —0 (v u 2 


— xe# A, +xe"B+(-x +p)e“B,=0 


die nur dann eine von Null verschiedene Lösung besitzen, falls die Determinante ihrer 
Koeffizienten verschwindet 


1 —1 —1 0 
—x+9 * _H. 0 | 
era era —e-x*a I 0. 
i 
0 net ve (a4) 


Die Ausrechnung führt auf die Gleichung 
2% 
ee 
die die möglichen Energieeigenwerte Z bestimmt. Für a — oo existiert nur ein Topf, 
wir erhalten mit 9 = 2x wieder das Ergebnis von Aufg. 18. Für endlichen Abstand a 


p 


R 2 
hingegen existieren zwei Energieterme Z, und E_, falls V > a ist. Die zu Ey 


und Z_ gehörigen Eigenfunktionen z,,(x) und u,_(x) sind bezüglich des Mittel- 
2mV? 


punkts x = a/2 gerade bzw. ungerade. Füra — 0 wirdp = x, dieEnergieZ = — ne 


ist die eines Topfes mit der Stärke 2 v. 


S. 81: Die SCHRÖDINGER-Gleichung 
h2 r N 
— 5 Mur + V 3) = Eur (2) (20 
hat für nichtgebundene Zustände (Z > 0) die Lösung 
A,ckz + A,eikz für x<0 


Ayelkz für 2>0 


ur(%) = | 


mit 
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21, 
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Dabei ist die Ausstrahlungsbedingung (1.5-47) berücksichtigt, d. h., für x > 0 soll 
keine Welle einfallen. Die Grenzbedingungen (1.4-15) liefern 


4.+4,= 4, 
Ed =) -W iM. 


Hieraus folgt für die Amplitude der reflektierten Welle 


1. 
4,= A, — 
i 2 } —1 
mV 
und für die der durchgehenden Welle 
.h:k 
md 
m 
4,=4+ 4. = A he 
1— —1 
mV 


Für das Reflexionsvermögen ergibt sich damit 
1A, 1 


R= le us 
2 

A I: + 
mV 


und für die Durchlässigkeit 


Hieraus ersieht man, daß 
R+D=1 


gilt. Diese Beziehung ist eine unmittelbare Folge der Materieerhaltung. Für den 
Strom des Materiefeldes %,(x) ergibt sich nämlich (vgl. Aufg. 16) 


co (14.® - 14,1 für z<<0 
iz) = A 
c2 ja, für 2>0. 
m 


Weilaber an der Potentialschwelle keine Materie verschwindet, muß | A, |? — |4,|?= 
| 4,1? sein. 


S. 86: Das Materiefeld y(r, t) läßt sich als Linearkombination der Eigenfunktionen 
%,(t) von Gl. (1.5-69) darstellen [vgl. Gl. (1.5-10b)] 


Ay 
y(r,t) = T csu.(t)e %_ da. (a) 


a 


Die Amplituden c, bestimmen sich aus der gegebenen Anfangsverteilung 


0) = Loru.(ı) da, 


a 


22, 
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indem man mit ws (t) multipliziert und über den Ortsraum integriert. Berücksichtigt 
man auf der rechten Seite die Orthonormierung (1.5-70), so erhält man 


= J: y(t, 0) us (rt) dir. (b) 


Setzt man dieses Ergebnis in (a) ein, so folgt 


yet) = z vs) plr, ® ddr’ , 

mit (c) 
Sind also die Eigenfunktionen v,(t) alle bekannt, so läßt sich ausihnen die Funktion 
U(t,r’;t) bestimmen. Diese erlaubt dann die Berechnung des Feldes y(r,2), wenn 
% (t, 0) bekannt ist. Ein Beispiel hierfür ist die in 1.5 $3 behandelte kräftefreie Be- 
wegung eines Materiefeldes. 

Ist die Anfangsverteilung y(r’, 0) insbesondere eine Eigenfunktion %, (t’), so liefert 
in Gl. (c) das Integral über r’ gerade (a, a,), und man erhält die stationäre Lösung 


a 
vd) =Wlt)e RB”, 
d.h. GL (1.59). 


8.89: Entwickelt man das Feld entsprechend Gl. (1.5-75) nach irgendeinem voll- 
ständigen Orthogonalsystem v.(t), so erhält man aus Gl. (1.4-22) für den Schwerpunkt 
des SCHRÖDINGER-Feldes 


Re) — % Irwck [9) Cpr (t) dk dk’ 
mit e% (a) 
1 
tr = gr JR) wordt) die, 
und aus Gl. (1.4-31) für den Gesamtdrehimpuls des SCHRÖDINGER-Feldes 


28 = Llr eilt) ori) dr dk 
kk' 


mit (b) 
lee = 2 f vr (rt) rxgrad v%(t) die. 
Für eine Entwicklung nach ebenen Wellen v, — u = (2r)-3R eift wird daher 
1 ir. 
= ———— e-Hr 85, 
ig am r.d’z 


Bildet man von der FouRIErR-Darstellung der ö-Funktion [Gl. (5.1-25)], 


st’ —d= an fere-H: a, 


den Gradienten nach f’, 


grade St — = a J "Dr din, 
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so ergibt sich 
Ip = heradr sır—Nn. (c) 
Damit lautet die Entwicklung des Feldschwerpunktes nach ebenen Wellen 
Ri) = 2 SS grad: 5 — D) c*lt, 1) c(#, t) der dar’ 


Ru) = — = [el 9 gradı ct, ) der (a) 


wenn man Gl. (5.1-29) berücksichtigt. 


Entsprechend findet man für 


h 5: ip [2 ier- „ 
Ip = end eiftrxgrad, el’tdir = ae DEexP)d’e 
oder 
In =  gradp Sf — Dar. (e) 


Für den Felddrehimpuls ergibt sich daher die Entwicklung nach ebenen Wellen 


Kt) = = S e*tt, t) gradı et, Yxtdr |. ) 


*23, S. 102: Betrachtet man denselben Raum-Zeit-Punkt in zwei Inertialsystemen Z und 
2’, die durch eine GALıLEI-Transformation der Geschwindigkeit v auseinander her- 
vorgehen, so wird er 


in Z durch die Koordinaten x, t und 
in &’ durch die Koordinaten -# = x + vt,t 


beschrieben. Die Materiefeldfunktion laute 
in 2 y(z,t) undin 2’ y’(«’, t) 


und genüge in beiden Systemen der kräftefreien ScHRÖDINGERschen Materiefeldglei- 
chung 

’ PT] 
Sr (8). und au AR (a’) 
Damit diese Forminvarianz der Feldgleichung gewährleistet ist, muß ein Zusammen- 
hang zwischen y und y’ bestehen, den wir in der Gestalt 


wi, = EN le — o,t) ha 


ansetzen. Für die unbekannte Funktion f(x’, t) ergibt sich durch Einsetzen von (b) 
in (a’) und Berücksichtigung von (a) 


Pa BR. A Ar A WEBER) Ri l_ 
2 it me) tl mtr. 
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Damit ffür alle Werte von y dieselbe Funktion ist, müssen diegeschweiften Klammern 
verschwinden. Die zweite ergibt 


fa) = + Pl). 


2 
Eingesetzt in die erste findet man p(t) = — SE t. Also 
y mv , mv 
aHd=- Tri Zt. (e) 


Weil sich f reell ergibt, ist die Transformation (b) eine Phasentransformation. Die 
Materiedichte e ist also invariant gegen eine GAuILEI-Transformation. 


Die durch Gl. (1.7-31) definierte infinitesimale Feldänderung dy bei einer infinite- 
simalen GALILEI-Transformation dx = tbv (dv = const), erhalten wir durch Ent- 
wicklung von (b) und (c) nach dv 


‚ (2 A i 'ü ° rZ 
v(a’,t) = vie’, t) + (7 me 127) vet) dv 
oder 


dy(z’,t) = (+ ma’ —i -;) yo. (d) 


Setzt man dx und dy in die Symmetriebedingung (1.7-33) ein, so ergibt sich aus der 
LAGRANGE-Funktion (1.7-24) mit V = 0 für die ersten vier Terme 
Rn ,. Oy* u) A R2 08 (Op öy* h(,ü % a) 
Kogtgaen It meet (gr EN a 1? 
Unter Verwendung der Feldgleichung läßt sich dieser Ausdruck in der Tat als 
Summe einer örtlichen und einer zeitlichen Ableitung schreiben, wie es die Symme- 
triebedingung (1.7-33) erfordert. Man findet 


Bi h? Op Oy* ki RR h 
2. - (Mi zrvv*) Do, 


u hy „ 
d2 = SFR ti 3x Yv dv. 
[Daß die Funktionen 2 auch Ableitungen der Feldfunktionen enthalten können, 
wird durch die Fußnote ?) auf S. 417 — ausgedehnt auf das mehrdimensionale Varia- 
tionsproblem — gerechtfertigt. ] 


Die Gl. (1.7-35) ergibt die Erhaltungsgröße 
h Oy 
* 3 Be * = 
m[ y xy d’r lv 3, Ir const. 


Dieses Ergebnis läßt sich auf alle Raumrichtungen erweitern. Man erhält mit der 
Definition (1.4-22) den Schwerpunktsatz 

RU) — en = const = R(0) (e) 
für ein kräftefreies Feld. Da diese Beziehung — ebenso wie Gl. (1.2-45c) in der Punkt- 


mechanik — aus der Invarianz gegen GALILEI-Transformation folgt, ist es sinnvoll, 
den Ausdruck (1.4-22) als Feldschwerpunkt zu interpretieren. 
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24, S. 105: Der gesamte Feldimpuls ist nach Gl. (1.7-17) 


Pelya,]= [pde=— [movie  (=1,2,3) 


ein Funktional von y; und n,. Für die Funktionalableitungen nach z, und y; ergibt 
Gl. (5.2-14 u. 15) 


öP, _ 09% 
dm, own 
und 
ÖPx _ 09, 
dp, % 89; y; RB 
Es gilt also 
RP öP 
rad el ih und rad rn, = —, 
g Y; dn, g j &y, 


in Analogie zu Gl. (1.7-78). 


25, 8. 109: Aus den Gleichungen (1.7-94) u. (5.2-13) folgt 


A)» vie) = an = gr it rt N). 


Für das SCHRÖDINGER-Feld ist h(t) durch Gl. ae gegeben, so daß man erhält 
Ad,ye}=-z U) vd) +gar "grad vie) grad St — Tr). 
Die Ortsintegration liefert 
’ erg: e 2 2 h ’ 
Aye))= 5, Pu) - 3; Av). 


Dieser Ausdruck ist nach GI. (1.7-100,) die Zeitableitung 9, so daß wieder die 
SCHRÖDINGERsche Materiefeldgleichung resultiert. 


*26, S. 109: Für ein Funktional F[y;, z;], das auch noch explizit — d.h. bei festgehalte- 


nem %,, 7; — von rt abhängen kann, ergibt sich nach der Kettenregel für den gesam- 
ten räumlichen Gradienten, wenn man die Ergebnisse der Aufg. 24 berücksichtigt, 


öF öF 
=; — 7 En 8. 
grad F > > grad y, + 5, grad z,) döx + (grad F)ox 
; 


jr 2 (m; her 7 = =) dx + (grad F)en, 
3 


gredF = — {B, F} + (grad F)ex |. (a) 


Dieses Ergebnis läßt sich mit der Beziehung (1.7-99) in vierdimensionaler Schreib- 
weise vereinen, wenn man den integralen Viererimpuls [vgl. Gl. (1.7-15)] 


oder nach GI. (1.7-92) 


ei i _4t 3. 
Pu= (Pa) = 7, [Om de 
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benutzt, 


Identifiziert man in Gl. (a) die Größe F mit y, bzw. r,, so erhält man 
gady= — {P,y} und grad, = — {P, 73}; (e) 
das räumliche Analogon zu Gl. (1.7-100). y 


Für eine integrale Feldgröße F, die durch örtliche Integration (über eine Dichte 
entsteht, ist natürlich grad F = 0, d.h., es gilt dann 


0= — {B, F} + (grad F)er- (d) 


Setzt man insbesondere für F eine Komponente X; (ß = 1, 2, 3) des Feldschwerpunk- 
tes [Gl. (1.4-22)] ein und berücksichtigt man, daß für die Komponenten von 
(grad X,)ex gilt 


0X 1/3 1 
ß m 
| iR —E (& Iv Ki; de), we; Jv*r Br. d,5 = dp» 


027 Ö%, 
Pas Xp} — du8 . (e) 


Zwischen den Komponenten des Feldimpulses und des Feldschwerpunktes gelten 
also dieselben Poısson-Klammer-Relationen wie zwischen Impuls und Ort der Teil- 
chenmechanik. 


so folgt aus (d) 


27, S. 112: Die Parallelität zweier Vektoren |x> und |p} bedeutet |yx> = c |p>-. Da 
Ix> und |p> Einheitsvektoren sein sollen, gilt 


en 1=<|9 = <ep | cp = le | = lel?, 
er c=eir (y = reell). 


Das Skalarprodukt zweier paralleler Einheitsvektoren des unitären Raumes ist daher 


@lm=er. 
[Im Reellen ist nur y = 0 oder (parallel oder antiparallel) möglich.] 


28, S. 119: a) ld=+m+in|u + iv) 
- Zul ide) +11) 
= 0, | +ico od in I? + lan). 


Wegen «v, | vy> = d;, ergibt sich <p | pP) = 1. Zu diesem Ergebnis führt natürlich 
auch Gl. (2.1-81): <p | = > (1-1+i*i) = 1. Durch eine analoge Rechnung 


findet man «x |? =1und | = u (1-1+1i*(-i)) = 0, d.h. die Vektoren 
|p> und |x> sind orthonormiert. 


430 Lösungen der Aufgaben 


b 
b) lo = [fer <or | vw) eik’ akar. 
Wegen <%, | vy> = d(k — k’) ergibt sich 
b So 
@lo= [dik=b-a, Ipll=yb —a 


ale=b-a IxlI=Vb-a. 


Für das Skalarprodukt <p | x> erhält man 


und analog 


b 
lo = [fer con | ur) ei’ dk dw 
a 


- 1 
= f e* dk = te — ela), 
a 


|p> und |x> sind orthogonal, falls b — a = 2rn (n ganz) ist. 


29, 8. 124: Wegen Gl. (2.2-7,) folgt aus [4, £] = © 
[4, £"] = [4, 2] 2 + LH, 2] = [4,212 
= [4,2] Pr =... = [ML] = 0. 
Mit Gl. (2. 75) ergibt sich damit auch für eine Potenzreihe .7(£) 
[4 FL)] = 0. 


*30, 8.124: Wir entwickeln den Operator .Z(a) = er? 4e Fin eine Tavyzor-Reihe 
nach Potenzen des Parameters & 


oo 


1 (de? 
= Sa (ee 


Zur Berechnung der Differentialquotienten berücksichtigen wir, daß aus Gl. (2.2-11a) 
dsf dB 


d 
(A A) =; + 


q (Reihenfolge!) 


und aus Gl. (2.2-10) 


Aut _ get et 
da 
1) Man beachte aber, daß z. B. 
$ (e°7+PA) + em hr rmrh 


ist, wenn [%, =] # ©. Man sieht dies sofort, wenn man die Exponentialfunktion bis zum 
quadratischen Glied entwickelt. — Für [4 =] = 3 [vgl. Gl. (3.2-10)] folgt etwa aus 
Gl. (2.2-16) 
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folgt. Wir erhalten 


= Fest -ert Lt ets mNeL, 
d? d af uf af -aL 
3’. [L,.4)e?°) = e? [ 4, [£, 4) e*%, 


usw. Damit ist 


oo 


Fo6)=% 218, Alma". 


n=0 


Setzt man « = 1, so folgt die zu beweisende Beziehung. 


*31, S. 125: Wirsetzen F(&) = e+4) und erhalten aus Gl. (2.2-15) und den gemach- 
ten Voraussetzungen 


FLFN=-LH+alAl:L] 
oder 
FL=-LFIF -alL, MS. 


Andererseits ergibt sich bei Differentiation von Z nach « 


E- FILM =-LFHFM-aL, MI. 


Diese Gleichung besitzt das Integral 


1 E) 
- ZaaL,M 
Fo) = er eK a ° 2 


was man durch Differentiation sofort verifiziert, wenn man die getroffenen Vor- 
aussetzungen berücksichtigt (vgl. Aufg. 29). Für « = 1 resultiert die gesuchte Re- 
lation (2.2-16). 


32, 8.128: <% 1 u) = Kor] vo) = dk, k'). 
33, 8.128: Schiebt man zwischen £ und .# die Zerlegung des Einheitsoperators 


[G1. (2.2-20] ein, so erhält man 


(% | LAD = ’ (vr | R7 Vprr > KO | AM var) dk” 
kr 


= YL(k,k”) M(k”,%') de”. 
Kr 


34, 8.128: Setzen wir in Gl. (2.2-26) für 
1 


Vor 


v(z,k) = 


eikz (-o<k<+m, -w<z<+om), 
so erhalten wir 
+00 
Lie’, 2) =5- [f e"@t9) Lu, b) Aw ak. 


a) Für 
L(k’,k) = A(k’) $(k’ — k) 
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folgt 
1 R 
L(2', x) = u A(k) eike-)dx, 


b) Für 
d 
K,k)=— S(k’ — 
Lk, k)= 7 dk — K) 
gibt nach Gl. (5.1-29) die Integration über k’ 


»_r +0 
N EEE 5 fee» dk = — ie’ Se’ — 2). 


35, S. 128: Setzt man an Stelle von Gl. (2.2-28a) die Matrixelemente 
Loro(k', k) = Ays(k’) 8(k’ — k) + Bar(k’) 8(k’ — k) + + 
in Gl. (2.2—27) ein, 
F Ve) = IS Lootk',k) Folk) dk, 


co 


so ergibt sich 


Look) = D[ Auch) + Bond gg + 9: 


also z. B. für eine 2-komponentige Funktion 9,(k) 


La M= [An + But) G + ]PıW 
+ [Au + Be + 92): 
d 
Lprtk) = [And + Bu) + | PıW) 


d 
+ [An2k) + Bao 7g + | 28): 
Eine solche diskrete Variable o wird z. B. für die Beschreibung des Spins benötigt 
(vgl. 43 8 4). 
36, S. 128: Durch zweimaliges Einschieben von 
= L |%,> <u,| de 
z 


folgt 
SPL/=-91/1= i <vr | Und (Ur | L Ur) Cup | vE) dk de de’. 


kur,z 


Die Summe über k ergibt ö(x, x’), so daß man erhält 


SpL= L<ür | L u de = La x) de, 
z z 


d. h., die Spur ist unabhängig von der zugrunde gelegten Basis. 
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37, 8.128: Sp(£.4) = Sp(L1.M) 


= Jo | L ve) Cor | 4 on dkdk 
kık' 


= Kcow | Cor | L vw) dk dk 
kık' 

— Lcur 4 £ ww) dk = Sp ML. 
s£ 


Sp(£.4) = Sp(.4/) gilt also auch dann, wenn [£,.4] # 0 ist. Esfolgt, daß man 
unter der Spur die Operatoren zyklisch vertauschen darf, z.B. 


SPLLAN) = SPAN LA) = SPAN LS). 


38, S. 134: @In. (2.2-39): Aus 
altto=<Lrla=-ulLn 


folgt 
Zt 2. 
Aus 
ala L2tp=LaLxlp=arLrlp ar Lt =«u|a* LZroy 
folgt 
(.Lt=arLt. 
Aus 


ale + Nm = UL Mılm=<Lrlm +Aım 
=-alHp+alan 
folgt 
L+N= LM. 
Aus 
ale mm =<LALD=Aıl Lo = | Attte 
folgt 
LM ML. 
Mit .4 = £"! folgt wegen 1 = 1t 
1= (LAY (Et Lt, dh. (Ft (Pr. 
Gln. (22-45): #4 = st, X = X!. Aus den Gln. (2.2-39) folgt 
FHNMT=- MH HI = HH 
(a Ht = ar Ht=a* X =as%, falls a reell, 


AI = (HH.N=- MM. = HH... =H", 
(at = (karte, 
also (#")t = 3” für positive und negative ganze n, 


n n 
HAFAHN=-AHFHHHHAHHTÄEH, 
HA=-HH= SH, falls 4 mit X vertauscht, 
ÜHFH-—- x)! = UF HA) =UHFK—- AR), 
AN StHS=- AH LH, 
0) . _ Hl+e) — Hr) dA) 
—,— = lim = = 
( dt e>0 € dt 
falls 5 für alle t HERMITESch ist. 


(2 a” er) = = ar zent = > ar se", falls a” reell, 


28 Fick, Quantentheorie 
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Gin. (2.2-50): % = %', Yt= Y. Aus den Gin. (2.2-39) folgt 
(WU =arn!=a', falls a*ta =1, 
rt = (N = 77 = (Ur), 
Urt =YVU = IU= (UV, 
UA — ,9-1 .Un—1 EA 
(7) a u er FT Be 
Gin. (22-51): = W1,#t = #: 
(YUHUN)! = UF#U" [folgt auch aus Gl. (2.2-45,)), 


oo 


et = Yo -ir = et = (A, 
n! 
n=0 
1—iH +5 (5 1) 
(ee 1—iH# +18) 
13% 
Löst man % = 1 (Cavuer-Transformation) nach 5X auf, so erhält man die 


Aussage von Gl. (2.2-50,). 


39, S. 134: Nach Aufg. 37 ist 
PLFAIT=-PATAF =-PIF. 


40, S. 134: Aus Gl. (2.2-43) folgt, daß eine n-dimensionale HErMITEsche Matrix n reelle 
Diagonalelemente und n(n — 1)/2 komplexe Außerdiagonalelemente mit k>K 
hat. Letztere eind zu jenen mit k < k’ konjugiert komplex. Insgesamt besitzt eine 

n(n —1) 
= 

Die Gln. (2.2-49) stellen für k = k’ n reelle Bedingungsgleichungen und fürk > K 

n(n — 1)/2 komplexe Gleichungen dar. Für k < k’ sind die Gleichungen konjugiert 

komplex zu jenen mit k > k’ und liefern daher keine weiteren Einschränkungen. 

Insgesamt existieren also » + n(n —1) = n? reelle Bedingungen für n? komplexe 

oder 2n? reelle Matrixelemente, d. h., auch eine unitäre Matrix besitzt n? unabhän- 

gige reelle Parameter. 


H&rmITEsche Matrix also n + 2 = n? unabhängige reelle Parameter. 


41, S. 134: Diezu U= rl . ß ) adjungierte Matrix U? erhält man durch 
Viel? + BP \-B*o* 
Vertauschung von Zeilen und Spalten und Übergang zum Konjugiert-Komplexen 
5 (= 3 “ 
Viel? + BR \6* 

Die Matrizenmultiplikation U U? (vgl. Aufg. 33) ergibt 

1 ae el? 0 rs 

le]? + IBP 0 Jal®+|8l?}  \01 ; 


d.h. Ut= U-!, Uist unitär. 


e3 
Nach GI. (2.2-34) ist nämlich 


EHNE-NEHINT SEHN ECHT - (EHEN =L-1. 


Rn 
1) Die Schreibweise 7 ist angebracht, weil (® — 1) mit (€ + 1) vertauscht. 


42, 


43, 
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S. 134: Die Bedingung der Hrrmireizität von £ [Gl. (2.2-42)] 


S (Axte))* pa) de = [ ra) Aple) de 


liefert 
+00 ro d 
- [kr [rt 
oder nach partieller Integration 
+00 
ze =. 


Für Hrm.BErT-Raum-Vektoren |x> und |p> ist diese Bedingung erfüllt, weil deren 
Komponenten x(xz) und @(x) wegen der Quadratintegrabilität (2.1 $5) im Unend- 
lichen verschwinden. 


8. 135: a) Durch Vergleich von 
Ylwoln = Klo wln)* 
mit der Definition des adjungierten Operators 
Bl£em=Lylm=ulf!p* 


sieht man, daß gilt 
(er od = | «ul. (a) 


Für den Projektionsoperator |u> (“| ergibt sich die HERMITEIzität. 
b) Aus 


2 lm = le + wol = 1 (b) 
folgt w | (1 + «w|u)) = «|xX, so daß wir für |p) erhalten 
BEN wi ur <o| 
9 -w- wire -iF@n)® 
d.h. (c) 
= 4.1 Xel 
= (1 + lw «)) Some 


Für 1+<v|w) = 0 existiert £! nicht. Dann ist «| = Ound|p = | + ce |w 
mit willkürlichem c, wie man durch Einsetzen in Gl. (b) verifiziert. 

Projiziert man Gl. (b) auf eine Basis |w,> mit kontinuierlichem x im Intervall 
azsxsDb, so erhält man 


b 
Wr | 9) + «Wr | u) fi w | War) Wr | 2 de’ = Wz | 2% (b,) 


Das ist die angegebene Integralgleichung, wenn man 
«we | P = PR), <we | w = ul), <we |v) = vie), <wz| X> = x(@) 
setzt. Ihre Lösung ®(x) liefert Gl. (c), projiziert auf |w,), 
b 
Sr) a’) de’ 


Plz) = xl) - uw) : (62) 
1+ S v*(&’) us’) de’ 


Verschwindet der Nenner, so ist (x) = x(x) + eu(x) Lösung. 
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44, 8.135: Nein, weil durch 9, | = |w <u|@» alle Vektoren |p), für die <u | P> 


gleich ist, auf denselben Vektor |u) (u | 9) abgebildet werden (Fig. 36, S. 133). Die 
Umkehrung ist damit nicht eindeutig. 


45, 8.135: Die Matrixelemente von 9|,, sind nach Gl. (2.2-57) 


P} 
a Us Ujlg 
2 
Pulk, k') = Uzu, u, Uguz |» 
2 
Ugu,) Ude us 


so daß die zugehörige Fläche 2. Ordnung nach Gl. (2.2-44) in den laufenden Koordi- 
naten 9, 93, 9, lautet 


ung? + up + up + 24, UPıP2 + 2UıUsPıPs + 2UzUyP,p, = const 
oder 


(4,91 + YaP2 + UsPs)? = const. 
Sie besteht aus den beiden Ebenen 4,9, +% 9% + Up = + c, die senkrecht auf dem 
Vektor |%> stehen (vgl. auch Fig. 43, S. 146). 
46, 8.135: Wegen Gl. (2.2-62) ist ?, + I, = 1- 


Alle Vektoren aus u, stehen senkrecht auf allen Vektoren aus u,. Aus (w,, | u.) = 0 
folgt daher 


Par Pr, = E |uod un, | Un? un, | de dag = 0. 


&,%&g 


47, 8.135: An Stelle der Vektoren |,> führen wir andere orthonormierte Vektoren [us> 
ein, die ebenfalls den Teilraum u aufspannen. Mit 


[un = L|%) tgl u) dß 
ß 
folgt dann 
9, = F [wa <u,| da 


i [ü) ag | ud ur | Ep) <ügı| da dB dp 
&,B,B’ 


x KAZCHEIRTDICTOE 
B fi 


Weil jedoch 9, auf alle Vektoren |“g> aus u wie der Einheitsoperator wirkt, er- 
hält man 


Pu = E Up &B,B) üp| dB aß = Elan <üg|dß, q.e.d. 
BB’ B 
48, 8. 139: Die Komponenten u; = <v; | u2> der Eigenvektoren |u4> 
£ |uD = Ar lu 
genügen nach Gl. (2.3-3a) dem Gleichungssystem 
(Lu — A) ua + Lie ua = 0, 


(a) 
Ly ur + (La — Ad) ua = 0. 
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Damit Lösungen u; + 0 existieren, muß die Determinante der Koeffizienten ver- 
schwinden 
Lu Sm Ar Lie 


= 0) ’ 
Lgı Las — Ar 


oder 
Ai — ArlZı + La) + Zu Le = Lola =. 


Die beiden Eigenwerte lauten daher 


L L 1 
Aa = re = 3 VYıl — In)? + 411: (b) 


Bei einer Hermreschen Matrix ist L,, = L;s = reell, und L,s = L}. Man sieht 
direkt, daß dann die Eigenwerte reell werden. Ein zweifacher Eigenwert liegt 
vor, wenn die Wurzel verschwindet, also z.B. für Z,, = I, und I, = 0. 

Für die Komponenten %;; der beiden Eigenvektoren 


|u> = |vı> una + [vd un 


42 — Zu 
MU pr: 
123 


liefert Gl. (a,) 


Die Normierung (u; |; = 1 ergibt (bis auf eine willkürliche Phase) 
Lis 
49, 8. 139: Die Eigenwertgleichung 


(1 N ee: I, 
hr du,(&) 
IE de =pu,() 


(p = Impulseigenwert) führt auf die Impulseigenfunktionen 
Bar? 
0, | um = u (x) = Ce 
Sie sind nicht quadratintegrabel. Die Eigenvektoren |u,> sind Vektoren im DrRAc- 


schen Sinne 
+o i 
— (»!-2)2 
u, | =|C® f er dz = |O]? 2rk $(p’ — p). 


Sie können auf d-Funktion normiert werden, wenn man 
1 


V?rk 

setzt. Die Eigenwerte p sind kontinuierlich, — oo < p< + & [vgl. Kap. 4.1]. 
Aus den |w,) lassen sich normierte HıLBErt-Raum-Vektoren |4,,a,> konstru- 

ieren, die näherungsweise Eigenvektoren von % sind, wenn man entsprechend 

Gl. (2.3-6) über ein kleines Intervall ? --- p + Ap integriert und mit Var dividiert. 

Für ihre Komponenten <v, | 45,45 = %,,an(2) ergibt sich 


m 


f . Ap 
ı Ptap ’ a) Sin5y® 
u x) = — u,.(2) dp’ = 2h eR en, 
»,85(%) Var J » p RENT 
Für lim Un.as (a) folgt natürlich wieder v,(x) [vgl. Gl. (2.1-18)]. 


&p>0 YAr 
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50, 8.189: Aus £ |u,> = A |u,> folgt £ [u,> <uu| = A lu» ul: 


51, 8.139: Aus £ |us> = A [wa folgt 
a) [us =AZ"|uD oder Zu = Alu) 
b) <ug| Lt uD=<L up |uD = 4* 84, A) = A*8(4,A), d.h. nach GI. (2.2-22) 
Eäj |8a> — Ar (un: 


52, S.140: Nach Aufg. 51 folgt aus 2! = %-! für die Eigenwerte A* = A}, d.h. 
|Al=1oder 1= el (4 =reell). 
53, 8.150: Aus 1 = S|xaxy> xx, da dd folgt 
ab 
lm = Lori | Xu? <2a% | 9) da db 
a,b 


oder nach Gl. (2.4-3) 
Pk.) = Lxuk) 2,0) P(a, b) da db. 
a,b 


54, S. 150: Ist 


55, S. 164: Aus Gl. (2.2-7,) folgt 
[L,.4"] = [4,07 1]4 + 07 [2,4] 
= [L,477]) MM + MTLL,MAHAHTL, 4 


n—1 


En >> AM TL, NEM. 
i=0 


Wegen Gl. (3.2-17 u. 18) gilt daher 


tz 
F,e)])=+7 eg 
[F,-']=+5 2# 7, 
und 
RUF 
ie a 


also insbesondere 
r—1 


a. h 
er z 20 pa — ie 2 Bay, 
o= g0= 


[A «°] 
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56, S. 165: A} z— x Fu — pe _ f z fe) = ei e- (- f +2) „1 
Ban! h -2 
ur p=- 
Dasselbe Ergebnis erhält man, wenn man in Gl. (3.2-17) 7 = %! setzt. 


57, 8. 165: Es ist z. B. 


2, h 8, öf. 
el = Zr. At =2 (Aartan)- 


Nach Gl. (3.2-21,) heben sich die einzelnen Beiträge gerade weg. Entsprechend findet 
man 


4 2]=0 ud ee 
Dies sind Spezialfälle des allgemeinen Satzes, wonach drehinvariante Operatoren mit 
den Drehimpulskomponenten vertauschen (3.6 $ 6). 


0, En B), -nnle] 


39, S. 171: a) Aus den Gin. (3.2-29 u. 4) und der Energieeigenwertgleichung 
# \u> =E |us> 


folgt für die Matrixelemente 


Curl Sum) = zu RL LM ud + Cu)? 
i 82 
= + (up | Lu) —Kup| LH up) + <ur| CR Upr)> 


i 


o 82 
un | Fun) = (BE) Cun| Fun) + <uz| (Fi). up) 


° 
Die Diagonalelemente von .£ verschwinden also (bei diskretem E), 


ur |£ u) = 0, falls () =0 ist. 
öf Jex 
Au mi l"lr2] und Si IE 
nn a: 
ar im e EN 
ur | Au) = (RB — E')<up| 2 Un) 
und 


ur | Hu) = —(# — EB) Cup | ur): 


*69, 8. 171: Wegen <u, | ek? u,>* = (u, | ei#2 u.) (k = reell) ist 
8, = bb E,<u, | ek 4.3 <u, | e!%= u) da— E, 3 «u, | etz 4.3 <u, | eK? u,» da. 
a @ 
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61, 


62, 
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Schließt man bei der Summation über a alle Entartungsindizes der Energieeigen- 
vektoren |v,» mit ein, so gilt 


EB. lu <u|da= # und Flur <u,| da = 14, 


und man erhält 
Sı = <u, |eike g elke _ X u. 
Nach Gl. (2.2-15) ist 
eikz geile — 4 —ikle, 4) = 4 + Akt, 
so daß Gl. (2.2-34) liefert 
eitz Plz, p) ke = Hz, $ + ik). 


Für (2, £) = + Ye) folgt daher 
T h2k 
8 = (Un | A Un) To 


Nach Aufg. 59b verschwindet aber der erste Term. 


Um die Formel für S, zu beweisen,kann man entweder vom Ergebnis der Aufg. 59 b 
ausgehen oder man entwickelt in S, den Operator eXk®=4+ik=-+ --: und erhält 
S, = R2S, 

Diese Summenformeln sind für Abschätzungen der Matrixelemente — die etwa 
bei der Behandlung der Wechselwirkung zwischen Materie und elektromagnetischer 
Strahlung auftreten (vgl. 3.5 $ 8) — von Bedeutung. 


8.171: An Stelle der klassischen Größe rp tritt der Operator —(@ %+ % 2). 
G1. (3.2-32) liefert 


1 = 


2@7+ 42)= 


o 
(2 
(z 


Kreptpetrie)=—% -egadV. 


Ist das Potential Y(=) homogen von Grad «, so ergibt sich 


o 
———— 


3@% +42)=2I-8 7 


= 1-58 = Operator der kinetischen Energie). 


8.180: Wegen Zt = 4-1 ist 
D|LDI=-HAC|LS LAD = GIS LTAAD =D LFD. 


Diese Invarianz erhält man auch sofort, wenn man in Gl. (3.3-24) die Invarianz der 
Spur gegen Ähnlichkeitstransformationen (Aufg. 39) berücksichtigt 


Sp(?on ZZ) = Ay FI) = HPA 2). 
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63, S. 184: Aus Gl. (3.3-34) und der HErnrteizität von 9, vr folgt 


Fu D<BAu D Puy Po) Pu 
a0 5, 


4! 
P| ) 


4’ 
Po, _— Fo, = (a) 


4 


Die Gleichheit der Nenner ergibt sich aus 


Pu Pl? = L<D | 4) <ud | ui) «ul, | D) du di 
73 
= Jean | ul) «ur, |®) <B| u) du da = Sp(A,, Pop), 
723 
weil alle Vektoren senkrecht auf u, keinen Beitrag liefern. Wegen 9% 4a Pup 
und Aufg. 37 kann man in Gl. (a) die Spur auch symmetrisch schreiben, 


Pay Pos Pu 
Sp (2, 


A’ 
Pig, up) 


Io, = (a) 


4 
Ist A’ nicht entartet, so folgt aus Gl. (3.3-31) einfach 
Fo, = Pu (b) 


was sich natürlich auch aus Gl. (a‘) ergibt. 


64 


“ 


8. 187: Für |D) = $ |) D(k) dk liefert GI. (3.3-36) 
k 
w= ED*(k)D(R) v*(A,k)v(A,K) dkde 
kk’ 


mit v(A,k) =<u,|v,>. Die sich ergebende Interferenz der quantentheoretischen 
Wahrscheinlichkeitsamplituden ®(k) spiegelt die Welleneigenschaft der Materie wider. 


65, S. 187: a) Aus Gl. (3.3-32) folgt für den Zustandsvektor nach einer infinitesimalen 


Ortsmessung 
ı +82 


er „> de = |w,) YAz . 
|® VAz " [4.2 dx [us YAz 


Nach Gl. (3.3-35) ist dann die Wahrscheinlichkeit für einen diskreten Energiewert E 
Wr = Kur |B3]? = |uz(&) |? Az. 
b) Nach der Messung von E ist 
18, = |u»>. 


Die Wahrscheinlichkeit für das infinitesimale Ortsintervall ©---2+Ax ist nach 
Gl. (3.3-37) 
Wan. n+de Kur 91? Ar = [42 (2) e Ar, 


also dasselbe Ergebnis wie im Fall a). 
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66, S. 187: Wegen WA + Wnicht A = 1 ist, 


Wicht a=1—<Pup- 
Dies ist der Erwartungswert des Operators 4 — 9,,, der auf jenen Teil von U 
projiziert, der senkrecht auf dem Eigenraum u, ist. 


67, S.192: Das Gleichheitszeichen in der Unschärferelation erfordert einerseits nach 


Gl. (3.3-51) 
I,® = a |fB) 
und andererseits nach Gl. (3.3-53) 
Bist, ND=0 
oder« + a* = 0,d.h.a = ia (a reell). Es muß also | ©) die Bedingung 


(9 — <9)) |D> = ia(F — <F)) |D> 
erfüllen. 


68, 8.192: AE:Ar > . Kerl, AH-Ap> = lkarsi;- 


69, S. 207: Zu den @In. (3.5-29 u. 30): Aus Gl. (3.5-28) und der dazu adjungierten Glei- 


chung 
det i i 
Ede 3 E(# —%) (s## und X sind Hermitesch), 
folgt für 
aet«e det de 
Ta a a 


d.h., &lt,t,) ©(t,t) = const = (tt) (ty t)- Weil aber nach Gl. (3.5-27) 
€ (tg, to) = 1 gilt, ist (tl, t,) unitär, 


Et, to) = EUt, to). 


Die Gln. (3.5-30, und 30,) folgen unmittelbar durch Nacheinanderanwenden oder 
Rückgängigmachen der Evolution (3.5-27). — 
Zu @I.(3.5-35): Aus Gl. (3.5-10), der dazu adjungierten Gleichung 


It) = Lt lie to) Lt 6) 
und Gl. (3.5-30,) folgt 
Ylt,t) = Atlt,to) Ft, 4) Ct, t) ©lty, to) 
= St (t,,t) U, dh) lt to) 
= Hl, t) U, ı) Zt to) (ty: bo). 
Zu @I. (3.5-86): Aus Gl. (3.5-830, u. 33) folgt 


Lt, 10) Alt, to) = U (to t) Lt (ig; £) 
oder ? 
U) LH 6) U LE, 6). 
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70, S. 207: Wegen Gl. (3.5-8) gilt 


Urt mr el (tı-to) 
Zt, 0) e Z/(tı, to) e 


A ; i 
.r HUrt-t) -—_ Hot) -— HK (lo)-tt-to) 
we? e” ., 


71, S. 212: Nach 3.2 $ 6b ist 4 =&%X und 2= - 4. Alsogilt nach dem EHRENFEST- 
schen Theorem 
Er en. 
er un ern 
a) Homogenes, elektrisches Feld: X = q |E| 1. 
PU=<P)+elE- dt -1) 
NER STER- see 
= Tr b)+ Se Wr 
b) Harmonsscher Oszillator: X = — m w? =. 


Das Gleichungssystem 
m + mar) =0, 


d 1 
Te 


hat die Lösungen 
DIN = ai) + pi) sin alt -h), 
Bm = <Pp (bo) cos w(t — 4) — mw <=) (ty) - sin w(t — t)). 


Liegt insbesondere ein stationärer Oszillatorzustand vor, so ist <z) (t) = <=) (to) = 0 


und») =<P lo) =0. 

Weilin den beiden hier betrachteten Beispielen <.X(z)> = K ((=)) ist, stimmt die 
Dynamik der Erwartungswerte mit der klassischen Dynamik überein. Im allge- 
meinen gilt dies jedoch nicht. 


72, 8. 212: Für stationäre Zustände ist der Erwartungswert 


eg, 
\"A+#2)/= 
so daß aus Aufg. 61 folgt 
2<Ty = zgradY). 


Ist (=) homogen vom Grad «, so wird 


KN=EN. (a) 
Außerdem ist im stationären Zustand (3) = E, so daß gilt 
—DHWY=E. (b) 


Aus Gl. (a) und (b) folgt 


2 
AT) = ge und <= ns oP- (e) 


dad Lösungen der Aufgaben 


Diese Relationen gelten nach dem auf S. 210 Gesagten nur fürdie diskreten Ener- 
giezustände. 


Beispiele: 

1. Oszillatorpotential, « = 2: <I)=<Y)y = E]2. 

2. CovtLoMmB-Potential,« = —1: (F„ = —E, (<Yy=2E, 

z. B. ist also der Erwartungswert der kinetischen Energie eines Elektrons im Wasser- 
stoffgrundzustand 13,53 eV (vgl. Fig. 7, S. 26). 


£ 
738,8.21:#=— -Ka. 
2m 


&) SCHRÖDINGER-Bild: 
FU) = Klo), Sl) = lt), FU) = AM): 
Für den Zustandsvektor | ®°(t)) gilt 


\dB9) _ -+l& = K2\ jo». 


| 8°(t)> entsteht aus |®° (&,)> durch 


(2 - e*). B 
el) = el) =e® 3% en 
b) HEISENBERG-Bild: 


A de? 8 da 
a dt m’ dt RS 


Nach Gl. (3.5-19) oder durch direkte Integration folgt 
dk) = At) were 
Kl — bo, 


=*(t) — =" (to) Er Lan). (t — to) ar AZROr 1, 
Et) = SCHlt,). 


2 
c) Wechselwirkungsbild: 3, = &, ee 


2 
Aus 
da 0 de# _M# arm dar K do® 
I ae Be Er Te er: 
folgt 


= LT), re, 
vr = Ken ler + un). 


Für den Zustandsvektor |B"(t)y gilt 
aD (4) 
dt 


|5”(t)> entsteht aus |5”(t,)> 'durch den unitären Operator €”(t,t,), der nach 
Gl. (3.5-111) lautet 


Kerl Kern u wblorn. 


Weiss (Ara 
14 ge ee (rauen 
Erl,t)=eRh m e Al m n 
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I rat) 
Wegen [4,2] + © kann man dafür aber nicht einfach eR schreiben. 
74, 8. 222: Aus =? = Zp und = —mo?:=* folgt 
== —waH und = — ai. 


Die Lösungen dieser Operatorgleichungen haben dieselbe Form wie im klassischen 
Fall, 


Alt) = Alto) cos w(t —t,)+ en sin @(t — tu); 
(a) 
+) = F(l) cos w(t — 4) — =F(t,) mo sin w(i — bh). 


Es ist nützlich sich zu überlegen, daß dieses Ergebnis auch aus der allgemeinen 
Beziehung 
lt) = Halt, t) Ali) SR, ho), 


ai) = Rlt, to) #”(o) zart, io) 
2 2 
folgt. Dazu setzen wir in Gl. (3.5-19) <= #7 = nn. - I # (t,)? ein und 
erhalten nach Gl. (3.2-17 und 18) für die Klammern 


[39% 29 lem = (1 (F)" or et) 


h n+ an+i 
107, nn = (DZ) 


Wir haben die Reihenentwicklung des cos und sin vor uns und gelangen wieder zum 
Ergebnis (a). 


75, S. 222: Freies Teilchen: Aus Gl. (3.5-95) folgt 
t—1t ht—t 
Lt), # (t)] = LA"), lt) — = —. 
Oszillator: Aus Aufg. 74 folgt 


[alte] = rt rei), 


i mo 
76, S. 237: a) Der Inversionsoperator 2(i): Aus GlIn. (2.2-15) und (3.2-17 u. 18) folgt 
2 
2) 2,9) = =, (1 rn vi + 2-45) 


-5+57- 
Ami ie, 


=2,rHt 


und analog 
Ki) ADD = — Ar: 


Setzt man 4, = Var (V aa,+ 7z 1) ‚ sonimmt der Inversionsoperator die ein- 


fache Gestalt 
2) = einZste, 


an. Weil [£,,£t] = ist, hat 4}, nur ganzzahlige Eigenwerte (4.2 $ 2). Deshalb 
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Lösungen der Aufgaben 
ist 22(£) = 1. Der Wert derreellen Größe «x — von der Dimension (Impuls/Länge) — 


ist für 2(i) belanglos. 
b) Der Dehnungsoperator 2(a): Aus Gln. (2.2-15) und (3.2-17 u. 18) folgt 


2 3 
Da) © Da) = (1 _ Er +5 _ 57 + -)ar = et. 
und analog 
Da) A, D*(a) = © f.- 


S. 239: a) Aus Gl. (2.2-15) und (3.2-17 u. 18) resultiert 
= = 2%) DW) =e+v1, # = Mo) 2 W)=p+m1, (a) 
d. h., 2(v) stellt eine GALILEI-Transformation der Geschwindigkeit v dar. 


Der HAMILTON-Operator eines kräftefreien Teilchens ist nicht GALILEI-invariant, 
wohl aber die Bewegungsgleichung, z. B. jene des Zustandsvektors im SCHRÖDIN- 
GER-Bild. Aus Gl. (a) folgt nämlich einerseits 


[9,91 = MA Mat HAM = - (24449) 


2 
= - 9.4", '). 
Andererseits kann man nach Gl. (2.2-16) für 2(v) auch schreiben 


i i i mv? 
-—min —wf -— —U 
3) = e ? er er ; (b) 


02 i mv: 
az, >= ')- 
Die Bedingung (3.6-16) für die Forminvarianz der Bewegungsgleichung ist also er- 
füllt. 


o° 
Aus 2 = O folgt, daß der HERMITEsche Operator 
gap =mz—t% (c) 


eine Erhaltungsgröße ist, 3 = 0. Nach dem EHRENFESTschen Theorem (3.5-54) gilt 
daher für die Erwartungswerte 


mKayl) —tLpy(t) = const = m<z) (0). 
[Vgl. dazu die analogen klassischen Gleichung (1.2-45c) und Gl. (e) in Aufg. 23.] 


so daß man erhält 


b) Für ein N-Teilchen-Problem lautet der GALILEI-Operator der Geschwindigkeit d 


i N u 
>? I (m,2,-%,) 
2) = e v-1 
Er ergibt 
2z,= 9b) 2,210) = 3, +01 
(4) 
= 20) u) = Atmon. 
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Wirkt zwischen den Teilchen nur ein Potential = Y (2, — 2»... — Zur--) 
so folgt aus Gl. (2.2-34) und Gl. (d,), daß % gegen die GALILEI-Transformation in- 
variant ist, 
2%) F 9) =V. 


Nach denselben Überlegungen wie in Teil a) ist der HamıLTon-Operator 
N 


v=1 
nicht invariant gegen GALILEI-Transformation, aber die Bedingung der Forminva- 


o 
rianz der Bewegungsgleichung, 2 = (0, ist erfüllt. Hieraus folgt wieder, daß der 
HERMITEsche Operator 


N —_ 
7= I m2,—t%) (e) 


eine Erhaltungsgröße ist, 3 = 0 (Schwerpunktsatz). Für die Erwartungswerte liefert 
daher das EHRENFESTsche Theorem 


N N 


> (m,< 23) (t) —t hr? (t)) = const — = Mm, a (0). (f) 


v=1 v=1 


*78, 8. 242: Die Überlegungen von 3.6 $ 5 lassen sich sofort auf die dreidimensionale 
Translationsgruppe 7 (3) erweitern. Aus der Kommutativität der Translationen folgt, 
daß die Translationsoperatoren 


i 3 
Fe 97, 
IH=e “I (£; = beliebige Translation) (a) 


miteinander vertauschen. Insbesondere erhält man damit für zwei infinitesimale 


Translationen 3E und sr 


i 


1768, 8A = (4) Ita Al 3 = 0. 
ik 


Weil die Translationen ö£,, d&, beliebig sind, muß 


ir [Ar Ar = ® (b) 
gelten. 


Um zu einer Definition der Ortsoperatoren zu gelangen, erinnern wir uns, daß in der 
klassischen Physik der Schwerpunkt — d.h. bei einem Teilchen der Ort — mit der 
GALILEI-Transformation verknüpft ist (1.2-45c u. Aufg. 23). Wir wollen deshalb 
die unitären Operatoren 2(b) der GarıLEI-Transformation aufsuchen.!) Aus der 
Eigenschaft der GALILEI-Transformationen, eine kontinuierliche AsrLsche Gruppe 
zu bilden, finden wir durch eine Überlegung analog zu jener von 3.685 für die 


1) Von den Ergebnissen der Aufg. 77, bei der wir die Vertauschungsrelation zwischen 
Ort und Impuls vorausgesetzt haben, wollen wir jetzt natürlich keinen Gebrauch machen. 
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GALILEI-Operatoren 
28 
z 2 vi9i 
2%) =e 1 (3, = HeemItesche Operatoren). (e) 
Aus der Vertauschbarkeit aller Operatoren 2(v) untereinander folgt wieder 
[7,, 42] = 0. (d) 
Da für einen kräftefreien Massenpunkt die Bewegungsgleichungen GALILEI-invariant 
sein müssen, gilt in diesem Fall Se) = 0 und damit 9 = 0, d.h., die Opera- 


toren 9,(z, #,) sind Erhaltungsgrößen. Weil wirin der klassischen Behandlung aus 
der GALILEI-Invarianz auf Erhaltungsgrößen geführt wurden, die für t = 0 gerade 
mx, waren, müssen wir in der quantentheoretischen Behandlung die ebenfalls aus 


der GALILEI-Invarianz folgenden Größen n 94(2, 4,0) a priori mit den Ortsopera- 


toren z, identifizieren. Die Gleichungen (d) führen daher auf die Vertauschbar- 
keit der Ortsoperatoren 


[2;, =) = 0. (e) 
Aus der Eigenschaft der Translationsoperatoren 


INA) &1 


folgt bei Anwendung auf eine infinitesimale Translation (analog zu den Überlegungen 
in 3.6:$ 5) 


1 


wo al d6= I dm 81 


IM» 


7 
oder 


4 Un an] = O1. (‘) 


Aus der Definition der GALILEI-Transformation 
X) tw, 


20) fe 2°(v) = Ar + mon! 
ergibt sich infinitesimal 


k h 
[4 =] = Zn. 4 und [7 fx] = — T m dp 1, 
woraus wieder [Gl]. (3.2-17 u. 18)] 


am — fit (8) 
folgt, also gerade der Ausgangspunkt der Aufg. 77. 


79, S. 246: e, seien die Komponenten von e und e, jene von e’. Gl. (3.6-39) liefert 


lı Igıt a ++, ar +&Sv%e tv] 
= &&[J1> vg] + ee, [I3, vl Tee 


Rh ’ ’ 
= - Tas —&8e)va +‘ 
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Also gilt 
Le A), (ed Ü)] = — 2 (exe)e. 


*80, S. 249: Der HAMILTON-Operator 
_2 
#-$ +rvo (a) 
2m 
ist invariant gegenüber allen Drehinversionen O’(3) (5.4 $ 1) um den Nullpunkt. 
a) Legt man ein homogenes elektrisches Feld &, an, so lautet der HAMILToN- 


Operator 
@ 


Ha = £ +10 - 426. (b) 


Von den Drehungen O(3) verbleiben nur noch jene um die &,-Richtung als Symme- 
trieelemente. Außerdem ist 3.) noch invariant gegen alle Spiegelungen an Ebenen, 


die &, und den Nullpunkt enthalten. (Die Inversion z — — z ist hingegen kein 
Symmetrieelement von ,] mehr!) Insgesamt gelangt man damit zu der Gruppe 
Co, aller Drehspiegelungen um €, (v = vertikale Spiegelebenen bei senkrechter Dreh- 
achse €,). Diese Gruppe ist nicht AgELsch. Man kann zeigen, daß C',, nur ein- und 
zweidimensionale irreduzible Darstellungen hat. Die Eigenwerte von (b) sind daher 
ein- oder zweifach (abgesehen von ‚‚zufälliger‘‘ Entartung). Die Ausreduktion zeigt, 
daß die (2! + 1)-fachen Eigenwerte von (a) [! 2 0, ganz (vgl. 4.3 $2 u. 3)] in ! zwei- 
fache Terme (+ m) und 1 einfachen Term (m = 0) aufspaltet (STARK-Effekt). 


b) Im homogenen Magnetfeld ®, lautet nach Gl. (1.2-86) der HAMILTON-Operator 
(ohne Spinberücksichtigung) 
168 5 - 
Anz £ Ye) - Pal.‘ +4 @ x Br. (c) 
Neben den Drehungen um die ®,-Richtung ist jetzt auch die Inversion > — = 
Symmetrieelement, weil nach Gl. (3.6-15) der Drehimpuls als antimetrischer Tensor 
dabei sein Vorzeichen nicht verändert. Die Spiegelung an der Ebene, die den Null- 
punkt enthält und senkrecht zu ®, liegt, ist ebenfalls Symmetrieelement, weil sie aus 
einer Drehung um 180° um ®, und anschließender Inversion entsteht. Die Sym- 
metriegruppe von m ist Cosn (h = horizontale Spiegelebene bei vertikaler Dreh- 
achse ®,). Diese Gruppe ist ABELsch. Nach 5.4 $4bexistieren daher nur eindimensio- 
nale irreduzible Darstellungen, die Eigenwerte von (c) sind einfach. Ein (21-+1)- 
facher Energieterm von (a) spaltet daher im Magnetfeld in 21 + 1 einfache Terme 
auf (ZEEMAN-Effekt). 


+81, S. 259: Wir differenzieren den Erwartungswert 


CH DEZ ) 
Sp er*t ET 
nach ß und erhalten 
x = 22-170 = (#9 + 0 


29 Fick, Quantentheorie 
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Dabei ist C = = die Wärmekapazität des Systems bei konstant gehaltenen äuße- 
ren Parametern V, ö,... Wegen Gl. (3.3-26) erhalten wir für die Energieunschärfe 
(ABY = kmC (a) 
oder 
AE \2 [6j 
Ip) = kT? —- 
(ir 5) ey 


Weil <.£) und damit auch C' proportional zur Teilchenzahl N ist, gilt 


(b} 


d.h., die relative Energieunschärfe wird mit zunehmender Teilchenzahl immer kleiner. 
Der Erwartungswert <sf) stimmt daher mit der thermodynamischen inneren Ener- 
gie U überein, 


UT,V,9..)= OT, V,9...). 


Deshalb ist man auch berechtigt, die aus der Zustandssumme Z = Sp e## berech- 
neten Erwartungswerte, wie Druck oder Magnetisierung, als die tatsächlich vom 
physikalischen System realisierten, thermodynamischen Zustandsgrößen zu be- 
trachten. Bei makroskopischen Größen kann man die Erwartungswerte mit den beob- 
achteten Meßwerten identifizieren. Mikroskopische Größen hingegen, wie etwa der Ort, 
eines Elektrons streuen stark, der Erwartungswert 


wirdim allgemeinen nicht mit dem Wert übereinstimmen, den man bei einer Messung 


von =, findet. 


82, S. 263: Die Anordnung mißt den zweifachen Eigenwert 1 des Projektors 
Pu = [4,3 <u,| + |%0> <Ügl. 


Hat man über den Drehimpulszustand vor dieser Messung keine Infoımation, so 


ist p = = 4. Nach Durchlaufen der Anordnung lautet der statistische Opera- 
tor [Gl. (3.7-40)] 


PP = (ur) url + Io) <u))- 


83, S. 267: Zur Zeit t = 0 liegt nach Gl. (3.7-40) der statistische Operator 
1, 8 
m 2 
et) = 2 luzer Suse 
@ a= 1 


vor. Ist der Gesamt-HAMILToN-Operator ‚f explizit zeitunabhängig, so lautet die 
Integration der von NEUMANN-Gleichung (SCHRÖDINGER-Bild) 


1 
ze 


„Lei 
pi) =e p(0)e * 
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Die Wahrscheinlichkeit für einen Energiewert E, ist nach Gl. (3.7-23) 


NH 


won) D Ku lot) wu 
w=1 
so daß man nach Einsetzen erhält: 
i 
1? NH : ”r Hi | 
WEB) = u F2 > Ku |e wer 2 


| @ nl un-1 


Die einzelnen Glieder dieser Summe lassen sich z. B. wieder näherungsweise mittels 
Diracscher Störungstheorie (3.5 $ 8) berechnen. 


84, 8. 272: Aus Gl. (4.1-8) folgt 


Fed =<TE u| MD = u | P) 
oder 
Teyla) = PR 8), 


d.h., die Funktion 7;9 hat an der Stelle x denselben Wert wie die Funktion p an 
der Stelle x — &. 


85, S. 272: Setzt man in der Transformation (3.6-7) des Zustandsvektors den GALILEI- 
Operator 2(v) nach Aufg. 77. Gl. (b) ein, so erhält man in der Ortsdarstellung bei 
Berücksichtigung von Gl. (4.1-8) 


ET -— Mvx vip 
u, | D> = <2lo) u, |) = er . <e Rh | © 
im: 4 
r- Pa E ER | >, 
d.h., 
i mv! 
— 1 
Pe u. RB, (a) 


Für die kräftefreie Bewegung ist 3) = 0 (vgl. Aufg. 77). Daher ist nach 3.6 $4 
in diesem Fall(V = 0) die ScHRÖDINGER-Gleichung (4.1-21) für die Wahrscheinlich- 
keitsamplitude forminvariant gegenüber der GALILEI-Transformation (a).!) 


86, 8. 272: 
U, | & Ur) = re d(e —), 
hd hd hd 
Ur | A Ur) — zu len- -TgM-N)=ST nen: 


au ra = 1 5 + Val de 2. 


1) Dasselbe Ergebnis haben wir für das kräftefreie ScuRÖDINGERsche Materiefeld bereits 
in Aufg. 23 kennengelernt. 


29% 
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87, 8. 272: Aus Aufg. 86 folgt 


f (<u, | Aus) <uz | = un) — (Ur | us) <uz| AUur)) dE 


a -+ [ge - 9-2 s@-2)+ 286-2), 2) 


h/a d 
= - (ze - N 4 5@- =) 


h 1 d BER: ee 
a Sr u a En ’ de —e), 


wobei in der letzten Gleichung die Beziehung (5.1-34) angewendet wurde. 


88, S. 272: Aus Aufg. 67 folgt in der Ortsdarstellung 


[Rd 
@- De) in MR) ol). 
Diese Differentialgleichung für ® (x) hat die Lösung 


ı1/. i 
D12) = al) Er (a) 
. Damit Ö(x) quadratintegrabel ist, muß a < 0 sein. Die Konstante C bestimmt sich 


aus der Normierung von ®(x). Man verifiziert leicht, daß die mit (a) gebildeten Inte- 
grale [ ®* zDdx und [ P* u dx tatsächlich die in (a) stehenden Erwartungs- 
werte <=) und (> sind. 


Der Energiegrundzustand des Oszillators [Gl. (4.2-36)] erfüllt die Bedingung (a); 
die Erwartungswerte (=) und <%> sind dort Null. 


89, 8. 275: Aus Gl. (2.2-7,) folgt wegen [=, 9.,)] = 0 


[2» je] = 3 (Punle A] + Io A Pu) 


h 
ee rad? 


Es ist also [z, 42] |u) = 0 für « # x. 


90, S. 278: Aus der Eigenwertgleichung der kinetischen Energie einer eindimensionalen 


Bewegung 
2 La 0 
(er = ) ur(p) = (a) 
folgt, daß für uz(p) #0 gilt E = p?/2m, d.h., die Eigenwerte E der kinetischen. 
Energie sind positiv kontinuierlich, 
E20. (b} 
Für alle Werte p ++» =-+ YzmE muß u;,(p) verschwinden, an den Stellen 


p = + Pzhingegen muß u,;(p) so divergieren, daß auch dort die Eigenwertgleichung 
erfüllt ist. Diesen Forderungen genügt die Funktion 


urlp) = Chr dp — Pr) + Crd(P +. P7)- (e} 


+91, 


Lösungen der Aufgaben 453 


Wegen x d(x) = 0 [Gl. (5.1-23)] ist nämlich 
(—- Pz) (P + 25) {Cız d(p — Pz) + Cor d(p + Pr)} =0. 


Die Eigenwerte E sind also zweifach, entsprechend den beiden Impulsrichtungen 
+ ?z (eindimensionale Betrachtung!). 


Setzt man in der Normierungsbedingung 
<un | un) = BE — E) = 2m Blpk — pi) = (B(pz — Par) + pe + Perl} 


die Eigenfunktionen (c) ein, so ergibt sich für die Konstanten 


m 

Cl? + |Cza? = ——. 

|Eizl | Czz| VomB 
8.278: Für die Matrixelemente des Potentials Y(=) = — v d(z) in der Impuls- 
darstellung ergibt sich 

1 a 1 p-ne v 
en r PEEBERHLE 
VBP)- a5 a Vz) e de RR 


Damit lautet die Energieeigenwertgleichung eines Teilchens in diesem Potential nach 
Gl. (4.1-49) 


A 


R EI ae 
RL) “af üz(p’) dp’ = Eu,(p), (a) 


oder 


KR ER = 
ul = S Male) dp PT + 01 8(p - YEmE) + 0, 8(p +VEmE), 


am E (b) 
wobei von Gl. (5.1-52) Gebrauch gemacht wurde. 


1. E < 0: In diesem Fall st po + + V2mE ‚so daß die beiden letzten Terme ent- 
fallen und das Zeichen P unnötig wird. Integrieren wir über p, so ergibt sich 


1 |; dp _ mV 
Irı P m %AV-2mE 
2m 
oder 
mV: 7 
a; (e) 


Es existiert also nur ein gebundener Energiezustand, dessen Eigenfunktion in der 
Impulsdarstellung nach Gl. (b) lautet 
v c 
ul =; —. (4) 
mV\? 
+) 


Die Normierung liefert |C|? = 2rm vn. 


In Aufg. 18 sind wir durch eine Rechnung in der Ortsdarstellung zu demselben 
Eigenwert (c) gelangt. Man verifiziert leicht, daß die FourıErR-Transformierte der 
dort angegebenen Eigenfunktion «;(x) mit dem Ausdruck (d) übereinstimmt. 
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2. E > 0: E ist kontinuierlich, die Eigenfunktionen sind nun SuFEh den vollen Aus- 


BR ZERERR 


druck (b) gegeben. Integriert man diese Gleichung über p,sowird P [: pi = 


oo 


und man erhält 


os 
[ %elp)dp=C, +. (e) 


Setzt man dieses Ergebnis in GI. (b) ein, so hat man die Eigenfunktionen «, (p) für 
E>0 vorliegen, deren physikalische Bedeutung für die Streuung eines Teilchens 
(Kap. 4.7) an dem vorliegenden Potential in Aufg. 121 besprochen wird. 


Es ist nützlich, sich den Zusammenhang mit der Ortsdarstellung 
A,ei'® + A,el für z<O en 
en (rk = V2mE) () 
Belt? + B,et® für zx>0 
zu überlegen. Die Grenzbedingungen (1.4-15) ergeben 
At&%&=Bı+B,, 


B,-B,- (4A, —- 4) =2a(4, +4, mit a=i 


> 


m 
Reh 
oder 

B,=(1+a)4, +a4,, 


B,= -a4, +(1-0)4.. 


Die FouRIER-Transformation der Lösung (f) liefert. wenn man Gl. (5.1-25, 46 u. 47) 


berücksichtigt, 
1 + _ 
u;(p) = e RA ure)de 
si V?rıh 3 
+ par +0 __(prAk 
la fe 2 "dr+ A, Pre aa 
ar oo =. 


= 1 p-ARz Lerahkız 


Hat Anl] e de — fe R =) 
ö 


h 
= Voymria, +A)P, et) (A, + B,) &p — Ik) 


IC VER a, +B,)8(p + Fk), 


was mit Gl. (b) und (e) übereinstimmt, wenn man 


c, -Va+ 3) und = ya, + B,) (8) 


setzt. 


*92, 8.280: a) Wendet man = 9-1 = 2-1 7°(z) auf die Ortseigenvektoren |w,> an, so 


ergibt sich 
z| 21u8 = Fr2#(2) u) et) | ZI, 


93, 
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d.h. | 9! u.) ist Eigenvektor von = zum Eigenwert rt’; es gilt also bis auf einen will- 


kürlichen Phasenfaktor 
| 9 uU = |urr> | (a) 


In der Ortsdarstellung erhält man damit als Wirkung von 2 
up = Du | m = kur | 


Det) =eplr) |. (b) 


Das heißt, die Funktion 9 9 hat an der Stelle r denselben Wert wie die Funktion 9 
an der Stelle r”. 


oder 


Identifiziert man 2 insbesondere mit dem Drehoperator 4,.(&) [3.6 $ 6], so ist r’ 
jener Ortsvektor, der aus r durch eine Drehung — & um die Richtung e entsteht. Der 
Fall, daß 2 durch den Translationsoperator 7 realisiert wird, ist bereits in Aufg. 84 
behandelt worden. 


b) Um die Invarianz des HamıLTon-Operators in der Ortsdarstellung kennenzu- 
lernen, gehen wir von 
72 
Cu pr = (- 5 Ar + Vo) RR) 
aus. Für 257 2! erhalten wirin der Ortsdarstellung 


warn = u FDID = Kur | Hy 
A? 
= (- Imdrt ve) ve). 
Dabei wurde | 2-19) = |y> gesetzt. Es gilt 
Ye) = U | MIR = ru | ID = | m = pt); 


so daß die Invarianzbedingung des HAMILTON-Operators, 


DHEDD!=H, 
in der Ortsdarstellung lautet 
We EEE RR 
- „Ar a v+ Vf) (e) 


d.h., dieser Differentialausdruck muß an den Stellen r und r’ übereinstimmen. 


S. 282: Aus 


folgt 


o° 
t=iwlr,f])= — iwf 
und entsprechend 


te in, 
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Diese Gleichungen sind lediglich eine andere Schreibweise der HAmILTonschen 
Gleichungen 


o o 6} 
nn = Muwz, 


denn die Definitionsgleichung (4.2-3) liefert 


o 


£ nme + 75) - VER (mo # - iYmo o2)=-iwt. 


Im HEIısEnBERG-Bild lautet die Bewegungsgleichung von £#(t) 


— = —-i06#Ht) 
mit der Lösung 
E?() a, E23 (1) eriwit-to), 


Dies ist nichts anderes als eine Zusammenfassung der in Aufg. 74 hergeleiteten 
Dynamik von z#(t) und £?(t). 


94, S. 285: Aus Gl. (4.2-20) folgt - 


Ir un) = #1] 4u,> = Yn 6 m 1d-= Yin — 1) 492 un.) 
= Yin - 1)... n —-g+12 un: 


Es ist also 


end=Ynn—-D--m—-g+D). 
Entsprechend liefert Gl. (4.2-21) 


An)=-YRr+yDm +2) --(n+g. 


*95, S. 285: Wäre der tiefste Energieterm t-fach, d. h. gehörten zu ihm die Eigenvektoren 


> (vu =1,...,t), so folgt aus den Eigenschaften von / und /?, daß dann auch alle 
höheren Terme dieselbe Vielfachheit hätten. Um zu beweisen, daß t = 1 sein muß, 
betrachten wir die Projektoren 


co t 
= Dim > =, 
n=0 u=1 
Dann gilt 


[Fu ©] —— n Ya+ıludaiul— > V rl cuh | 


= 3 (Yn+1lu | Yn+1ln u |) = 0. 
n=0 


Ebenso ergibt sich [9,. £'] = 0. Daher vertauschen alle 9, auch mit = und % 


[9 4: <] =0, [Pu: fi =_, 
d.h., es muß 


96, 
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sein. Aus F, = 9, ergibt sich, daß die Zahlen c, nur die Werte 0 oder 1 annehmen 
können. Wegen 39,= 1 muß %c„= 1 sein, was nur erfüllbar ist, wenn ein c Eins 


ist und alle anderen Null sind. Es gibt also nur einen Operator 9, für den gilt 


PI= >: [> u, | =1, 
n=0 


d. h., die |w„> sind vollständig. 


S. 285: Der explizit zeitabhängige HAMILToN-Operator lautet 


2 2 
#=M—- eK) a +" oKlt) 


N h 
= no (#44 >) Vans +) KU, 


Be —iot+ (0 


V?mh 
Im HEISENBERG-Bild ergibt sich hieraus 
EA (t) = eriet (£#(0) + Gt) 1} 


so daß gilt 


mit 


e 
Gt) = ———— [el®!" Ki) dr”. 
0 


(a) 


Der Operator 5£# ist wegen der Störung nicht mehr konstant; seine Zeitabhängigkeit 


ist durch 
a) =Rho Gi (6) gar) + >") 


gegeben. Seine Eigenwerte E, = kw (n + 5) sind zeitunabhängig (weil %%, nicht 


explizit von der Zeit abhängt), die zugehörigen Eigenvektoren |u(t)) hingegen sind 


Zeitfunktionen 


u = ort luraD. 


(b) 


Zur Zeit t= 0 soll die Energie E, vorliegen, d.h., es ist |?) = |u#(0)). Die 
Wahrscheinlichkeit, daß dann im Zeitpunkt t der Oszillator die Energie E,, besitzt, 


ist gegeben durch 
w.(t) = Kuz(t) | ws (O)p1?. 
Nach Einsetzen von Gl. (a) und (b) ergibt sich 
1: 
w() = 16% jr. Ku (2) | wo (O)2]?- 
Weil die Summe aller Wahrscheinlichkeiten eins sein muß, 
I w,(t) = ler. Kur) [ud = 1, 
n 
folgt schließlich 
w,() = Zar ia, 


29a Fick, Quantentheorie 
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+97, S. 286: Als Funktion des Geschwindigkeitsoperators [Gl. (3.2-43)] 


BR 172 
v= „(#-4 — I (z )) 
lautet der HAMILToON-Operator eines Teilchens im Magnetfeld [Gl. (3.2-44)] 
m 
le +42+ 0). 


Legen wir die Richtung des homogenen Magnetfeldes B in die 3-Richtung, so gelten 
nach Gl. (3.2-45) zwischen den Geschwindigkeitskomponenten die Vertauschungs- 
relationen 


A 
[ev 2]= -— u B4, [vu 9] = [ra 4] = 0. 


Der Teil-HamrLTon-Operator 


m 
FL =zeuit)) 


der von dem Anteil der Bewegung senkrecht zum Magnetfeld herrührt, vertauscht 
also mit 


[As = 0, wegen Gl. (1.2-85)]. 
Das Eigenwertproblem von 5 | ist zu dem des Oszillators äquivalent. Setzen wir 
nämlich 


m?c ; 
iigB"ı T iv), 
so erhalten wir 
Hı Fe +4z 1) 
mit der Vertauschungsrelation 
6,4] = 1. 
Die Eigenwerte lauten daher 
_RqB ( al BZ 
BE, = (R45) (=:051, 2): 


Weil 3%] die kinetische Energie einer eindimensionalen, kräftefreien Bewegung 
ist, sind die Eigenwerte positiv kontinuierlich, 


m=-#20 (-o<p<H+o). 
Für die Gesamtenergie eines geladenen Teilchens (ohne Spin) im Magnetfeld ergibt 


sich damit 
B T 
Ben Ha-letz) + 


Die zugehörigen Eigenvektoren sind direkte Produkte (2.4 $1) aus Oszillator- und 
pg-Eigenvektoren. 


98, S.286: Aus den Gin. (4.2-30) und (4.2-31) folgt 


1 1 
am (an = m 2 PamPnw er 


und 


mo? mw? 
— R)ant 79 Drink = 
m 


Also ist 


1 mw? 
Hm = Im (P*)nn’ + a” (d)umr =ho 


Ebenso erhält man 
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h 
(Pr)nm = 2 Pannn’ = 3i 


und 


(Pant = B3 TamPmn! = 


30 Fick, Quantentheorie 


m 


2i 


LUX) 


4 


Ro 


4 


» 


1 
0 


_y3 


0 — 


o-ya2 0 0 
3 0-y6 0 
0 5 Be 
va. % 0 
de -Ü 9 
aa | 0 
3 0y6 0 
a 7 
en 0 
o ya 0 9 
0-- 
27 
3 
Er 
2 
y? 0 0 
o 6 0 
1 o Ya 
0 1 0 
-y12 0 1 
-y2 0 0 
0 -V6 0 
i 0. =y 
0 1 0 
yız 0 1, 
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so daß sich ergibt 


a 1 a 
i i 


0 1 


(PX — =P)an = 


99, S. 286: Die Ortsunschärfe im Energiezustand |B) = |u„> des Oszillators ist nach 
GI. (3.3-26) und Aufg. 98 
h 
2 


dr = en — mt = Von en+D. 


© 


Entsprechend gilt für die Impulsunschärfe 


Ap= Vornn— (Pan) z Vrrean+n. 


Für das Produkt Ar Ap erhält man damit 
ArAp=(2r +1) B. 


Im Grundzustand (n = 0) gilt also das Gleichheitszeichen (vgl. Aufg. 88). 


Die Ergebnisse dieser Aufgabe kann man auch gewinnen, wenn man einerseits 


beachtet, daß wegen 
lo 


o° 
= — — und h=Mm= 
= mar 7 


die Erwartungswerte (2), 4» im Energiezustand nach Aufg. 59 verschwinden, und 
daß andererseits nach Aufg. 72 


h 
er rd: 


> = 2m<I) = mE, = "b* (on +1) 


ist. 
100, S. 298: Aus GI. (4.3-28,) folgt 
Ir = ur |Fau7) = 0 


und 


AI VA — I = Ya | au) = y YU+D-M. 


101, S. 298: Weil in den Vertauschungsrelationen des Drehimpulses keine Komponente 


ausgezeichnet ist, hat $. — und allgemein jede Komponente e FF — dieselben 
Eigenwerte Mh wie $,. Die Eigenwertgleichung von £,„ in der £,-Darstellung 
lautet 

cut e|g, Ms) ww elu = Micu':|uf®), 

M'' 
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Nach Gl. (4.3-30,) entsteht hieraus für J = 1 das Gleichungssystem 


h 
Tai, = Mk «ut: |u#®, (M= +1) 
k 
73 (wturn + we er) = un wre lunn,, (M’=0) 
h 
ya we = Mh<ur:\u#®,, (M' = —1) 


für die Komponenten von |u# *)1). Zusammen mit derNormierungsbedingung erhält 
man (bis auf einen willkürlichen Phasenfaktor) 


“9 = lu + + u 27 
| y| | 


ge), 


[u ®) ar 


Zi u), 
E | 
1 


|u”*> = Zur DI) —_ — [u #> +-— jur 2), 


v2 


In der Versuchsanordnung Fig. 52 (S. 186) wird durch den ersten STERN-GERLACH- 
Apparat der Eigenwert +% von £, gemessen, d.h. |8’> = |u*°). Für die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, daß bei der darauffolgenden Messung von 9, die Werte 
+%, 0, —h gefunden werden, erhalten wir 


wr2 = Kur [un = 
wWr— Kur s|unl= 5, 
ww Ku * | ur J]2 _4t 

z 4 


In der Versuchsanordnung Fig. 55 (S. 190) wird durch die zweite STERN-GERLACH- 
Apparatur der Eigenwert + von , gemessen, d.h. |8°) = |ut”). Die Wahr- 
scheinlichkeiten für die darauffolgende $,-Messung sind 


ur: = Kat * |u**)]? — 23 
4 

wi: — |<uP ? | «* >]? en RE 
92 % 

ws = Ku |uty = 
4 


*102,S.304: Bei Drehungen transformiert sich sowohl der Ortsvektor z als auch der 
Vektor des magnetischen Moments » nach der Darstellung T'ı-ı von O(3). Nach 
3.6 $8 können daher höchstens die Matrixelemente mit 
’—-li=A=0, +41 (a) 
1) Man verifiziert sofort, daß die Determinante dieses homogenen Gleichungssystems 
in der Tat die Eigenwerte M = 1, 0, —1 besitzt. 
30* 
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von Null verschieden sein. Außerdem verschwinden die Matrixelemente, wenn 
I=V=0 ist. 

Beachtet man ferner, daß bei der Inversion der Ortsoperator = sein Vorzeichen 
wechselt [Gl. (3.6-14)] und | u,,> die Parität (— 1)"besitzt, so können nur jene Matrix- 
elemente von = nicht Null sein, für die 


(ya =ı (b) 
oder 
Al = ungerade (b’) 


ist (LarorrEsche Regel). Dieser Sachverhalt, der direkt aus 3.6 $8 folgt, läßt sich 
auch aus der Ortsdarstellung ersehen, weil das Integral über den Ortsraum ver- 
schwindet, wenn der gesamte Integrand bei t— — tr sein Vorzeichen wechselt (was 
der Fall wäre, wenn in (b) —1 stünde). — Das magnetische Moment » verändert 
als axialer Vektor bei der Inversion sein Vorzeichen nicht [Gl]. (3.6-15)]. Daher kön- 


nen nur jene Matrixelemente von » nicht verschwinden, für die 


(-ı)" ze | (ce) 
oder 

Al = gerade (c’) 
ist. 


Um Aussagen über die magnetischen Quantenzahlen m zu bekommen, betrachten 
wir die Drehungen & um die Quantisierungsachse (x3-Achse). Dabei bleibt sowohl die 
Komponente =, als auch jene von », invariant, während |u,7> nach Gl. (3.6-27) 
den Faktor e-i”® bekommt. Die Matrixelemente von =, oder =, können daher nur 
dann von Null verschieden sein, wenn 

eilm’m)a —1 
gilt, d.h. 
Am =. (d) 
Die Linearkombinationen z;, ==, tie, bzw. », = eo, + ie, nehmen nach 
Gl. (3.6-36) bei der Drehung & um die x,-Achse den Faktor e*l« auf, so daß 


eitm sm) —_ 


sein muß, oder 


Am=-+1. (e) 


Fassen wir alle Ergebnisse zusammen, so erhalten wir die Auswahlregeln 


Wr |auD +0, <a, |e2, um) +0 [N 0) 
und 
Wr mu? +0 rm, upD+0 | #0). (8) 


ı) Für spezielle |u,y > können natürlich auch von diesen Matrixelementen noch einige 
‚zufällig‘ Null sein. 
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103, S. 310: a) Wegen Gl. (4.3-105 u. 106) gilt für 8 = 1/2 


+104 


& An = mn, 
(es = (3) ı umd d(jer- (5) PH 
so daß sich der Drehoperator [Gl. (3.6-32)] 


i 
Re.(e) = er 


ales) . 


(Re 
cos (ee) -isinz (&o) 


vereinfacht zu 


Ayla) = cn -i” ) &. \i («-5) (a) 


b) Bei einer 90°.-Drehung des Koordinatensystems um die y-Achse ist 


== #, (2) PR Fi (3) ä 


Damit erhalten wir nach Gl. (3.6-3) die Eigenvektoren |u* *, von o, aus jenen von 


s, durch Anwendung von #, (2) 


u. 


2 


so daß Gl. (4.3-99) liefert 


u = ale + v2), 


Si: in 


v2 
Zu demselben Ergebnis gelangt man natürlich auch, wenn man die Eigenwertglei- 
chung von o, in der e,-Darstellung löst. 


uv)= 


(er — lu). 


c) Wenn durch eine Messung von o, der Eigenwert + %/2 festgestellt wurde, sind die 
Werte + 5/2 einer o,-Messung gleich wahrscheinlich, 


uw" Kat? | ur >]? = y 


lm w|m 


wt |<u* ? | u” 2y|? —_ 


S. 310: Weil jede zweidimensionale HERMITEsche Matrix durch 4 unabhängige, reelle 
Zahlen beschrieben wird (Aufg. 40), läßt sie sich als eine Linearkombination der 
Matrizen von 14, o,, o,, o, darstellen. Wir können also für den statistischen Operator 
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schreiben 
P=a1-+0,% + Ayo, + 0,2. 
Wegen 
32 

Sp 1= 2, Sp = 0, Sp (9 4) = 21 ds 

ergibt sich 
1=Spp=a,Sp1= 2a, 
2 A? 

D=hrap= a, I, = ar) 


so daß wir erhalten 


S. 313: Der HamILron-Operator #= —ys% hat nach Gl. (4.3-101) in der 
o,-Darstellung die Matrixelemente 
(2, VrEREEE vh B, B_ 
er le 5) 


wenn wir B; = B, + iB, = Bje*i®! getzen. Die SCHRÖDINGER-Gleichung (3.5-44) 
für die Wahrscheinlichkeitsamplituden ®”(t) = <u” |), 


Are: ı A 
"= - = Hm’ m’ , 
m’ 
nimmt daher die Gestalt 

de i 
BR +B) 
dd- iy R 9 
a, a — 3,9) 


an. Mit der Anfangsbedingung ®*+(0) =1, 8-(0) = 0 erhält man die Lösung 


a —iyBı . Yo —yB)? + YB)%t 
d-() = 5 z sin 9 “ 
Vlo—yBo®+(yBı) 
Die Wahrscheinlichkeit, daß zur Zeit ti der Zustand m = — > vorliegt, 


vw) am, 


oszilliert also zeitlich. Hat das Wechselfeld die Resonanzfrequenz = yB,, so wird 
in den Zeitpunkten 


die Wahrscheinlichkeit w-(t,) = 1. 
(Beim Rası-Versuch wird dieses Ergebnis zur Bestimmung von Kernmomenten 
benutzt.) 
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106, S. 313: Die Magnetisierung im thermischen Gleichgewicht ist der Erwartungswert 
des Magnetisierungsoperators, gebildet mit dem kanonischen statistischen Opera- 
tor [G1. (3.7-31)], 


Sp 4 ef m 1 
MED m (= Er) 


wobei die Spur im Produktraum U = W!xU?x--.-xU”der N Spins zu berechnen 
ist. Legen wir-das Magnetfeld H in die z-Richtung, so ist 


N N 

v ” [0° 
#=-—yH >4 und MA=y „= 77° 
v=1 v= 


Es genügt, die Zustandssumme 
Z(ß, H) = pe#t# 


M -() i 
[Ü 


zu bestimmen, denn es ist 


B\ 08H 
Wir berechnen die Spur in den Produktzuständen |u"ıu”s... um) 
—= |w”ı) |w”=) ... |u”v) und erhalten 
Z= > UN] Ri ur. 
m'm?...m N 


=y au er, Der | eva ums... 
mi m! 


Apya A pya ” 
e +e ir 


so daß sich für die Magnetisierung ergibt 
BHDENRT um DE 
Istyk H< KT, so folgt das Curiesche Gesetz 
(hy)? H 


MAN=NTG- HT 


107, S. 318: Die in 4.3 $ 6 angestellten Überlegungen lassen sich ohne weiteres auf die 
Spin-Addition 
run 
2 
übertragen. Die gemeinsamen Eigenvektoren |us> von und £,, 
—2 
Sur = SS + DR] >, 
P,|us> = MR |ug>, 


entwickeln wir nach den Produktvektoren | wu”) der Einzelspinzustände lu > 
und |u"s>, 


|us> — > |umıum) Omms, 


K3 
m!,m 
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Aus Gl. (4.3-133) folgt, daß 


1 1 
y-gıg-: 
oder 
a 1 
u ae a 


ist. Die Gln. (4.3-131, 134 u. 136) führen auf die Eigenvektoren 


wi) = |urut) 
1 
ui = a ai |a* >>) (Triplett) 
re Ze 
und 
Kr 75 — wur) + uru)) (Simgulett). 


*108, S. 326: Wir betrachten drei verschiedene, nicht entartete Eigenwerte e,,&,,&, von&# 
mit den Eigenvektoren |u.>, |), |%.). Der Eigenwert B,— u +8, + e, von 
3 


%,= > 4” ist dann 3! = 6-fach. Die Produktzustände |u,> 


v=1 
u) = |uausur), |u> = |uaucun> 
[un = Iwucus); |u> = |ususua) (a) 
u) = |usuau), [us = |usuau?) 


spannen den 6-dimensionalen Eigenraum auf. Dieser ist Darstellungsraum (vgl. 
Kap. 5.4) einer reduziblen Darstellung */’der Permutationsgruppe S,. Die zugehöri- 
gen Darstellungsmatrizen erhält man, indem man auf |w,> die sechs Permutations- 


operatoren P, (S. 325) anwendet, 
6 


Pu» = 2 u Dr,(e). (b) 
y=1 


Weil nach (a) z.B. Pays) |) = |wamur) = |ug> usw. ist, ergibt sich für 
Pays) (| u), |43>; |a3>, ur, [us |%)) = (\%s>, 2 |a4>; |us): |%2>; [u2)» 


d.h. nach GI. (b) 
1 


0 1 


D,,((12) (8) = 
! 0 


Verfährt man entsprechend mit allen übrigen Permutationsoperatoren, so sieht man, 
daß alle Darstellungsmatrizen auf der Hauptdiagonale lauter Nullen haben, mit 
Ausnahme natürlich der identischen Permutation D(e) = D((1) (2) (8)) = 1, bei 
der die Diagonale aus lauter Einsen besteht. Daher lautet das Charakterensy- 


1 
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stem x, (vgl. 5.4 $ 5) der durch (a) induzierten Darstellung $I'von 8, 
KR? 
ee 
Die Ausreduktion nach den irreduziblen Darstellungen von S, [Gl. (5.4-40)] ergibt 
et=1IT, +1IT, +22T,. 


Schaltet man also einein allen drei Teilsystemen symmetrische Wechselwirkung ein, 
so spaltet nach 3.6 $7b der sechsfache Term in 2 einfache Terme (!/,, !Iy) und 
2 zweifache Terme (27',) auf. 


Die obigen Überlegungen lassen sich ohne weiteres auf N Teilsysteme erweitern: 
Die Produktvektoren |,) induzieren wieder eine reduzible Darstellung *!T' der 
Permutationsgruppe Sy, deren Charaktere alle Null sind, mit Ausnahme von 
x(e) = N! (man nennt diese Darstellung regulär). Aus Gl. (5.4-38) folgt, weil Sy 
die Ordnung N! hat, 

1 
N 
d.h.,jede irreduzible Darstellung kommt in *!T beider Ausreduktion gerade so oft 
vor, wie ihre Dimension beträgt. 


1 
«= male) akle) +0 +. )= Nii=t,, 


109, 8. 332: Geht man von einer Basis |v,> des unitären Raumes eines Elektrons zu einer 
anderen Basis über, z. B. zu den Orts- und Spin-Eigenvektoren tm) = |ur> u > 
so gilt 

vr = IS um) Kur |vn> dir. 


mr 
Für die Vektoren des direkten Produktraumes ergibt sich hieraus die Transformation 


Y h\ 
er... dm = = [ Turm ++ Yiymy? Urım | 96,2 --- Ueymy |Vry> Ar... dr. 


Mi AAN In 
Wendet man auf diese Gleichung yN! ./ an, so erhält man im U, 


wm = % S eum..emy? Um, | 98) ++ Uenmy | OR) Dry... d’ry. 
Mi MN Ira 


*110,8S.332: a) Im Fall der j—-j-Kopplung geht man von dem Einteilchen-HAmILTor- 
Operator [Gl. (4.3-137)] 


—_2 


= ++ En? Er (e) 


aus, in dem durch den Term £&() 73 der Spin-Bahn-Kopplung Rechnung getragen 
wird. Der Operator 4,, vertauscht mit 2 und 7, (vgl. 4.3 8$ 6), so daß man solche 


Energieeigenvektoren |u,';> wählen kann, die gleichzeitig Eigenvektoren von x 
und 7, sind 
Au |uy5) = Ey; |uy 32. (b) 


Nun betrachten wir zwei gleiche Fermionen mit einer kugelsymmetrischen Wech- 
selwirkung 412, die wegen der Ununterscheidbarkeit der Teilchen auch permutations- 
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invariant sein muß, 42 = 421, [Gl. (4.6-1)]. Zum Beispiel kann 4% die CoVLoMBsche 
Wechselwirkung sein. Der Gesamt-HAMILTON-Operator 
#=hn that A”, (e) 
in dem 41. und 47, die Einteilchenoperatoren (a) bedeuten, hat dann Eigenvekto- 
e 2 AR Ss er 
ren |%. as; die gleichzeitig Eigenvektoren von £ und $,sind ($ = 91+ 2), 
# \üa 2 = Bas|üar)- (d) 
Damit dem Fermionencharakter der Teilchen Rechnung getragen wird, müssen die 
Eigenvektoren |w.,> antimetrisch gegen Teilchenvertauschung sein, d.h., sie 


müssen im unitären Raum U; liegen. Die Eigenvektoren |u,7> lassen sich aus den 
Produkten der Einteilchenvektoren 

1a 52 Du 3? 
aufbauen. Die der kugelsymmetrischen Störung angepaßten Eigenvektoren nullter 
Näherung (vgl. Kap. 5.3 $ 3) sind die mit den WıGneEr-Koeffizienten (4.3 $ 7) ge- 


bildeten Linearkombinationen 


(e) 


=, 1 m, 2 m Mm; m; M 
Upper >= > lu, > 41? la, 42 C, Jr 7 
Mm; 


2 2 2 
die gleichzeitig Eigenvektoren von £ , $,, 5! und 7? sind. Wegen Gl. (4.3-142) 
sind die Werte von M und J beschränkt auf 


a ) 
Veen. 


Die exakten Eigenvektoren von 5 sind Linearkombinationen 


Iu2> = y 2 Iu abe YA dys ey (@) 
Yıya Ida 


wobei über jene Paare j, und j, zu summieren ist, die nach Gl.(f) denselben 
J-Wert ergeben. Die Koeffizienten A müssen solche Eigenschaften haben, daß 


die Eigenvektoren |, ED antimetrisch gegenüber Teilchenvertauschung sind 


e Fan ir) = - ur). (h) 
egen 

Falun = $ 2 I er u ee Ayyısıs, Wi 4ya 

Yıya Ida Mm; 

p: 2 P> Im,, lu, 05: Ay Mi dy, 

ırs F173 Mm; 3 

e z et A a) 


Ya Jr 
Yıra Ida Mıma 


I 


I 


}) Dabei wurde die Eigenschaft 


Mg m, 1777 mM ; 
ur == 1) so: ee ja : J Ü 


benützt, die unmittelbar aus Gl. (4.3-143) folgt, wenn man dort»durch J, +J, — J — v 
ersetzt. 
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erhält man die Bedingung 


() 


Istinsbesonderey, = y, und j, = ja, so muß 25 — J = ungerade sein. Weil aber j 
halbzahlig ist, ergibt sich — als Folge des PauLi-Prinzips —, daß J in diesem Fall 
nur gerade sein kann. 


Für die Berechnung der Koeffizienten A, die durch den gewählten HAMILTON- 
Operator 3 bestimmt werden, bedient man sich Näherungsmethoden, auf die hier 
nicht näher eingegangen werden soll. 


b) L—S- oder RUSSEL-SAUNDERS-Kopplung 
Ist im HAmmrTon-Operator des einzelnen Teilchens die Spin-Bahn-Kopplung zu 
vernachlässigen, 


2 


4 
41-470), %) 


PR: | 
so vertauscht 4 mit /, £,, ER ,, so daß die Produkte 
Ium> lux3,> () 


Eigenvektoren von 4 zum 2(22 + 1)-fachen Energieeigenwert e,; sind. 

Ist der Wechselwirkungsoperator #12 zwischen den beiden Fermionen ebenfalls 
spinunabhängig (z.B. die CouLoMBsche Wechselwirkung), so können wir zu- 
nächst bei der Untersuchung des Eigenwertproblems von 


HM HAR+M (m) 
den Spin von der Betrachtung ausschließen. Wegen der vorausgesetzten Kugelsym- 


metrie von #12 ist es möglich, solche Eigenvektoren von 5 zu wählen, die gleich- 


zeitig Eigenvektoren von zZ und £, (2 - fir %)) sind. Außerdem ist wegen 
#12 —= 421 der Gesamt-HAMILToON-Operator auch permutationsinvariant, so daß die 
Eigenvektoren von 3 auch gleichzeitig Eigenvektoren vom Permutationsoperator 
Pas, sind.!) Es ist also 


ea (n) 
mit 
Fun u D = + Im 7. (0) 


Weil die Eigenvektoren [v5 z1, noch nicht die beiden Elektronen voll erfassen 
(es fehlen noch die Spinzustände!), können sie — im Gegensatz zu Gl. (h) — sowohl 
symmetrisch als auch antimetrisch gegenüber Teilchenpermutationen sein. Die durch 
die Indizes + sich unterscheidenden Energien E# ı beschreiben die in 4.4 $ 1a be- 
sprochene Aufhebung der Austauschentartung. 


Die Eigenvektoren \us ai, lassen sich aus den Produkten der Einteilchenbahn- 
vektoren 
1 2 
1%, 3,2 In, 32 


aufbauen. Die WıenEr-Koeffizienten ergeben die der Kugelsymmetrie angepaßten 


1) Die Permutationsoperatoren vertauschen mit den Drehoperatoren. 
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Eigenvektoren nullter Näherung 


ı m m, M| 
ae RI B3 lan, >| un, 1 er: 1, Pi (p) 


MM; 


die Eigenvektoren zu 2°, £,, 7 und # sind. Dabei gilt wieder nach GI. (4.3-142) 
M,=m+m 
ER ET ARE VE RE er 


Die exakten Eigenvektoren von # sind Linearkombinationen über alle n,, 23, Lı, I, 
(„Konfigurationsmischung‘‘) 


(q) 


we 


dn,dn, |. (r) 


Nınalilk Nınytıle 


Durch eine Überlegung analog zu jener bei der j—j-Kopplung erhalten wir aus 
Gl. (0), daß die Koeffizienten B* der Gleichung 


= =H+ (yet B: (+ symmetrisch) (6) 


nl Anylalı (— antimetrisch) 
genügen. 


Ist insbesondere rn, = n, und 2, = 1, = | (‚‚äquivalente“ 1-Fermionen), so ergibt 
sich für jedes B + 0 
He=Hl, (t) 


d. h., die Anschlußfunktionen (p) sind in diesem Fall bereits symmetrisch oder anti- 
metrisch gegenüber Teilchenvertauschung, je nachdem, ob Z gerade oder ungerade 
ist. 

Für die explizite Berechnung der Koeffizienten B aus dem vorgegebenen HAMIL- 
TON-Operator 5 bedient man sich wieder Näherungsmethoden. 


Weil im HAMmILToN-Operator (m) keine Spinabhängigkeit vorausgesetzt wurde, 
konnten wir bisher so tun, als ob die Teilchen keinen Spin hätten. Wäre der unitäre 
Raum beider Teilchen einfach ein Produktraum U! x 12, so könnte man den Spin 
einfach dadurch erfassen, daß man die Eigenvektoren (r) mit irgendeiner Linear- 
kombination der vier Produkte der beiden Spinvektoren 


lu lud + lud ID + rl I + Inh 
multipliziert. Damit würde man aber dem Fermionencharakter nicht N werden, 
weil die Gesamtvektoren beider Teilchen (also bei Einschluß des Spins) im U; 
= (U!x 12) liegen, d.h. antimetrisch sein müssen. Es sind daher die symmetrischen 
bzw. antimetrischen Bahneigenvektoren [ur Bi mit antimetrischen bzw. symmetri- 
schen Spineigenvektoren zu kombinieren. Die in Aufg. 107 gewonnenen Gesamtspin- 
eigenvektoren [us ®) haben gerade die Eigenschaft, für $ = 0 antimetrisch und für 
S = 1 symmetrisch gegen Teilchenpermutation zu sein.!) Die Zwei-Fermionen- 


t) Dies ersieht man auch aus Gl. (t), wenn man sie in den Spinquantenzahlen formuliert, 


(-1’= +1. 
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zustände lauten daher bei L—S-Kopplung 

lu 222 [un&s "> 

[u, Mrs, — (u) 
CD ea 

la, 29 us». 
Über das PauLı-Prinzip wird also die Gesamtspinguantenzahl S mit der Symmetrie 
und Antimetrie der Bahneigenvektoren verknüpft. Man bezeichnet daher die Multi- 
pletterme 15 mit 


EL), 


im Fall von zwei Elektronen also mit Z,(!L) und E, (2L).*) 


Für zwei äguivalente l-Fermionen (n, = n, 1, = 1, = |) folgt, daß das Pauui- 
Prinzip in diesem Fall nur 


L+S = gerade (v) 


erlaubt. Beispiele: 
&) Zwei äquivalente s-Elektronen (! = 0): 


L=0,8=0,d.h. 18, ist erlaubt, 
aber (vo) 
L=0(0,8=1,d.h.3$, ist verboten. 


ß) Zwei äquivalente p-Elektronen (=1,L= 0,1, 2): 
1g,3P,ıD sind erlaubt, 


9.1 N (v) 
‚ıP,®D sind verboten. 

1) Bei mehr als 2 Fermionen ist zu beachten, daß es außer den symmetrischen und anti- 
metrischen Eigenvektoren auch solche gibt, die sich nach den mehrdimensionalen irre- 
duziblen Darstellungen der Permutationsgruppe transformieren (vgl. 4.48 3, 54 $4u.5und 
Aufg. 108). Zum Beispiel hat man nach 5.4-40 für 3 gleiche Teilchen die Bahnvektoren 


2 M I,M 
juli Zu, iu, sry, uns, 


Bei den Spinvektoren ist zu bedenken, daß es für 3 Spins mit s = 1/2 keine antimetrischen 
Vektoren (I',) gibt [die SLATER-Determinante hätte zwei gleiche Zeilen]. Ferner kann man 
leicht sehen, daß die Spinvektoren der identischen Darstellung I’, zum Gesamtspin $S = 3/2 
und jene der zweidimensionalen Darstellung I’, zum Gesamtspin 8 = 1/2 gehören, also 


u, 


Um dem Fermionencharakter der 3 Teilchen gerecht zu werden, sind die Bahnvektoren mit 


den Spinvektoren so zu kombinieren, daß die entstehenden Gesamtvektoren |u, yı = 8, zur 
antimetrischen ae T', gehören. Dies erreicht man einerseits, indem man einen anti- 
metrischen Bahnvektor 174 72, mit dem symmetrischen Spinvektor [u n a» kombiniert 


und damit die Energieterme E, (4L) beschreibt. Andererseits kann man aber wegen I,xT', 
=T,+T,+Ty,[{vgl. Gl. (5.4-47)] aus den Bahnvektoren ui® AS und den Spinvektoren 


[u ds Pa 32 eine solche Linearkombination bilden, die ebenfalls antimetrisch ist und Ener- 
gieterme E,(?L) liefert. 


ı 
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Bei 2 inäquivalenten l-Fermionen (n, # n, I =, = I) hingegen sind alle Multipletts 
erlaubt, also z.B. für! = 0 
18 und 38. 


Bisher haben wir die Spin-Bahn-Kopplung völlig vernachlässigt. Beiihrer Berück- 
sichtigung lauten die Energieeigenvektoren, die gleichzeitig Eigenvektoren von 


j und £, sind, 


wn=L> > win chz, Did (w 
b 


S MıMs 


wobei 
J=L+8S, L+S-1..,|L-S| (z) 
ist. Die zugehörigen Terme bezeichnet man mit 
SHLT,,. 
Wird die Spin-Bahn-Wechselwirkung größer als die CouLomBsche Wechselwirkung, 


so nähert man sich dem Grenzfall der j—j-Kopplung. Das Zwischengebiet bezeich- 
net man als ‚ ‚intermediäre Kopplung“. 


111, S.333: Aus 


> = Wr A’p 
- 75 — (| Up,m, > |up,mı> NZ |Upm> [up,m,>) A®p 


folgt für die Wahrscheinlichkeit 
Wr m, ‚tum, — |Kurmıcım, | 9) 7 (A®x)? 
= 21 K.4 urm, Arm, | DIE (A9a)? 
= 2! Kurm, Um, | D’>]|? (A®x)? 


Urımı | Upım? Um, | Upumı? 


Adx Adp|? 
Urn | Up,my? Urm, | Up,m,? 


a (: ar) N ENTER) A 
erh) = 
_ (4x A®p\ = m -m)n—n), ) 


Für m, + m, ergibt sich dasselbe Ergebnis wie ohne ‚opin 
A®x A3p 
Wr, mı,tım; — (5 ar) (m, + m,). 
Für m, = m, = m hingegen folgt 


_ (As Ap\r, .,9- pp) < u. 
Womtm = (Gar) a 2% 


d.h.,r, =t, m, = m, ist verboten (PauLI-Prinzip). 
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112, S. 350: Setzen wir in Gl. (4.5--39) eine Summe von Zwei-Teilchenwechselwirkungs- 
operatoren ein 


1 
$L= b AO, (AV = Au), 


so vereinfachen sich die Matrixelemente zu 


1 KB v N uv u 
On rer Unger Or, oer Yiy [4 Gr ken ® %. u) 
r ’ 
= ö(kı, kı) .. CH v,|#” 3A24 2. Sky, km). 


Mit 
&(ky, ku; IR ‚k) = (ur, vr, |#” ve 0) = Elkvs Ri; k,, k,) 


erhält man also 
i& “ e 
= arıd y [Or rg..r, such, Kyauky? (ku ku; ’ ku, %,) Vr kg | dk, ... Ak dk, dk, * 


Ersetzen wir die Indizes k„+>k,,k,+>k,k,=ky,k,=k; und berücksichtigen 
außerdem die Antimetrie der Zustände |v”), so ergibt die Summe über u und »v 
N(N — 1) gleiche Glieder, und wir erhalten 


N(N-1 are 
sg LS lnamnn) Elke Kos ki, B) lang | Ay dk dit die. 
KEN kıks 
Wegen 
[Onrken? = a, ln. 
und 


Cru | = KO. | a, ar} 


können wir auch schreiben 


N(N—-1 = er rc 
L= ee P) £ 2 akan, [ürz..a? Elkı, kas kı, ka) <vr,..r„| ax, ai dk, ... dk, dk; do. 
u#N Kık 
Die Summation über k,... k, ergibt wegen der Vollständigkeit der Vektoren [vr..x PR 
im Uy-2 [Gl. (4.6-15)] (N — 2)!, so daß wir erhalten 


Eee! E al, at, &(kı, ka; kı, hs) ar! ar; dk, dk, dk; dkz- 


kk, Kr 


Diese Gleichung, die zunächst in irgendeinem U, bewiesen ist, gilt nach dem in der 
Fußnote von S. 340 Gesagten auch im U”, wenn man die linke Seite durch 
N 


a2 Pu; > Aw Pu, 
ur 


1 
ersetzt, wofür wir wieder kurz 27 > 4 schreiben. 
[7 
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113, S. 350: Der Operator 2; ist nach Gi. (3.2-29) gegeben durch 


a-4|2r ta Zmal 


ur 


Der Kommutator mit der ersten Summe wurde bereits in 4.5 $6d berechnet. Zuı 
Bestimmung des Kommutators mit der Wechselwirkung berücksichtigen wir, daß 


nach den Gleichungen (4.5-32, 68 und 70) gilt 


[et, ar, ax’ ar, «: = le, ai, ax ag, “ 

= [es arıar, ak « = ler, Ak)» «| ö(k,, kı) 

= ai ar, lex, ar, er] # [er ax, «a a, an — let, an =) ö(k,, kı) 
= — ölkz, k) ar ar: ar: — d(ky,k) ax’ al, ar, + B(ky k) ölkz ki) an’ 


= — d(k,, k) ai, x, 2x, + 8(k,, k) ar ar an,» 


Hieraus folgt, wenn man die Symmetrie [Gl. (4.65-99)] beachtet, 


[2 Au, -] RE L &(k, ka: ki, ka) ai, ax; ax‘ dk, dki ds. 
kkk 


Le u 


ur 


Insgesamt erhalten wir also 


In den Feldoperatoren %,(t) lautet diese Gleichung 


2, 0= 2 (ee 


’ ’ 
mm, m, nt, 


(a) 


(b) 


Zu n i\ e(tm, Tymz; ti Mı, 13mg) un, (t2) Ym, (23) Ym! (1j) dixa ddr, d®x, |(c) 


Berücksichtigt man für Elektronen, die sich in einem äußeren Potential Y (z) 
befinden, auch ihre CowzLomBsche Wechselwirkung, so hat der HAMILTON-Opera- 


tor die Gestalt 


2 
Ze ie > |® Feren 
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Beachtet man die Beziehungen (4.5-52 u. 100), so geht in diesem Fall die Gl. (ec) 
über in 


te = (- FA + PER) Ymde 


re ml) a 
m m . d 
+4 21 a 5 (a) 


Dies ist — in Operatorform — die ScHRÖDINGERsche Materiefeldgleichung, in der die 
elektrostatische Selbstwechselwirkung mit berücksichtigt ist. Mit Hilfe der Methode 
der Feldquantisierung (Kap. 4.6) erhält man dieses Ergebnis direkt aus der klassischen 
Feldgleichung (1.6-3). 


114, S. 350: Aus den GI. (4.5-68 u. 70) folgt 


+ t te 
[9n,(43> Anz] = RB lanıı [en,-» Anz an) + [an,+» an, @nz+] @n,-) 
+ tr 
=» (an,+ Ony+ Inn, en enz Ban .) 
= 2 Milz) San, 


Die Spinkomponenten derselben Lage (n, = n,) erfüllen also die Drehimpuls-Ver- 
tauschungsrelationen (4.3-8), während jene verschiedener Lage (rn, = n,) miteinan- 
der vertauschen. Ebenso beweist man 


[On.(2)5 Inss)] = ER 9nıtt) Önın,» 


also die Drehimpulsvertauschungsrelationen (4.3-10). 


115, S. 350: Wegen a„,m, nm, = 0 laufen die Summen nur über die Indizes (n,m,) # 
(n,m;). Außerdem können wir auch noch n, = n, voraussetzen, weil der Operator 
“nm, @n,m, nur auf solche Zustände ein von Null verschiedenes Ergebnis liefert, 
bei denen zwei Elektronen in der Lage n, sich befinden, was wir ausgeschlossen 
haben. 


Die Vertauschungsrelationen (4.5-32) und die Bedingung (4.5-103) ergeben 


1 
Hr = es > BR ag nm, JE AngMg Kam, 


Re 
Nına MıMa 


=D: > Har + N) (SH nyr + N) Kan, 
RıEN, 


sowie 


EM —=' nr > (4, Nınz + Bann.) Inn, 
MEN, 
31 Fick, Quantentheorie 


476 


mit 


und 


Also ist 
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5 rt 
Ann, Z Ant Un Un- Ungt 4 n,- Anz nt Anz- 
t rt + rt 
= — (@n,+ @n,- En, Ant T @n,- Ant Angı an,-) 


1 
u m (OncH) nz) + 9nıl-) Inte) 


= (en, In.(a) + In,(v) In,n) 


rt. 4 
Ban, — Ant Any En En + ,— En,- En,- En,- 


ne t t f f 
= — (an,r Ant Any Ant T An, an- An,- An.) 


= (Anı+ N nr + Na N) 


1 
u 72 nl) Indz) — >! x 
1:3 = 1 
wu N Tann tt): 


Nı=#N, 


116, S. 355: Für die Komponenten des Gesamtfeldimpulses I, [GI]. (4.6-11)] lauten die 
Gleichungen (4.6-24 u. 25) 


und 


oder 


__k ao 
[9,7] = Te 
(a) 
a) 
„y N, 
OR ACT Eu era 
Hieraus ergibt sich für den Kommutator 
SP: vr yldir = S (IP, vny+yV'n[9,Y) de 
hr! en 
Te) 
ee 
= /& vay)—y Yu) dr 
= +45. [vyar, 
hi 
[9,2] = 7 8.1 (b) 


[Vgl. dazu Aufg. 26.] 


117, 8.363: Aus Gl. (4.6-24 u. 25) folgt 


und 


[ar ut) = - (= 38: + 96) VE) 


Mm 


Bat (m Art ro) 


m 


118, 


119, 


120, 


31* 
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Daher ist 
uN= SRH RD = 0. 


S. 366: Die Gln. (4.6-58, 83 u. 85) ergeben 


1 
un, | Hr u — 2 $ <0 | 21, £, r4 d, Ep Ryzkakı CRı CR, a >. |0> dk, ... dk,. 
kı.ka 


Nach den Vertauschungsrelationen für Bosonen bzw. Fermionen ist 


3 t 4 T 
Erg Ehg Eis 1, T Rzt, Ci en Cry E15 Ohg Ola> 


woraus bei Anwendung auf |0> folgt 


Ik, Thy en A, | = (Sa, da E dar da) |D 
und analog 


Cr, Ck, ä RALı) = (dx,1, da, E dx1, dr.) |D- 


Damit findet man 
Er nd 
a.) ru) = 5 (Enns a E Ent Eis + Ent tan)- 


Berücksichtigt man 
FE :q de 202 
Ei; > un, u, | Er uw» 


so resultiert 
q® 


+ + En En 
un, Hr up = an, a U): 


— 2: | 


Dieses jetzt quantenfeldtheoretisch hergeleitete Ergebnis ist natürlich identisch 
mit den Aussagen von 4.5 $6e. 


S. 370: Die Gln. (4.7-2, 6 u. 8) liefern 


i i i 
Hi +—(#-Ealt a + Hl -— Hl 
[u = lim e % “jur = lim eR” eR”' jun. 
t>-o0 t>-00 
Daher gilt 


<uor | uo > = «u | u) = 8(a, a). 


8. 378: Die Beziehungen (4.7-1 bis 17a) bleiben auch bei eindimensionalen Streu- 


problemen gültig. Für die GREENsche Funktion a ergibt sich eine Modifikation. 
In der Impulsdarstellung lautet sie 


1 h ; h?k2 
dp —p) mit Br= gm 


(pp) = ‚im, 
TE 


(a} 
B* ,; 
I + ie 
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Die Integralgleichung für u (p) nimmt daher die Gestalt 


5 EN. 2 RUEHE PETERS 
up) = VRd@— nk) + im —— Sf Ve)u ar | 
nezart 


an. 


Die GrREENsche Funktion in der Ortsdarstellung erhalten wir durch FOURIER-Trans- 
formation 

+00 f 

— (0-0)? 


eR 


1 
g* el mer , 
u 7 "Sue 
Das Integral berechnen wir wieder in der komplexen p-Ebene durch Anwendung des 
CavchHyschen Integralsatzes. Für x — x7 > 0 verwenden wir denselben Integra- 
tionsweg, wie in Fig. 87, S. 372. Der Beitrag längs des Halbkreises verschwindet, 


wennder Radius unendlich groß wird. Man erhält daher 
(67) N. RE im una , 
% (&,®) 27 ae (VemiEr + ie) = 7 (e:>:2): 


Für x — x° < 0 müssen wir den Integrationsweg durch einen Halbkreis in der unte- 
ren p-Ebene schließen, weil dann dessen Beitrag mit wachsendem Radius wiederum 
verschwindet. Der CavcHvsche Satz liefert jetzt 


06 & 2) = — 2 2nilim Res (- Vimir Fin) = - Meere <a). 
Fe 


Die beiden Ergebnisse können wir zusammenfassen zu 


lee. (o) 


Die Integralgleichung für die Energieeigenfunktionen un (x) lautet damit 


co 


eilz=’ey (a) u" (2) da’ (d) 
oder 
. z 
u (x) = 7 eikz _ ra ee [ ety(a) ur (a) da’ 
en -o 
2 (d’) 
ine Forrensitinar, 
z 


Weil das Potential im Unendlichen verschwinden soll, liefert für x — + oo das 
zweite Integral von (d’) keinen Beitrag, und wir erhalten [analog zu den Gleichungen 
(4.7-24 u. 25)] 


u (x) = I A+f,)e® für 2>+o. (e) 


V?r 


121, 
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Die dimensionslose Größe 
= -ikz’ (+). ‚ 
= an in er#?’Y (x) ur (x) de 
() 
= in RR | PERSON 
beschreibt die durch das Potential bedingte Veränderung der durchgehenden Welle. 
Für x -> — oo verschwindet das erste Integral von Gl. (d’), so daß für große 
negative x-Werte resultiert 


ae) > er; (ef + joe) für ©-> — oo. e) 
Tr 


Die Größe 


re ri 3 etz’ Y(a’) ua’) dr’ 
(h) 
(+) 


= EL EURRR N, 


beschreibt die Rückwärtsstreuung. 


Die dynamische Streutheorie führt also gerade auf die bereits in 1.5 $4a er- 
wähnten Ausstrahlungsbedingungen der stationären Lösungen. 


Zwischen den Größen 


S=1+f; und R=/_ 


| SP + IRP?= j ü 


Multiplizieren wir nämlich die Eigenwertgleichung 


besteht die Beziehung 


2 2 {n 


(+). 


mit, “ und die konjugiert komplexe Gleichung mit un ,so folgt nach Subtraktion 


4 [ ee du” _ m du | 0, 
&% [ m Fran 

Integrieren wir diese Gleichung über ein sehr großes Intervall, — x, --- +x,, so kann 
man an den Integrationsgrenzen + x, die asymptotischen Lösungen (e) und (g) ein- 


setzen, wobei Gl. (i) resultiert. 


S. 378: a) Nach Aufg. 91 ist 
2 1 17 
V(p, p ) zn Irı v ’ 
so daß aus Aufg. 120, Gl. (b) folgt 


= 1% 1 f r 5 
ww (pP) = VRöp— Ak) — m gi Sr [ww (P) ap’. (a) 
gm € 
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Diese Gleichung integrieren wir über p und beachten dabei, daß das Integral über 
den Limes nach Aufg. 120 durch [eg (x, x) gegeben ist. Damit erhalten wir 


2 ‚mV 


SW) = — mit a=i-—. 


b) In der Ortsdarstellung liefert Aufg. 120, Gl. (d) das Ergebnis 


ur (e) = mer et? + aelklel ug” (0). (b) 


Ki 2 


Setzen wir x = (), so folgt 
1 


Pau] 
0 ——. 
v’(0) = Vz =; 
Die Funktionen uf” (x) sind natürlich ein Spezialfall der in Aufg. 91, Teil 2, ge- 
wonnenen allgemeinen Energieeigenfunktionen. Setzt man nämlich dort 


1 1 a 
——, A= —o—, 
V?r Ver 1-.a 
so gelangt man zu den jetzigen Ergebnissen. Es ist nützlich, sich explizit zu überlegen, 
daß damit auch die dort angegebene, allgemeine Lösung in der Impulsdarstellung 


in unser jetziges Ergebnis (a) übergeht [Man beachte dazu die Relationen 
(5.1-21, u. 44)!] 


4, = 


*122,S. 378: Die zu kontinuierlichen Energien E gehörigen Eigenfunktionen eines Teil- 


chensim Potential V (r) haben nach Gl. (4.3-90 u. 91) für große Abstände r die Gestalt 


a. „ner 14 5,) 


2mE 
u;(r — 00, 6,9) = 22 ce Fe Y: (6, 9), (#- mE). 
ne I 


Die Wirkung des Potentials äußert sich in den Phasen d,. Für die Behandlung des 


Streuproblems sind die Koeffizienten C} so zu bestimmen, daß wir eine Lösung us 2 
erhalten, die die Ausstrahlungsbedingung (4.7-24) erfüllt. Dazu legen wir die 
Polarachse in Richtung von f. Weil Invarianz gegenüber Drehungen um diese 


Richtung bestehen muß, sind alle C; 7#0 Nullzu en Zur Bestimmung der Größen 


a benötigen wir die Entwicklung derebenen Welle e' Tr nach den sphärischen Partial- 
lösungen (1.5-24), 


eilt — eikrcos® _ Vir > y2i + 11! j,(kr) Y?(6) ) (b) 
I=0 


1) Diese Beziehung kann man am einfachsten dadurch herleiten, daß man die Entwick- 
lung mit unbestimmten Koeffizienten A, ansetzt, nach kr differenziert und mittels der 
Rekursionsformeln für j, und Y% die Größen A, bestimmt. 
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. Für große kr ergibt die asymptotische Entwicklung der sphärischen BeEss£EL-Funk- 
tionen j,(kr) die Darstellung 


een sin(kr — 2) 

eilt — Yir 2 yaı+ıi ——170, (er>1). (b’) 

Setzt man die Entwicklungen (a) und (b’) in dieGl. (4.7-24) ein, so erhält man mit 
_ Yzezl alyei ; 
2rk ! 


für große r die Beziehung 


Tr 


ikr Fe 
4 ——ır.. 
Ik, 0) — - >} yaı +1 Fu [« sin (kr -5 + 3) — sin (kr Zu. )] Y:(). 
Der Ausdruck in der eckigen Klammer läßt sich in der Form 
1[ ifar-2ı A 
n [« (fr 2 I eidı _ Ye ( r- 2) ” BE n] 


schreiben. Den nicht der Ausstrahlungsbedingung genügenden Term e”%"/r bringt 
man zum Verschwinden, wenn man 


4= eidı 


setzt. Für die Streuamplitude folgt damit 


y2U+ 1elftsind,-Y%(0) |- (e) 


Der differentielle Wirkungsquerschnitt a(k, 6) ist nach Gl. (4.7-46) | {(k, 0) |?, also 


9-75 X >. VI +1 @r + Detdrsnsin d,sin d, Y%6) YI(). 
eco 


Den totalen Wirkungsquerschnitt o(k) erhalten wir durch Integration über den ge- 
samten räumlichen Winkel. Wegen der Orthogonalitätsrelation (4.3-68,) ergibt sich 


o(k) = ®, 2, (21 +1) sin? 8, |. (d) 


Die Phasenänderungen d,, die die einzelnen Partialwellen im Unendlichen durch die 
Anwesenheit des Potentials V(r) erleiden, bestimmen also den Wirkungsquerschnitt. 
Jeder Drehimpuls ? liefert einen Beitrag 


o,(k) = EE = (21 +1)sin?d, < = "(el +1). 
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Hat das Streupotential eine mittlere Reichweite r,, so genügt eg — wenn man von 
Resonanzen absieht — die Summation in Gl. (d) nur über 


1Skr, (e) 


zu erstrecken. Dies kann man sich durch eine halbklassische Betrachtung plausibel 
machen. Nur jene Teilchen, deren Abstand d < r, ist (Fig. 5, S. 24), erleiden eine 
merkliche Ablenkung. Ihr Drehimpuls bezüglich des Streuzentrums ist ungefähr 


hl=hkdShkn,. 


Diese Abschätzung führt also in der Tat auf die Behauptung (e). 
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